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Sammanfattning

I denna uppsats studerar vi tva olika slumpmekanismer som kan
anvindas for att Oka transitiviteten i Erdés-Rényi klassiska slump-
graf G(n,p). Verkliga sociala nétverk uppvisar vanligen en hog grad
av transitivitet, dvs. dina vinner ar ofta ocksa vénner sinsemellan. I
en slumpgraf representeras detta genom manga trianglar, nagot som
saknas i G(n,p).

Den ena metoden gar ut pa att alla 6ppna tripletter, dvs. 3 noder
med tva kanter som sammanbinder dem, stdngs genom att med na-
gon sannolikhet addera den tredje kanten och skapa en triangel. Den
andra metoden bygger pa att man skapar en ny triangelgraf dér var
och en av alla mé6jliga trianglarna utplaceras med nagon sannolikhet,
och sedan skapas unionen av triangelgrafen och G(n, p) dér eventuella
dubbelkanter tas bort.

I uppsatsen bestdmmer vi slutna formler for det forvintade antalet
kanter och trianglar och studerar ockséa gradférdelningen. Vi underso-
ker ocksa den globala klusterkoefficienten som anger andelen stiangda
tripletter. Vi bestdmmer den férvantade klusterkoefficienten analytiskt
for den senare metoden och visar varfor den &r svar att bestdmma for
den tidigare. Vi understker ocksa grafernas stérsta komponent, dar
tva noder tillhor samma komponent om det finns en viag av kanter
som sammanbinder dem. Vi visar med simuleringar att om vi haller
det forvintade antalet kanter och trianglar fixt sa skiljer sig den storsta
komponentens storlek a4t mellan de tva metoderna.
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E-post: tobbe.anliot@gmail.com. Handledare: Pieter Trapman, Maria Deijfen, Cecilia
Holmgren.
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1 Introduktion

I den hér uppsatsen kommer vi att studera olika triangelskapande mekanis-
mer hos slumpgrafer. Den enklaste och mest studerade modellen &dr Erdos-
Renyi grafen G(n,p) dér varje mojlig kant mellan tva noder adderas med en
sannolikhet p oberoende av 6vriga kanter och n &r antalet noder i grafen.

I manga verkliga grafer, ex. i sociala nitverk, hittar vi en hog grad av
transitivitet, det vill siga dina vénner ar i stor utstrickning ocksa vénner.
I en graf med hog grad av transitivitet hittar vi alltsd manga trianglar och
detta dr inte nagot man ser hos G(n,p) varfor den passar illa som en modell
for verkliga sociala nétverk. Mot den bakgrunden &r det dérfor intressant att
utforska tva olika slumpmekanismer som syftar till att cka antalet trianglar
till en befintlig graf G(n, p).

1. Grafen G(n, p) innehaller en méngd 6ppna tripletter. En éppen triplett
bestar av tre noder sammanbundna av tva kanter, se figur 1. For varje
sadan Oppen triplett adderar vi nu med nagon sannolikhet den sista
kanten och skapar en triangel. Denna metod kommer vi hadanefter att
kalla metod 1.

2. I en graf G(n,p) finns (g) mojliga trianglar. Var och en av dessa tri-
anglar adderas till G(n,p) med nagon sannolikhet. Eventuella dubbel-
kanter som uppstar tas slutligen bort. Denna metod finns 6versiktligt
beskriven i [3] och kommer hiédanefter kallas for metod 2.

Slumpgrafers beteende studeras vanligen i fallet dar antalet noder n gar
mot odndligheten och sd ocksa i detta arbete. Vi kommer att bestdmma
det forviintade antalet kanter och trianglar for grafer skapade enligt de tva
metoderna och ocksé forsoka sidga nagot om gradférdelningen, dvs. antalet
grannar en nod har. Ett vanligt matt pa transitiviteten i en graf ar dess
globala klusterkoefficient och vi kommer att visa varfér det dr svart att
bestdimma dess forviantade virde i den forst foreslagna metoden ovan. En
intressant egenskap hos G(n,p) &r storleken hos dess storsta komponent
[1, s. xiv], ddr tva noder tillhér samma komponent om det finns en vig av
kanter som sammanbinder dem. Vi kommer dérfér med hjilp av simuleringar
jamfora storleken pa denna komponent, hos de tva metoderna.

2 Erdo6s-Rényi graf G(n,p)

En slumpgraf bestar av en uppséttning noder V = (vy, ....., v,) och kanter,
E = (e, ....., &) som sammanbinder par av noder (v;, v;). De noder som har
en kant till nod v kallas grannar till v och antalet grannar en nod har brukar
bendmnas nodens grad, d. Tva noder sédger vi tillhér samma komponent om
det finns en vig av kanter som sammanbinder dem.



Detta arbete tar sin utgangspunkt i den slumpgraf som Erdos och Rényi
borjade studera pa sent 50-tal, i den fortsatta texten bendmnd ER-graf eller
G(n,p). Modellen G(n,p) anger nu att alla (g) mojliga kanter mellan de n
noderna existerar med sannolikheten p, oberoende av de Gvriga.

2.1 Grad- och kantférdelning hos G(n,p)

Graden d hos en slumpvist vald nod i G(n,p) dr binomialférdelad med pa-
rametrar (n — 1) och p. Den forvintade graden &r dérfor (n — 1)p och vi ser
alltsa att det forvintade antalet grannar till en nod gar mot oéndligheten da
n — oo. I verkliga sociala nétverk har vi inte ett odndligt antal vinner och
da vill efterlikna verkliga nétverk sitter vi att p = ﬁ och férdelningen kan
da approximeras med en poissonfordelning, se [2, s. 171], med parameter A
dvs. forvantat antal grannar A dr oberoende av n.

Antalet kanter i grafen &r ocksa binomialférdelat men med parametrar

() och ﬁ, da vi har (5) kanter att vilja bland och alla inkluderas obe-

roende med sannolikheten ﬁ Aterigen kan denna binomialférdelning ap-

proximeras med en poisson férdelning, Po((5) %) = Po(%’\) med forvintat
nA

antal kanter 5.
Vad har vi da for beroendeférhallande mellan graderna hos de olika no-

derna da n ar stort?

Definition 1. Om Df,?) dr gradtalet for nod v; © en slumpgraf med n noder
sdger vi att gradtalen for tva noder v; och v; dr asymptotiskt oberoende om

PO = kDS = 1) —» P(DSY = k), dén — oo.

I ER-grafen har vi att om [ = 0 sa é&r Dl(,?) ~ Bin(n — 2, %)—fﬁrdelad

vilken kan approximeras med Po()). Om [ > 0 sa &r sannolikheten att e; ;
4r en av dessa [ kanter 1 — Z—j . Z—:‘; e ";l__ll = ﬁ, vilken gar mot noll

da n gar mot odndligheten. Detta betyder att med en sannolikhet som gar

mot 1 ndr n gar mot odndligheten sa dr aterigen DQ(,:L) ~ Bin(n — 2, ﬁ)—
fordelad och kan alltsa approximeras med en Po(\)-fordelning for stora n.
Vi har alltsa att nodernas gradtal alla &r asymptotiskt parvist oberoende.

For stora n dr de ocksa approximativt oberoende.

2.2 Forvantat antal trianglar

Innan vi berdknar det forvintade antalet trianglar gar vi igenom nagra be-
grepp och definitioner. En triplett &r en méngd bestaendes av tre olika no-
der. Om dessa &r sammanbundna av exakt tva kanter siger vi att vi har en
oppen triplett centrerad i den mittersta noden och om de &r sammanbundna
av tre kanter kallas den stingd, centrerad i nagon av de tre mojliga noder-
na, se figur 1. Varje triangel kan da representeras av tre stingda tripletter
centrerade i varsitt hérn av triangeln.



Figur 1: Oppen triplett(vinster) och stingd triplett(hoger).
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Hittils har vi inte talat om ordnade tripletter men vi kommer att anvianda
dessa i senare avsnitt varfor vi diskuterar dem redan nu. En ordnad triplett
dr en lista pa de tre noderna som ingar dar ordningen &r av betydelse. Om
vi har en stédngd triplett, [vi,v2,vs], centrerad i vy sa betyder det att vi
har 2 ordnade sténgda tripletter centrerade i vy, ndmligens [v1,va,v3] och
[v3, v2, v1]. En konsekvens av denna definition dr bland annat att en triangel
representeras av 6 ordnade sténgda tripletter.

Med definitionerna ovan kan vi nu bestdmma de forvintade antalet trianglar
i en graf G(n,p). Om vi later T vara méngden av alla mojliga tripletter av
noder, och ddrmed alla mgjliga trianglar sa har vi att T bestar av t = (g)
element. Lat nu X7, ..., X; vara stokastiska indikatorvariabler dir X; = 1 om
den i:te méngden av tre noder dr en triangel och X; = 0 annars. Da alla X;
ar oberoende och likaférdelade bernoullivariabler med parameter Be(p®) ger

linjariteten hos véntevirdet att

! ! tA3 n(n—1)(n—2)A3 X3
E[;Xi]:;E[Xi]:tp?’:(n_1)3= ( 6(n)(—1)3) zg

da n — oo. Vi kan alltsa konstatera att det forvintade antalet trianglar
kommer att vara litet i relation till n da n — oo vilket alltsa motiverar
att vi utokar grafen med ytterliggare trianglar vilket &r vad denna uppsats
handlar om.

2.3 Forvantad klusterkoefficient

I verkliga nétverk ser vi ofta grupper, eller kluster, av tatt sammanbundna
individer. Sannolikheten att individer i en sadan grupp kénner varandra Ar
betydligt storre &n den genomsnittliga sannolikheten att tva slumpvist valda
individer i nétverket kidnner varandra. Den globala klustercoefficienten C' &r
ett matt pa till vilken grad noder samlas i kluster och definieras

3*antalet trianglar antalet stingda tripletter

antalet sammanbundna tripletter  antalet sammanbundna tripletter’

dir antalet sammanbundna tripletter definieras som summan av antalet
oppna och stidngda tripletter, se [0, s. 12].



Vi kan boérja med att konstatera att i en ER-graf har vi visat att det
forvintade antalet trianglar &r begriansat, oberoende av n, approximativt
%3, da n ar stort. Vi vet ocksa att antalet grannar d till en given nod &r
Po(\)-fordelat, oberoende av n, vilket medfésr P(D > 1) > 0, da n — oc.
Detta medfor i sin tur att sannolikheten att en given nod v dr i centrum av
en Oppen triplett ar storre &n 0 da n — oo. Vi kan darfor sluta oss till att
klusterkoefficienten C' — 0, da n — oc.

Vi kan ocksa hitta en sluten formel for klusterkoefficienten. Forvantat
antal trianglar dr alltsa approximativt ’\6—3. For att tre noder ska vara sam-
manbundna, alltsa en sammanbunden triplett, kravs att det existerar tva
kanter mellan dem. Forvintat antal sammanbundna tripletter &dr dérfor

(g)(ﬁ)Q R %. Vi far foljdaktligen att den forvintade klusterkoef-

ficienten E[C] ~ %3 )‘2(%71) = % ar néra 0 for stora n. Detta resonemang
bygger dock pa att antalet trianglar och antalet sammanbundna tripletter dr
asymptotiskt oberoende. Detta kan dock inses vara fallet om man beténker
att antalet trianglar &r en konstant och antalet sammanbundna tripletter

gar mot oandligheten, da n gar mot oéndligheten.

2.4 Triangelutokning enligt metod 1

Att utoka grafen med ett antal trianglar enligt metod 1 gar nu ut pa att
identifiera alla tripletter sammanbundna av tva kanter och med nagon san-
nolikhet addera den tredje kanten for att skapa en triangel. For att senare
kunna jamfora de tva metoderna vill vi kunna halla det forvintade antalet
trianglar och kanter hos de tva metoderna jimbordiga. Dérfér borjar vi nu
med att undersoka vad det forvintade antalet kanter och trianglar &r om en
graf skapas enligt metod 1.

2.4.1 Forviantat antal kanter och trianglar

Om vi antar att vi har en graf G(n,p) dir p = % har vi att det forvintade
antalet kanter ar %‘1, och det forvintade antalet trianglar dr approxima-
tivt %?. For att 6ka grafens transitivitet tar vi for varje 6ppen triplett cen-
trerad i nagon nod v och ligger till den triangelskapande kanten med en
sannolikhet ¢;. Hur manga 6ppna tripletter har vi da i var graf G(n,p)?
Till att borja med konstaterar vi att en Oppen triplett centrerad i nagon
nod v medfor att nodens grad d ar storre dn 1. Antalet oppna tripletter
centrerade i nod v &r antalet olika par vi kan vélja ut bland grannarna,
férutsatt att vi inte har nagra kanter mellan nod v:s grannar. Risken att
detta skulle intriffa gar mot 0 da n — so ochd(\cfli 1};ar dérfor att antalet
) _ _

Oppna tripletter centrerade i nod v &r (2 ———. Enligt definitionen

av véntevirde far vi da att E[antal 6ppna tripletter centrerade i nod v] =
2?2_21 P(i grannar)@. Antalet grannar vet vi sedan tidigare &r binomi-



alfordelat och kan approximeras med en poissonfordelning med parameter
A1. Om vi later T, vara antalet 6ppna tripletter centrerade i nod v ger detta
att

n—1 2n1

EIT,) =) lee—hiz_l 5 Z Me-n

=0

2
Vi kan alltsa forvéinta oss nT/\l Oppna tripletter i var graf och om var och
en av dessa tripletter oberoende bildar en triangel med en sannolikhet ¢ far

vi att forvintat antal tillagda trianglar ar %. Detta forutsatter dock att
inga Oppna tripletter har identiska slutnoder da detta skulle medfora att den
potentiellt triangelskapande kanten dr densamma for bada tripletterna. Men
da n blir stort samtidigt som det forvintade gradtalet ar dndligt gar denna
sannolikhet mot 0. Det finns dock ett problem. Om vi ténker oss att en nod
har 3 grannar och alla 3 triangelskapande kanter adderas, skapar vi faktiskt
fyra trianglar istéllet for 3, se figur 2. vilket sker med en sannolikhet ¢;. Vi
kommer att bortse fran detta fortséittningsvis da problemet dr relativt litet.
Var slutliga graf har saledes att forviantat antal trianglar dr approximativt
3qinA24+A3

e

Figur 2: Om de 3 6ppna tripletterna alla skulle stingas med varsin kant(de
streckade linjerna), skapas 4 trianglar och inte 3.

Vad géller det forviantade antalet kanter har vi till att borja med alltsa

2
"—;‘1 kanter fran G(n,p). Da vi férvéintar 0SS & Oppna tripletter kan vi

1 ql anAf kanter. Det forvantade totala antalet

(/\1+Q1>\1)
—

forvinta oss att vi lagger til

kanter blir da genom addition

Lat oss nu titta pa en simulering gjord i matlab. Om vi later skapa 10000
grafer med 1000 noder enligt metod 1, samtliga med parametrarna A\; =
1.3986 och ¢; = 0.1023 har vi enligt formlerna ovan att det forvintade an-
talet kanter och trianglar &r 800 respektive 101. Rédknar vi det totala antalet
kanter och trianglar kan vi se férdelningarna i figur 3 och 4.



Figur 3: Histogram 6ver fordelningen av antalet kanter. 10000 simuleringar
av en graf med 1000 noder och parametrar A\; = 1.3986 och ¢; = 0.1023.
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Figur 4: Histogram 6ver fordelningen av antalet trianglar. 10000 simuleringar
av en graf med 1000 noder och parametrar A\; = 1.3986 och ¢; = 0.1023.
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Da vi ser att histogramen verkar centrerade runt vérdena 800 och 100
stdimmer simuleringarna vil 6verens med formlerna. Att fordelningen lik-
nar en normalférdelning foljer av att en poissonférdelning kan approximeras
med en normalférdelning vid sma A.

2.4.2 Gradfordelning

Gradfordelningen i en graf skapad enligt metod 1 gar eventuellt att bestdmma
analytiskt men faller utanfér ramen inom detta arbete. Den férvintade gra-
den dédremot ska vi ta reda pa nu.

Om vi later D, vara graden for nod v innan vi lagt till nagra extra
kanter sa vet vi sedan tidigare att D, ~ Po(A1) och dess realisering skriver
vi d,. Vidare later vi Dy, Dy, ....., Dy 4, Vara grannarnas utokade grader
(eng. excess degree) dér vi bortser fran kanten till nod v. Dessa &r da alla
asymptotiskt oberoende och Bin(n — 2, n)‘_ll )-fordelade. Denna fordelning
kan approximeras som Po(A;). Genom att sétta en kant mellan nod v och
dess grannars grannar kan vi nu skapa en triangel, varfér de adderas med
en sannolikhet ¢; och pa sa sitt okar graden for nod v, se figur 5.

Figur 5: De streckade linjerna i figuren ar potentiella triangelskapande kanter
vilka om de adderas 6kar graden for nod v.

Vi later nu X = antalet adderade kanter och far att
E[X|D, =dy) = E[(D1+ D2+ ...+ Dg,)q1] = Miq1dv.
Detta ger vidare att
E[X] = B[B[X|D,]] = E[\q1Dy] = Aar.

Den forvintade totala graden E[D;y] efter att potentiella triangelskapande
kanter adderats blir genom lineariteten hos viinteviirdet slutligen A\2q; + Aj.

Centrala slutsatser da trianglar adderas enligt metod 1:

2
e Elantal kanter]z%

2 3
e Elantal trianglar]:%

o E[Dtot] = A%Ql + M\
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2.5 Triangelutokning enligt metod 2

Att utoka en ER-graf med ytterliggare trianglar enligt metod 2 gar ut pa att
forst skapa en triangelgraf bestaendes av slumpmiéssigt utplacerade trianglar
for att sedan skapa unionen av triangelgrafen och ER-grafen, dér kanter
som forekommer flera ganger reduceras till en. Vi borjar aterigen med att
undersoka vad det forvantade antalet kanter och trianglar &r.

2.5.1 Forvantat antal kanter och trianglar

Om vi antar att vi har en graf G(n,p) dir p = % har vi att det forvintade

antalet kanter ar ”T)‘Q, och det forvintade antalet trianglar &r approximativt

%3' For att oka grafens transitivitet ldgger vi till, oberoende av varandra,
var och en av grafens (g) mojliga trianglar med en sannolikhet r. Férvintat
antal tillagda trianglar blir ddrmed (g)r = w. Notera att detta
endast géller da n — oo ty annars kommer vi att fa fler trianglar &n bara
de vi placerar ut da trianglar skulle kunna skapas “utav misstag”. For att
antalet adderade trianglar skall vara av samma storleksordning som i den

tidigare metoden sitter vi r = % vilket ger att det forvintade antalet
tillagda trianglar &r approximativt %. Det totala antalet trianglar i den

3
nya grafen blir saledes approximativt % om vi ténker att sannolikheten

att vi placerar en ny triangel pa en redan existerande ar nira 0 for stora n.

Vad giller det totala antalet kanter har vi att det forviintade antalet
kanter fran den ursprungliga grafen G(n,p) ar ”TAQ Om vi nu adderar “#
nya trianglar innebér det att vi adderar 3%2 nya kanter. Fragan ar nu hur
méanga dubbelkanter vi skapar nér vi placerar trianglarna. Vi kan konsta-
tera att andelen redan upptagna kanter &r ”T/\Q / (g) = n)\—21 vilket &r néra
0 da n &r stort. Vi kan déarfor anta att vi inte rakar ut for nagra dubbel-

kanter asymptotiskt och konstatera att det forvintade antalet kanter blir
ndy | gngy _ n(datar)
2 6 2

Lat oss nu titta pa en simulering gjord i matlab. Om vi later skapa 10000
grafer med 1000 noder enligt metod 2, samtliga med parametervirdena
Ao = 0.9990 och g5 = 0.6018 har vi enligt formlerna ovan att det féorvantade
antalet kanter och trianglar dr 800 respektive 101 precis som i avsnitt 2.4.1.
Riknar vi det totala antalet kanter och trianglar kan vi se férdelningarna i
figur 6 respektive 7.

11



Figur 6: Histogram 6ver fordelningen av antalet kanter. 10000 simuleringar
av en graf med 1000 noder och parametervirden Ay = 0.9990 och ¢o =
0.6018.
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Figur 7: Histogram 6ver férdelningen av antalet trianglar. 10000 simuleringar
av en graf med 1000 noder och parametervirden Ay = 0.9990 och ¢o =
0.6018.

700

600 |

frekvens
B
2

:

[
2

100

40 60 BO 10012 120 140 160 180
antal trianglar



Da vi ser att histogramen verkar centrerade runt vérdena 800 och 100
stdimmer simuleringarna vil 6verens med formlerna. Att fordelningen lik-
nar en normalférdelning foljer som tidigare av att en poissonférdelning kan
approximeras med en normalférdelning vid sma A.

2.5.2 Gradférdelning

Tidigare har vi konstaterat att gradférdelningen fér en given nod v i en
ER-graf dr Po()\2). Lat oss skapa en ny graf med samma dimension som
ER-grafen dir vi inkluderar var och en av de (g) trianglarna med nagon
sannolikhet y som tidigare faststéllts till Z5. Da har vi att graden fér en given
nod v = 2X, didr X &r antalet trianglar med ett horn i v. Da det finns ("51)
olika trianglar med ett horn i v maste X vara Bin(("gl), %) = Po(q2/2).
Detta ger att en given nod v kommer att vara 2Po(qq/2)-férdelad, se [3].
Fordelningen har samma vantevérde som en Po(gz)-férdelning men dubbelt
s& stor varians och egenskapen att den antar udda heltal med sannolikheten
0.

Om vi nu slar ihop graferna och antar att inga dubbelkanter intréffar sa
blir den totala graden, Dy, fér nod v (2Po(q2/2) + Po(A2))-fordelad med

vintevarde go + Ao

Centrala slutsatser da trianglar adderas enligt metod 2:

e Elantal kanter]:%

3
e Elantal trianglar]:%

° Dtot ~ 2PO(QQ/2) + PO()\Q)

3 En jamforelse av den storsta komponenten hos
de tva metoderna

For att tva noder ska tillhora samma komponent krivs att det existerar en
vig av kanter mellan dem. En kéind egenskap hos ER-grafen, visad av Erdos
ar 1959, dr att den genomgar en sa kallad fasovergang. I [5, kap. 4] visas att

1. Da A < 1 kommer grafen ha manga sma komponenter, den storsta av
ordning log(n).

2. Da A > 1 kommer grafen med sannolikhet 1 ha en jittekomponent
innehéallandes en positiv andel av noderna.

Vi kommer hér inte att teoretiskt forsoka bestdmma storleken pa den
storsta komponenten efter att trianglar adderats. Istéllet nojer vi oss med
att med hjélp av simulering jimfora de tva metoderna. Med storsta kompo-
nenten, K, menar vi fortsdttningsvis andelen noder tillhérandes den storsta
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komponenten. For att kunna géra en meningsfull jimforelse kommer vi att
halla det forvintade antalet kanter och trianglar jambordigt mellan de tva
metoderna. D4 vi har slutna uttryck for dessa storheter innehallandes para-
metrarna A1, q1, A2, g2 kan detta ordnas genom kalibrering av parametrarna
baserat pa ekvationssystemet

forviantat antal kanter)

{H(A2+q2) _ nuta1)]) (
2 = 2

)\ngnqg o 3nq1)\%+)\‘?
- 6

5 (forvintat antal trianglar)

vilket da vi later n ga mot odndligheten kan férenklas till

A2+ q2 = A+ @A\
@2 = 3 A}

Vi borjar med att konstatera att om forvintade antalet trianglar halls
litet kommer bada metoderna att ndrma sig en helt vanlig ER-graf och vi
har inget intressant att studera. Vidare inses att med metod 1 kommer ad-
derade triangelskapande kanter inte att paverka den stérsta komponenten
i grafen. Att ldgga till en kant mellan tva noder som redan &r samman-
kopplade pa omvégar dndrar inget, och storleken pa dess storsta komponent
kommer enbart att bero pa parametern A\; identiskt med en enkel ER-graf.
Att slumpméssigt lagga ut trianglar bor daremot ha en paverkan. En utforlig
jamforelse skulle innebéra att jamfora tva ytor med varandra. Aven om det-
ta dr mojligt ndjer vi oss hir med en mer anekdotisk jimforelse vid ett antal
punkter, se tabell 1.

Vi ser att de storsta komponenterna ligger en bit ifran varandra for vissa
kombinationer av forvéntat antal kanter och trianglar och ndrmre fér andra.
For att fa en uppfattning om den forvéintade storsta komponenten skiljer sig
for metoderna skapar vi nu tva konfidensintervall, ett f6r metod 1 och ett for
metod 2, och ser om de 6verlappar varandra. Vi véljer att gora detta pa nivan
dér vi haller det forvintade antalet kanter pa 8500 och det forviantade antalet
trianglar pa 1667. Da vi inte har nagon férdelning far vi ett approximativt
intervall for véntevirdena enligt centrala gréansvirdessatsen om vi gor 35
simuleringar och skattar variansen med stickprovsvariansen enligt formeln

Sza/g SZ(X/Q

Vi v

Med en konfidensgrad pa 0.99 blir resultatet for metod 1 (0.4780,0.4954)
och for metod 2 (0.5310, 0.5422). Dessa intervall 6verlappar inte varandra sa
vi har ett resultat som tyder pa att storsta komponentens storlek skiljer sig
at for metoderna och dérmed att fasGvergangarna inte dr identiska. Vidare
kan vi i tabell 7?7 se att da vi haller antalet kanter och trianglar lagt tenderar
metod 1 att generera en liten stérsta komponent jimfort med metod 2, och
tvirtom for ett hogre antal kanter och trianglar. Hur detta kan forklaras

l-a~P(K - <pu< K+
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Tabell 1: Jamforelse av den storsta komponenten (K) dér K #r medelviirdet
av b simuleringar med metod 1 och K9 &r medelvérdet av 5 simuleringar med
metod 1. Antalet noder i de simulerade graferna ar 10000.

Elantal kanter] Elantal trianglar] K Ko
5041 347 0.0231 0.0530
59563 355 0.0658 0.1389
5800 333 0.1683 0.2162
6101 451 0.2288 0.2755
6443 315 0.3266 0.3666
7000 167 0.4796 0.4849
8500 1667 0.4810 0.5409
9600 1667 0.6336 0.6393
8749 417 0.6786 0.6710
9999 834 0.7473 0.7377

12642 2381 0.8107 0.7885
21 266 5556 0.9489 0.9148

ar inte genast uppenbart och skulle kunna vara en fraga for vidare studier.
Det ar tdnkbart att da vi haller antalet trianglar hogt i forhéllande till
antalet kanter kommer metoderna att glida ifran varandra med avseende pa
storleken av deras storsta komponent. Om vi t.ex. gor en simulering dar det
féorvintade antalet kanter och trianglar till 7443 respektive 2381 far vi att
medelvardet av den storsta komponenten med metod 1 &r 0.0542 och hela
0.3498 med metod 2.

4 En jamforelse av klusterkoefficienten hos de tva
metoderna

Klustringen i en slumpgraf &dr ofta en intressant egenskap att undersoka.
Vi ska i foljande kapitel se att den forvintade klusterkoefficienten gar att
bestdmma da vi utokar en ER-graf med trianglar enligt metod 2, men att
vi stéter pa problem om vi utékar den med trianglar enligt metod 1.

4.1 Forvantad klusterkoefficient med metod 2

Klustercoefficienten C' definierades 1 avsnitt 2.3 men en ekvivalent och nu
mer anvandbar definition &r

%Z?:l antalet ordnade sténgda tripletter centrerade hos nod v;

C= 1 n :
> iz, antalet ordnade tripletter centrerade hos nod v;
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Vi betecknar storheterna i téljaren och ndmnaren med A, respektive B,,.
Vi har tidigare visat att antalet trianglar med ett horn i en given nod v
ar Po(qq/2)-fordelat. Detta medfor att antalet ordnade stingda tripletter i
en given nod v dr 2 * Po(gz/2)-fordelat och alltsa har vintevirdet ¢. Stora
talens lag ger darfor att A, — ¢o i sannolikhet da antalet ordnade stdngda
tripletter centrerade i de olika noderna &r asymptotiskt oberoende.

Antalet sammanbundna tripletter centrerade i en given nod ar (g) dér d
ar nodens grad. Antalet ordnade sammanbundna tripletter centrerade i en
given nod &r darfor 2(;1) =d(d—1). D vet vi &r (2Po(%) + Po()\z))-fordelad
och da blir E[D(D — 1)] = E[D? — D] = Var[D] + E[D]?> — E[D] vilket
med algebraiska standardmetoder blir go + (g2 + A2)2. Stora talens lag ger
darfor att B, — 2 + (g2 + X2)? i sannolikhet da antalet ordnade tripletter
centrerade i de olika noderna dr asymptotiskt oberoende.

m i fbrdelning,

och da det ar en degenererad variabel ger sats 3.2 i [4, s. 157] att konver-
gensen ocksa sker i sannolikhet. Den férvintade klustercoefficienten &r alltsa

q2
@2+(q2+X22)%"

An
Slutskys sats, se [1, s. 168], ger oss nu att Yl

4.2 Forvantad klusterkoefficient med metod 1

Om vi nu utgar fran en ER-graf och bortser fran de fa trianglar som skapats
kan vi konstatera att en given nod v kan komma att utgora ett hérn i en
triangel pa tva sétt.

1. En kant dras mellan nodens grannar.

2. En kant dras mellan noden och en grannes granne, se figur 8.

Figur 8: Tva sitt en nod kan komma att utgéra ett horn i en triangel

For att bestdmma téljaren A,, i klusterkoefficienten behoéver vi hitta det
forvintade antalet stédngda tripletter centrerade i nod v. Om vi borjar med
fall 1, kanter som dras mellan nodens grannar sa har vi tidigare visat att
D ~ Po(A1) och det finns (g) mojliga triangelskapande kanter. Var och en
av dessa adderade kanter skapar nu 2 ordnade stdngda tripletter centrerade
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iv, dvs d(d — 1) stycken. Vi har att
o0 e~ M )\l
Elq1D(D —1)] _(hzk NS " —q1 12 = Ma.

For fall 2 visade vi i avsnitt 2.4.2 att det forviintade antalet kanter ad-
derade mellan en nod och dess grannars grannar ir A\2q;. D& var och en av
dessa bidrar med 2 ordnade stdngda tripletter far vi att det totala férvéintade
antalet ordnade stéingda tripletter i nod v &r 3\2¢;. Enligt stora talens lag
gar darfor A, — 3)\%q1 i sannolikhet.

Vad giiller namnaren B,, i klusterkoefficienten kan vi borja med att kon-
statera att vi kan forvinta oss A} ordnade 6ppna tripletter centrerade i v
fran ER-grafen, enligt avsnitt 2.4.1. Vidare noterar vi att adderandet av en
kant mellan 2 grannar till nod v inte fordndrar antalet ordnade tripletter
centrerade i nod v(en 6ppen byts mot en stéingd). En kant mellan v och en
grannes granne ddremot okar antalet ordnade tripletter centrerade i v. Efter
att samtliga dessa kanter har adderats dr nodens totala grad Dy = N + D
dér N ar antalet adderade kanter. Vi har déarfor skapat (Dt"t) N nya Ooppna
tripletter vilket innebér Dyoi(Dior — 1) — 2N nya ordnade dppna tripletter.
Vintevardet av denna stokastiska variabel dr svar att berdkna da det inbegri-
per beriiknandet av E[D2,]. Det &r tinkbart att andra matt pa klustringen i
grafen skulle fungera béttre. P[v;, v; &r grannar|v;, v; &r bada grannar till vy]
ar ett sadant tdnkbart matt. En sddan undersokning faller dock utanfor
omfanget for denna text.

5 Diskussion

I denna uppsats har vi tittat pa tva olika metoder att ¢ka transitiviteten
i en ER-graf G(n,p). Bada metoderna &r slumpméssiga till sin natur och
metod 1 bygger pa att en kant adderas till varje 6ppen triplett med nagon
sannolikhet for att pa sa sitt skapa trianglar. Metod 2 bygger pa att en ny
triangelgraf skapas genom att placera ut var och en av de mojliga trianglarna
med nagon sannolikhet och sedan skapas unionen av denna triangelgraf och
ER-grafen déar eventuella dubbelkanter tas bort.

I var analys av grafernas har vi utgatt fran en graf diar antalet noder &r
mycket stort och med den utgangspunkten boérjade vi att med analytiska re-
sonemang finna slutna formler som med hjélp av tva parametrar bestdmmer
det forvintade antalet kanter och trianglar. Fér metod 2 har vi vidare lyc-
kats bestimma grafens gradférdelning och fér metod 1 har vi bestdmt den
forvantade graden.

En annan intressant egenskap vi studerat &r storleken pa grafernas storsta
komponent. D& detta dr svart att analysera teoretiskt har vi med hjilp av
grafsimuleringar kunnat visa att &ven om metoderna har samma férvéintade
antal kanter och trianglar &r metoderna inte ekvivalenta vad géller storleken
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pa den storsta komponenten. Detta skulle i sa fall betyda att fasévergangarna
inte dr identiska och foljdaktligen att metoderna &r fundamentalt olika. Vi
har kunnat visa att da det forvantade antalet kanter och trianglar ar litet
tenderar metod 1 att ge en mindre storsta komponent jamfort med metod
2, och att det omvéinda géller da vi har ett storre antal kantel och triang-
lar. Vi har ocksa pavisat att det finns extremfall dir metoderna ger valdigt
olika resultat och en hypotes &r att extremfallen har nagon koppling till
proportionerna mellan det forvéintade antalet kanter och trianglar i en graf.
Det skulle saledes vara intressant att undersdka och jamfora metodernas
fasovergangar ytterliggare och kanske speciellt var vi kan férvénta oss hitta
dessa extremfall.
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