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Sammanfattning

I denna uppsats undersoks hur man med hjilp av immunisering kan
férhindra spridningen av en smitta inom ett riktat stokastiskt natverk
konstruerat enligt konfigurationsmodellen. Tanken &r att ndtverket ska
beskriva ett e-postnitverk dér noderna motsvarar anvindare av en e-
posttjanst och déar varje forekomst av en anvindares e-postadress i
en annan anvindares adressbok motsvaras av en riktad kant. Smittan
motsvarar ett datorvirus som skickas med e-post fran en infekterad an-
vandare till samtliga adresser i dennes adressbok, det vill siga till de
noder, vilka i uppsatsen bendmns som grannar, som kan nas fran den
infekterade noden via en riktad kant. Immuniseringen av en nod mot-
svarar installation av ett antivirusprogram pa en anvindares dator,
och innebédr att denna anvédndare ej langre dr mottaglig for datorvi-
ruset. Tre olika immuniseringsstrategier studeras i uppsatsen: dar de
noder som gors immuna véljs (1) proportionellt mot nodernas utgra-
der, (2) proportionellt mot nodernas ingrader respektive (3) oberoende
av nodernas utgrader och ingrader. Utgraden hos en nod v dr antalet
grannar till v och ingraden hos en nod v ar antalet noder som har v som
granne. I huvudsak undersoks vilken paverkan de olika immuniserings-
strategierna har pa smittspridningen, och hur denna paverkan beror
pa nodernas gradférdelningar samt nir under smittprocessen immuni-
seringen utfors. I uppsatsen gors utrdkningar for att bestdmma villkor
som avgor nar sannolikheten f6r en stor epidemi ar stoérre dn 0 for var
och en av immuniseringsstrategierna. Med hjéalp av simulering under-
soks dven hur epidemins slutstorlek, det vill sdga antalet noder som
nagon gang blir smittade, for de olika strategierna beror pa valet av
parametrar i modellen.
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1 Introduktion

I denna uppsats undersoks olika strategier for att forhindra spridningen av en
smitta inom ett riktat stokastiskt nétverk. Tanken &r att den nétverksmodell
som anvénds ska beskriva ett e-postnétverk dér varje anvéndare av en viss e-
posttjanst motsvaras av en nod i nétverket och varje férekomst av en anvindares
e-postadress i en annan anvidndares adressbok motsvaras av en riktad kant.
Nétverksmodellen som anvdnds dr en riktad variant av konfigurationsmodel-
len, vilket innebér att varje nods ingrad respektive utgrad véljs slumpmaéssigt
fran tva fordelningar F' och G som har samma véntevérde, och att de riktade
kanterna skapas genom att de utgaende och ingaende halvkanterna paras ihop
slumpmaéssigt sa ldnge det finns ingdende och utgaende halvkanter att para
ihop.[3] Modellen kommer att vara en erased configuration model, vilket innebér
att eventuella loopar, det vill séga riktade kanter fran en nod till sig sjélv, och
multipla kanter som uppstar vid ihopparningen tas bort fran nétverket.[3]

Smittan motsvarar ett datorvirus som sprids med hjélp av e-postmeddelanden
fran en infekterad anviindares konto till samtliga e-postadresser i anvindarens
adressbok, det vill séga till de noder, vilka i uppsatsen kommer att bendmnas
som grannar, som kan nas fran motsvarande infekterade nod via en riktad kant.
En anvéndare som tar emot ett saidant meddelande far sin dator infekterad om
anviandaren 6ppnar en link i meddelandet. I en mer verklighetstrogen modell
hade det varit rimligt att anta att smittspridningen sker i kontinuerlig tid, men
for att modellen inte ska bli alltfor komplicerad antas smittspridningen ske i
diskret tid. I modellen fér smittspridningen blir en slumpméssigt utvald nod
smittad i tidssteg 1, och varje mottaglig granne till en nod som har blivit smit-
tad i tidssteg ¢ > 1 kan i sin tur bli smittad i det efterfoljande tidssteget ¢ + 1,
vilket sker med med en sannolikhet p, som &r en given konstant. En infekte-
rad nod antas alltsa vara smittsam i ett tidssteg efter det att den smittas, och

darefter aterhamtad och immun.

Immunisering av en nod motsvarar installation av ett antivirusprogram pa en
anvandares dator. I modellen utférs immuniseringen pa en andel s av noderna
i det tidssteg T' da antalet smittade noder for forsta gangen &r storre eller lika
med en given konstant h > 0, vilket motsvarar tidpunkten da epidemin upptécks
och identifieras. For en smittsam nod v antas sannolikheten p att en tidigare
mottaglig granne till v som har gjorts immun genom immunisering blir smittad
av v vara lika med 0. En infekterad nod som gors immun genom immunisering
aterhdmtar sig genast fran infektionen och forblir immun. Om immuniseringen

utfors pa en redan aterhimtad nod, sa paverkas denna nod inte alls.



I uppsatsen studeras foljande tre immuniseringsstrategier:

e Strategi 1: de noder som gors immuna véljs proportionellt mot nodernas

utgrader,

e Strategi 2: de noder som gors immuna viéljs proportionellt mot nodernas

ingrader,

e Strategi 3: de noder som gors immuna véljs slumpméssigt oberoende av

nodernas ingrader och utgrader.

I studien underscks med hjélp av utrdkningar samt simulering, vilken gors i
programmet R,[I0] hur resultatet av immuniseringen skiljer sig mellan de tre

strategierna for olika val av gradfoérdelningar F och G, samt parametern h.

1.1 Fragestillning

e Vilken paverkan har de olika immuniseringsstrategierna pa smittspridning-

en?

e Hur beror resultatet av immuniseringen pa in- och utgradernas fordelningar
F respektive G?

e Hur beror resultatet av immuniseringen pa valet av parametern h, epide-

mins storlek da immuniseringen goérs?

2 Modellen

2.1 Natverket

Ett ndtverk beskrivs ldmpligast med hjilp av en graf (V, E), vilken bestar av
en mingd noder V och en mingd kanter E, dér varje kant mellan tva noder
v1,v2 € V talar om att det finns nagon form av relation mellan vy och wvs.[I]
Om niitverket dr riktat dr alla element i E ordnade par av noder (vy,vs), dir
v1,v2 € V, och om nétverket dr oriktat &r alla element i E oordnade par av
noder {vy,ve}, dir vy,ve € V.[§ Graden hos en nod v i ett oriktat nétverk
dr antalet kanter i E dir noden v ingér, och betecknas deg(v).[8] I ett riktat
nétverk dr utgraden od(v) och ingraden id(v) hos en nod v antalet kanter i F
déar v forekommer som det forsta respektive det andra elementet i det ordnade
paret.[3] En kant déir samma nod forekommer som forsta och andra element i
paret kallas for loop.[I] I denna uppsats kommer begreppet granne (till en nod
v € V) att anvéindas som bendmning pa en nod som kan nas fran v via en riktad

kant inom en riktad graf, det vill séiga en nod v, sadan att (v,v1) € V.



En graf kallas for slumpgraf om det finns nagon form av slump i hur gra-
fen dr konstruerad.[I] Slumpgrafer dr vanliga modeller for att beskriva verk-
liga nétverk, som exempelvis sociala nétverk, elndtverk eller internet.[I] Den
nétverkmodell som studeras i denna uppsats dr téankt att beskriva ett e-postnétverk
dar anvindarna av en viss e-posttjianst motsvaras av noder i néatverket och dér
forekomsten av anviandare vy:s e-postadress i anvindare vy:s adressbok motsva-

ras av en riktad kant (v1,v2) mellan noderna vy och vy, for alla vy, vy € V.

2.1.1 Konfigurationsmodellen

Konfigurationsmodellen dr en nétverksmodell diar nodernas grader slumpas fran
en viss diskret fordelning och dér kanterna skapas genom slumpmaéssig ihoppar-
ning av halvkanter som ges av nodernas grader.[I} 3] Den modell som studeras
i den hér uppsatsen &r en riktad variant av konfigurationsmodellen, dér no-
dernas utgrader respektive ingrader slumpas fran de diskreta fordelningarna
F och G som har samma vintevirde, och dédr de riktade kanterna skapas ge-
nom att de utgaende och ingaende halvkanterna paras ihop slumpméssigt sa
lange det finns ingdende och utgaende halvkanter att para ihop.[3] Att anvinda
en konfigurationsmodell for att beskriva ett verkligt niitverk ar lampligt da
gradfordelningarna skiljer sig markant fran Poissonférdelningen, som &r den
asymptotiska gradfordelningen hos den enklaste slumpgrafen Erdés-Rényi-grafen,
pa sa sétt att sannolikheten for extrema utfall dr relativt stor.[I] Sadana fordel-
ningar kallas tungsvansade (heavy-tailed pa engelska),[4] och &r vanliga i model-
ler f6r e-postniitverk.[6] Eftersom det kan anses osannolikt att nagon anvindare
av en e-posttjinst véljer att ligga in samma e-postadress flera ganger i sin
adressbok och ointressant fér smittspridningen om anvéndaren har sin egen e-
postadress i sin addressbok, dr det lampligast att beskriva e-postnétverket med
en enkel graf, det vill siga en graf som saknar loopar och multipla kanter.[I]
For att de nédtverk som studeras i denna uppsats ska uppfylla detta anvinds
en erased configuration model, vilket innebér att loopar och multipla kanter
har tagits bort efter att ihopparningen har gjorts.[3] Om vi later F, och G,
beteckna ingradernas respektive utgradernas férdelning i denna reducerade rik-
tade konfigurationsmodellen da antalet noder &r n, och om F och G har dndligt
vantevarde, sa giller att
F,—> F

och
G, —~ G

dé n — 00.[3] I Figur[I)illustreras hur ett néitverk bestéende av fem noder skapas
enligt konfigurationsmodellen. De nétverk som studeras i uppgiften kommer
att ha ett betydligt storre antal noder, men kommer att skapas genom samma

process.
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Figur 1: Hlustration av hur ett riktat ndtverk bestdende av fem noder (numrerade

1-5) skapas enligt konfigurationsmodellen. I delfigur (a) har var och en av noderna

tilldelats en utgrad och en ingrad, vilka representeras av antalet utgaende respektive

ingdende halvkanter (dér pilarna anger halvkanternas riktning). I delfigur (b) har varje
utgaende halvkant parats ihop med en slumpmaéssigt vald ingaende halvkant. I delfigur
(c) har de ingaende halvkanterna som blev éver vid ihopparningen (totalt 5 stycken)

tagits bort och i delfigur (d) har samtliga multipla kanter (inga) och loopar (kanten

(4,4)) som uppstod vid ihopparningen tagits bort.



2.1.2 Fordelningar for in- och utgrader

I modeller fér e-postnitverk dr det vanligt att nodernas grader foljer en po-
tenslag (power law pa engelska),[6] vilket innebir att gradférdelningen har en

sannolikhetsfunktion P, sadan att
P,~Cz % k>1,C>0,

for stora virden pa x.[9] P4 motsvarande siitt foljer en kontinuerlig stokastisk
variabel en potenslag om dess férdelning har en tédthetsfunktion med mosvaran-
de egenskaper som sannolikhetsfunktionen i det diskreta fallet.[9] Fordelningar
som uppfyller detta &dr tungsvansade och har dndligt vintevirde om k > 2 och
dndligt andramoment om & > 3.[9] For att kunna underséka nétverk dér ing-
radernas fordelning F' och utgradernas férdelning G dr tva olika tungsvansade
fordelningar med samma véntevarde, kommer nitverksmodeller med gradfordel-
ningar F' = Po(X;) och G = Po(X3), ddr X; ~ Pareto(ci,a1) och Xy ~
Pareto(cq, a2), att studeras. Paretoférdelningen Pareto(c, «), dér ¢, > 0, &r en
kontinuerlig fordelning som foljer en potenslag.[9] Téthetsfunktionen, vintevirdet

och variansen foér Pareto(c, a)-fordelningen ges av[T]

ac®

TefT T Z>cC

flx) = ;

0 r<c
0 a<l

M:
24 a>1

respektive
00 l<a<?2
o? = 2
(:5) 3% a>2

Eftersom Poissonfordelningen Po(a) har vénteviirdet a och variansen «,[7] och
eftersom E(X) = E(E(X]|Y)) och Var(X) = Var(E(X[|Y)) + E(Var(X|Y))
for alla stokastiska variabler X, Y [7] sa giller att om X ~ Po(Y), ddr Y ~

Pareto(c, a), sa har X véntevirdet
B(X) = E(E(X|Y)) = B(Y) =
och variansen
Var(X) = Var(E(X|Y)) + E(Var(X|Y)) = Var(Y) + E(Y) = ¢* + p.

Eftersom Paretofordelningen &r tungsvansad foljer det av detta att &ven X har
en tungsvansad fordelning. For att undersoka nitverk med icke-tungsvansade
gradfordelningar kommer dven modeller dér F eller G &r geometriska fordelningar,



och alltsa icke-tungsvansade, att anvindas. En geometrisk fordelning med pa-

rameter ¢ har sannolikhetsfunktionen

p(z) =q(1 —q)",

vintevirdet 1%1‘1 och variansen 1(1_2’1.[7]

I en mer verklighetstrogen modell hade det varit rimligt att anta att en nods
ingrad beror pa dess utgrad, eftersom det kan anses troligt att en anvindare som
skickar manga e-postmeddelanden ocksa tar emot manga e-postmeddelanden,
men for att undvika att modellen blir alltfér komplicerad och opraktisk kommer

detta att bortses ifran.

2.2 Smittmodellen

I modellen motsvarar smittan ett datorvirus som vid den tidpunkt da en anvindares
dator blir infekterad skickas med ett e-postmeddelande till samtliga e-postadresser

i anvindarens adressbok. Nér en anvéndare klickar pa en ldnk i ett sadant med-
delande blir dennes dator infekterad. I modellen antas smittspridningen ske i
diskret tid, dér en slumpméssigt vald nod smittas i tidssteg 1, och dédr varje
mottaglig granne till en nod v som har blivit smittad i tidssteg ¢ > 1, kan bli
smittad av v i det efterfoljande tidssteget ¢ 4+ 1 vilket sker med sannolikhet p,
som &r en given konstant. I en mer verklighetstrogen modell hade det mojligen
varit lampligt att lata smittspridningen ske i kontinuerlig tid, men eftersom det
skulle innebéra att modellen blev mycket mer komplicerad, sa anvinds i stéllet

en smittmodell i diskret tid. De faser en nod kan genomga ar
1. mottaglig
2. infekterad (smittsam)
3. aterhdmtad (ej smittsam, immun)

Smittmodellen har formen av en SIR-modell, dir S star for susceptible (mot-
taglig), I star for infected (infekterad) och R star for removed eller recovered
(aterhdmtad).[2] En nod riknas som infekterad i ett tidssteg efter att den blev
smittad. Dérefter antas noden vara och forbli aterhdmtad, vilket innebéar att
noden inte ldangre kan smitta nagon annan nod eller sjilv bli smittad igen. Det
hade dven varit mojligt att underscka modeller dér en nod antas vara infekterad
och smittsam i m > 1 tidssteg, for olika virden pa heltalet m, men eftersom
det skulle innebédra onddigt komplicerade utrdkningar och ytterligare en para-
meter att ta hinsyn till vid simuleringen i Avsnitt 4, som dédrmed kan bli alltfér

tidskrdvande, begrinsar sig denna studie till en smittmodell dar m = 1.



2.3 Immunisering

Immunisering av en nod motsvarar installation av ett antivirusprogram pa en
anvéndares dator. Denna atgird utfors pa en andel s av noderna i det tidssteg T’
da antalet smittade noder for forsta gangen &r storre eller lika med en given kon-
stant h > 0, vilket motsvarar tidpunkten da epidemin upptéicks och identifieras.
Om en infekterad nod v har en tidigare mottaglig granne som har gjorts immun
genom immunisering, sa antas sannolikheten p att denna granne blir smittad
av v vara lika med 0. Om en infekterad nod gors immun genom immunisering
sa aterhiamtar den sig fran infektionen och forblir immun. En nod som redan
ar aterhdmtad forblir aterhimtad om den gbérs immun genom immunisering.
En nod som gors immun genom immunisering kan alltsa ga fran att vara mot-
taglig till att vara immun med en mycket lag smittsannolikhet p, eller ga fran
att vara infekterad (smittsam) eller aterhdmtad (ej smittsam, immun) till att
vara aterhdmtad (ej smittsam, immun). Foljande tre immuniseringsstartegier

undersoks:

e Strategi 1: de noder som gors immuna véljs proportionellt mot nodernas

utgrader,

e Strategi 2: de noder som gors immuna véljs proportionellt mot nodernas

ingrader,

e Strategi 3: de noder som gors immuna véljs slumpméssigt oberoende av

nodernas ingrader och utgrader.

Dessa strategier dr rimliga, eftersom information om anvéndarnas adressbocker i
e-posttjansten bor vara lagrad i en databas och alltsa tillgénglig for e-posttjanstens
dgare. Att noderna som gors immuna véljs proportionellt mot nodernas utgrader

innebér att, for varje nod v,
P(vy blir vald) o< od(v1),

det vill séga sannolikheten att v; blir vald ges av dess utgrad multiplicerat med
nagon konstant, som &r lika med sannolikheten for en nod med utgrad 1 att bli

vald. Motsvarande géller da noder viljs proportionellt mot ingrad.

3 Utrakningar

I detta avsnitt kommer utrédkningar att goras for att bestimma villkor som
avgor nédr sannolikheten for ett stor epidemi &r strikt storre dn 0, f6r var och
en av immuniseringsstrategierna. Epidemins slutstorlek S, det vill sdga antalet
antalet noder i ndtverket som nagon gang blir smittade, fér var och en av immu-

niseringsstrategierna, och hur reultatet av immuniseringen beror pa parametern



h, kommer att understkas med hjélp av simuleringar i Avsnitt 4. Att ingen im-
munisering sker kommer i fortsdttningen att bendmnas Immuniseringsstrategi
0. Eftersom antalet noder n &r stort i modellen kan antagandet att n — oo
goras inledningsvis. Detta innebér att att sannolikheten att en infekterad nod
har en annan infekterad nod som granne eller delar granne med en annan infek-
terad nod konvergerar mot 0, och alltsa kan antas vara lika med 0. Darfor kan
utvecklingen av epidemin ses som en forgreningsprocess i diskret tid, dér varje
nod som blir infekterad i ett tidssteg i sin tur ger upphov till ett visst antal
infekterade noder i efterféljande tidssteg oberoende av andra infekterade noder,
sa lange smittspridningen befinner sig i ett tidigt stadium. Foérdelnngarna F'
och G kommer att antas ha samma vintevirde p < oo, vilket innebér att F
och G kan antas vara fordelningarna fér nodernas ingrader respektive utgrader,
eftersom antagandet att n — oo gors.[3] I Tabell [1| listas de i modellen givna

parametrarna, och i Tabell |2] listas de stokastiska variabler som undersoks.

Beteckning | Betydelse

antalet noder i nitverket
fordelningen for ingraderna da n — oo
férdelningen for utgraderna da n — oo

minsta antalet smittade i det tidssteg da immuniseringen gors

andelen noder som gors immuna

~w ™ > Qm s

immuniseringsstrategi

sannolikheten att en granne till en infekterad nod v smittas av v

Tabell 1: Givna parametrar i modellen

Beteckning | Betydelse

L antalet grannar som en infekterad nod v smittar
S antalet noder som smittas i tidssteg ¢
S epidemins slutstorlek, det vill sdga antalet noder som nagon gang

blir smittade

tidssteget da immuniseringen gors

T tidssteget da antalet smittade noder overstiger h, det vill séga

Tabell 2: Stokastiska variabler som undersoks



3.1 Ingen immunisering

Om v antas vara en nod som smittas i tidssteg ¢ > 1 sa ar antalet mottagliga
grannar till v i tidssteg ¢ 4+ 1 lika med od(v) ~ G for alla ¢ > 1. Sannolikheten
att « noder blir smittade av v i tidssteg ¢ + 1 givet att od(v) = y ges da av
uttrycket

vilket dr sannolikhetsfunktionen for Bin(y, p)-fordelningen.[7] Fran detta foljer
att
Llod(v) ~ Bin(od(v), p).

Véntevérdet och variansen for L ges av[7]
B(L) = B(B(Ljod(v))) = B(p - 0d(v)) = pB(od(v))
respektive
Var(L) = Var(E(L|od(v))) + E(Var(L|od(v))) =
Var(p - 0d(v))) + E(p(1 — p)od(v)) = p*Var(od(v)) + p(1 — p)E(od(v)).

Antalet noder S som smittas i tidssteg t > 1 fis genom att summera antalet
noder som smittas av var och en av de smittsamma noderna. Eftersom m an-
tas vara lika med 1 &dr de smittsamma noderna de noder som blev smittade i
tidssteg ¢ — 1. Smittspridningen beskrivs inledningsvis av en férgreningsprocess
didr pE(od(v)) &r det forvintade antalet smittade som en infekterad nod ger
upphov till. Vintevérdet och variansen for totala antalet noder som smittas i

varje tidssteg ¢ ges av[7]
B(SW) = (E(L))"" = p' (E(od(v)))" !
respektive
Var($") = Var(L)((E(L))" + (B(L))" " + -+ + (B(L))**) =

(p*Var(od(v)) +p(p — 1) E(od(v)))(p'*(E(0d(v)))" >+
pTHEB(0d(v) T 4+ p* T (B (0d(v)))* )

Viéntevéirdet av det totala antalet smittade noder som smittas i tidsstegen

1,---,t, ges av[T]

E(ZS”)) - ZE(sm) _ Zpi—l(E(od(v)))i_l)_

Enligt en kénd sats[7] &r sannolikheten att epidemin dér ut innan den nar ett
stort utbrott 1 om pFE(od(v)) < 1 och mindre dn 1 om pFE(od(v)) > 1.
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3.2 Slumpmaéissig immunisering proportionell mot noder-
nas utgrader

I detta avsnitt undersoks smittspridningen i tidssteg ¢t > T', det vill sdga tidssteg
efter att immuniseringen har skett. For tidssteg ¢ < T har immuniseringen &nnu
inte gjorts vilket innebér att smittspridningen inte skiljer sig jamfort med for
immuniseringsstrategi 0. Eftersom en nods utgrad antas vara oberoende av dess
ingrad i modellen géller, for ¢t > T att sannolikheten att en granne till en
smittad nod v dr mottaglig dr (1 — s) och att sannolikheten att en granne till en
smittad nod v har gjorts immun &r s. Som i féregaende avsnitt antas epidemin
befinna sig i ett sa pass tidigt stadium att utvecklingen kan beskrivas av en
forgreningsprocess. Eftersom smittsannolikheten p fér en immun granne till en
infekterad nod é&r lika med 0 i modellen, giller att sannolikheten att en granne

vy till en infekterad nod wve blir smittad ar
P(v; smittad av ve) =

P(vy smittad av va]uy har gjorts immun) P(v; har gjorts immun)+

p=0

P(vy smittad av ve|vy dr mottaglig) P(v; dr mottaglig) =

p(l—s)

Sannolikhetsfunktionen fér antalet grannar till en smittsam nod, det vill sidga

for utgraden od(v) hos en nod v givet att noden ér smittsam, ges av
P(od(v) = z|v dr smittsam) = P(od(v) = z|v har inte gjorts immun) =

P(v har gjorts immun|od(v) = z)P(od(v) = z)

P(v har inte gjorts immun)
(1 — P(v har gjorts immun|od(v) = z))P(od(v) = x)
1-s

dér P(v har gjorts immun|od(v) = z) dr en funktion som beror entydigt av G,

férdelningen for utgraderna. Sannolikhetsfunktionen for antalet grannar L som

en nod v smittar givet att noden har y grannar ar

X

== ot - sy ()

vilket &r sannolikhetsfunktionen fér Bin(y, p(1 — s))-fordelningen. [7] Fran detta
foljer att

E(L) = E(L|(od(v)|v &r smittsam)) = p(1 — s)E(od(v)|v &r smittsam) =

p(1—s) Z iP(od(v) = i|v dr smittsam) =
i=0
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1 - )3 oL P e glorts immunlod() = ) Plod(v) =7) _
=0

pZi(l — P(v har gjorts immun|od(v) = 4))P(od(v) = 9)
i=0

Antalet noder S® som smittas i tidssteg ¢t > T kan beskrivas som en forgreningsprocess
som inleds i tidssteg T, da ett visst antal noder smittas. Vi sag i foregaende av-
snitt att vantevardet for detta antal &r

P H(E(od(v)) "

Vintevérdet for antalet noder som smittas i tidssteg t > T dr dérfor[7]
0o t—T

pT "N (E(od(v)))T! (pZi(l — P(v har gjorts immun|od(v) = %)) P(od(v) = z)))
=0

Enligt en kéind sats[7] 4r sannolikheten 1 att epidemin dor ut innan den nar ett

stort utbrott om
o0
pZi(l — P(v har gjorts immun|od(v) = 4))P(od(v) =14) < 1
i=0
och mindre &n 1 om
pZi(l — P(v har gjorts immun|od(v) = 4))P(od(v) = i) > 1,
=0

givet att epidemin inte har dott ut i nagon tidssteg t < T.

3.3 Slumpmaissig immunisering proportionell mot noder-

nas ingrader

For Immuniseringsstrategi 2, da immuniseringen gors proportionellt mot noder-

nas ingrader, dr sannolikheten att en granne v till en infekterad nod &r immun

)
p* := P(v har gjorts immun) = Z P(v har gjorts immun|id(v) = ¢)P(id(v) = 1),
i=0
for tidssteg ¢t > T'. Sannolikheten att en granne v till en infekterad nod &r mot-
taglig ar dérfor 1 — p*. Det ar rimligt att anta att sannolikheten att en nod har
smittats fore tidssteg T+ 1 beror pa nodens ingrad, vilket skulle innebéra att
bade det forvintade antalet infekterade noder som aterhdmtar sig genom immu-
nisering och det forvintade antalet redan aterhdmtade noder som gors immuna
till ingen nytta &r storre i detta fall &n for 6vriga immuniseringsstrategier. Pa
motsvarande sétt som for Immuniseringsstrategi 1 géller, for tidssteg ¢ > T, att

sannolikheten att en granne v till en infekterad nod v blir smittad ar

P(v; smittad av ve) = P(vq smittad av va|v; har gjorts immun) P(v; har gjorts immun)

p=0
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P(v; smittad av ve|v; dr mottaglig) P(v1 dr mottaglig) =
p(1—p")
Antalet grannar till en smittsam nod v, i tidssteg t > T, &dr oberoende av
nodernas ingrad och alltsa oberoende av immuniseringen, och ar dérfor lika

med od(v). Sannolikhetsfunktionen for antalet noder L som blir smittade av v
i tidssteg ¢ givet att od(v) =y dr dérfor

P(L = zlod(v) = y) = (p(1 = p*))*(1 = p(1 - p*))~* (z)

vilket dr sannolikhetsfunktionen f6r Bin(y, p(1—p*))-fordelningen.[7] Fran detta
foljer att

E(L) = E(E(L|od(v))) = E(p(1 — p*)od(v)) = p(1 — p*) E(od(v)).

Pa motsvarande sitt som i foregaende avsnitt ges viintevirdet for antalet noder
S®) som smittas i tidssteg t > T av

E(S(t)) _ ptil(E(Od(’U)))til(l . p*)t—T

sa lange smittspridningen befinner sig i ett tillréickligt tidigt stadium. Sannolik-

heten att epidemin dor ut ar 1 om
PE(od(v))(1—p") <1
och mindre &n 1 om
pE(od(v))(1 —p*) = 1,

givet att epidemin inte har dott ut i nagon tidssteg t < T.

3.4 Slumpmaéissig immunisering oberoende av nodernas ut-
och ingrader

For tidssteg t > T é&r sannolikheten att en granne till en smittad nod v &r

mottaglig (1—s), sannolikheten att en granne till en smittad nod v &r immun &r

s, och sannolikheten att en infekterad nod aterhdmtar sig genom immunisering

ar s. Om t > T, sa linge smittspridningen befinner sig i ett tillrickligt tidigt
stadium, ges sannolikheten att en infekterad nod v har x mottagliga grannar,

(1—s)7s (y)

vilket #r sannolikhetsfunktionen for Bin(y,1 — s)-férdelningen.[7] Fran detta

givet att dess utgrad ar y, av

foljer att det forvantade antalet mottagliga grannar till en smittsam nod v &r

(1-5)E(od(v)). Pa samma siitt ges sannolikheten att  mottagliga grannar blir
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smittade av en smittsam nod v, givet att antalet mottagliga grannar till v &ar v,

- ().

vilket &r tdthetsfunktionen for Bin(y, p)-férdelningen,[7] vilket medfor att

av

E(L) = E(E(L| antalet mottagliga grannar till v)) = p(1 — s) E(od(v)),

sa lange epidemin befinner sig sa pass tidigt stadium att utvecklingen av antalet
smittade kan approximeras med en forgreningsprocess. Pa samma sétt som i
tidigare avsnitt ges vintevirdet for antalet noder S® som smittas i ett tidssteg
t>1T av

E(5Y) = p"H(E(od(v)))'p T (1 = 8)' T (E(od(v)) T =

P = 8) T (E(od(v)))
och sannolikheten att epidemin dor ut ar lika med 1 om
pE(od(v))(1—3s) <1
och mindre &n 1 om
pE(od(v))(1 —5) > 1,

givet att epidemin inte har dott ut i nagon tidssteg t < T.

3.5 Jamforelse av de olika immuniseringsstrategierna

I Avsnitt 3.1-3.4 bestdms, fér var och en av immuniseringsstrategierna, villkor
som avgor nir sannolikheten att epidemin dor ut innan den nar ett stort utbrott
ar mindre an 1, eller ekvivalent nir sannolikheten for ett stort utbrott &r storre
dan 0. De kritiska variablerna, det vill siga vantevirdet for antalet grannar L

som en infekterad nod smittar, ges av
pE(od(v))

for Immuniseringsstrategi 0 (ingen immunisering),

pZi(l — P(v har gjorts immun|od(v) = 4))P(od(v) = 1),
=0

for Immuniseringsstrategi 1 (immunisering proportionell mot nodernas utgra-

der),

pE(od(v))(1 —p*), p* = Z P(v har gjorts immunlid(v) = #) P(id(v) = 1),
i=0
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for Immuniseringsstrategi 2 (immunisering proportionell mot nodernas ingrader)
samt

pE(od(v))(1 - s)

for Immuniseringsstrategi 3 (immunisering oberoende av mot nodernas utgrader
och ingrader), didr v € V #r nagon nod i tidssteg ¢t > T (eller ¢ > 0 for Immunise-
ringsstrategi 0) Da nagon av dessa ir storre eller lika med 1 dr sannolikheten for
ett stort utbrott lika med 0 for motsvarande immuniseringsstrategi. [7] Eftersom
0 < P(v har gjorts immun|od(v) = i) < 1, i tidssteg ¢ > T f6r Immuniserings-
strategi 1, for alla noder v och alla icke-negativa heltal i, géller att

pZi(l — P(v har gjorts immun|od(v) = 4))P(od(v) = i) <
=0

pZiP(od(v) =1) = pE(od(v)).

P& liknande sétt, eftersom 0 < p* < 1 och 0 < s < 1, i tidssteg t > T for

Immuniseringsstrategi 2 respektive Immuniseringsstrategi 3, géller att
pE(0d(v))(1 —p*) < pE(od(v))

och
pE(0od(v))(1 — s) < pE(od(v)).

Genom att anta att, i tidssteg ¢t > T fér Immuniseringsstrategi 2,

sni

Zjev ld(])

P(v har gjorts immunlid(v) = i) =~

fas att
p* Yoo P(v har gjorts immunl|id(v) = i) P(id(v) = 1)

~
~

ey sniP(id(v) = 4) _ E(d(v)) . E(id(v)) _ )
R SETIC) S 40 B(d(r))

n
da n — oo, enligt stora talens lag.[7] Detta medfor att pE(od(v))(1 — p*) =
pE(0d(v))(1 — s), eftersom antagandet att n — oo gors. Pa motsvarande sétt, i
tidssteg ¢ > T' for Immuniseringsstrategi 1, antas att

sne
ZjeV od(j)

Inséttning av detta i motsvarande kritiska variabel ger

P(v har gjorts immun|od(v) = i) =

pZi(l — P(v har gjorts immun|od(v) = %)) P(od(v) = i) =~
i=0
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p;i(l S 0d0) Od(j))P(od(v) =)=

p;iP(od(v): i) — ZeVOd ZzPod =1i)=

pE(0d(v)) - % s pE(0d(v)) — m _
E((0d(v))?)

E(od(v)) (1 "~ (E(od(v))?)

dad n — oo, enligt stora talens lag,[7] eftersom E((od(v))?) — (E(od(v)))? =

Var(od(v)) > 0 for samtliga fordelningar som undersoks. [7] Eftersom antagandet

) < PB(od())(1 — )

att n — oo gors, foljer av detta att stora epidemier kan forvéntas intréiffa oftare
for Immuniseringsstrategi 1 &n for 6vriga immuniseringsstrategier, medan de

kan forvintas intréffa ungefér lika ofta for Immuniseringasstrategi 2 och 3.

4 Simulering

Simuleringen gors i programmet R och har programmerats i R-kod.[I0] Pro-
grammet later heltalen 1,2,--- ,n bendmna noderna i en graf, slumpar fram
nodernas ingrader och utgrader fran givna fordelningar F' respektive G, och
skapar genom slumpmaéssig hopparning riktade kanter mellan noderna. Dessa
sparas i en matris bestaende av tva kolonner dér varje rad beskriver en riktad
kant. Den forsta kolonnen innehaller det forsta elementet i de riktade kanter-
na och den andra kolonnen innehaller det andra elementet. Genom att ta bort
alla loopar och multipla kanter fran listan 6ver kanter fas en lista som defini-
erar en enkel graf som beskriver ndtverket i modellen. Eftersom antalet noder
n antas vara stort i modellen, samtidigt som det &r tidskrdvande att skapa
manga alltfor stora nétverk, har bedomningen gjorts att det dr lAmpligast att
lata n = 10000 for samtliga simuleringar. For att programmet ska bli mindre
tidskrdvande vid skapandet av nétverket anvinds R-paketet dplyr.[5] Simule-
ring av smittspridningen gors enligt modellen, det vill sdga genom att lata alla
noder vara mottagliga fran borjan, lata en nod smittas i tidssteg 1, och lata
varje infekterad nod smitta sina mottagliga grannar med sannolikhet p i varje
tidssteg som noden #r smittsam. Om Immuniseringsstrategi 0 har valts kommer

inga noder att goras immuna. Om Immuniseringsstrategi 1 har valts kommer
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s-mn noder att goras immuna proportionellt mot nodernas utgrad, vilket innebér

att programmet gar igenom foljande steg:

e Steg 1: en lista £ Over s-n noder skapas och till varje position i .Z viljs

varje nod v med sannolikhet %,

e Steg 2: eventuella dubletter i £ erséitts med andra noder genom att varje

nod v som dnnu inte finns med i .Z viljs med sannolikhet ST od (io)d—(%))jeA oG

déir A dr méngden av noder som redan har valts till .2,

e Steg 3: steg 2 upprepas tills hela listan & ér fri fran dubletter. Noderna

i % gors sedan immuna.

Motsvarande géller for Immuniseringsstrategi 2 dér noder i stéllet viljs propor-
tionellt mot nodernas ingrader. Om Immuniseringsstrategi 3 har valts gors s-n

noder immuna, alla med samma sannolikhet s.

Maximala antalet tidssteg i simuleringen betecknas Y i programmet, och for
samtliga simuleringar har viirdet Y = 50 valts. Ovriga parametrar for simule-

ringen dr samma som i Tabell [T, Avsnitt 3.

4.1 Resultat

Graferna i detta avsnitt visar hur medelvérdet av slutstorleken S beror pa smitt-
sannolikheten p. Férgen pa graferna anger vilken immuniseringsstrategi som har
anvants vid simuleringarna; réd graf betyder att Immuniseringsstrategi 0 har
anvants, gron graf betyder att Immuniseringsstrategi 1 har anvénts, bla graf
betyder att Immuniseringsstrategi 2 har anvénts och svart graf betyder att Im-
muniseringsstrategi 3 har anvints. De vénstra delfigurerna visar medelvirdena
for simuleringar dér antalet smittade overstiger h i nagon tidpunkt medan de
hogra visar medelviardena for samtliga simuleringar. For varje kombination av

parametrar som underscks har 20 simuleringar gjorts.

4.1.1 Tungsvansade féordelningar med #ndligt andramoment

I Figur [2] visar graferna medelvirdet av slutstorlekarna hos simuleringar dér
F =G =Po(Z),Z ~ Pareto(0.5,2.7), n = 10000, h = 1000, och s = 0.05. I
detta fall dr vantevirdet av ingraderna och utgraderna lika med 2277915 ~ 0.79
och gradférdelningarna har dndligt andramoment, eftersom Paretofordelningens

andra parameter dr storre dn 2. Figur [3] innehaller motsvarande grafer for h =
100 och har, till skillnad fran fallet h = 1000, ligre medelvérde av slutstorlekarna
for Immuniseringsstrategi 2 (bla graf) &n for Immuniseringsstrategi 3 (svart
graf), for samtliga viirden pa smittsannolikheten p. Denna tendens syns &ven i
motsvarande figur for h = 10, Figur [14]i Appendix.

17



2500
I

1500
I

medelvarde av slutstorlek
1000 2000 3000 4000 5000
|
medelvarde av slutstorlek
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Figur 2: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, fér modeller diar F' =
G = Po(Z),Z ~ Pareto(0.5,2.7),n = 10000, ~ = 1000 och s = 0.05. Rod graf visar
resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2 och svart
graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet for samtliga simuleringar (20 stycken
for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet av de
slutstorlekar som Gverstiger h. Saknade virden i vénstra diagrammet beror pa att inga
slutstorlekar 6verstiger h fér den kombinationen av parametrar.

3000 5000
I
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medelvarde av slutstorlek

1000
L
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Figur 3: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, fér modeller diar F' =
G = Po(Z),Z ~ Pareto(0.5,2.7),n = 10000, h = 100 och s = 0.05. Réd graf visar
resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2 och svart
graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet for samtliga simuleringar (20 stycken
for varje kombination av parametrar), medan vénstra grafen visar medevirdet av de
slutstorlekar som 6verstiger h. Saknade virden i vinstra diagrammet beror pa att inga
slutstorlekar 6verstiger h fér den kombinationen av parametrar.

I Figurer [4 [f] och [f] visas motsvarande grafer for simuleringar dér i stéllet

F = G = Po(Z), Z ~ Pareto(c,2.7), for virdena %, 1 respektive % pa

parametern c. Motsvarande véintevérden for in- och utgraderna ar da % =1.25,

%; ~ 1.59 respektive 1—30 ~ 3.33. Om ¢ = % och p = 0.8 eller om ¢ = 18L10 och

p = 0.3 sa giller att pE(od(v)) = 1, fér nagon nod v i nétverket, dérav valet av

parametervéirdena % och %. En tendens som tydligt framgar av graferna i

dessa figurer &r att slutstorlekarna for Immuniseringsstrategi 1 tenderar att skil-
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ja sig mindre fran slutstorlekarna for 6vriga immuniseringsstrategier for hoga
virden pa parametern ¢, det vill siga for hogre vantevirden for in- och utgra-
derna. Till skillnad fran i Figur 1 verkar grafen fér Immuniseringsstrategi 2 (den
bla) tendera att ligga nagot hogre én grafen for Immuniseringsstrategi 3 (den
svarta), atminstone for hoga viirden pa smittsannolikheten p. I Appendix finns
motsvarande figurer for ¢ = % ochc = %, Figurer dér i stéllet A = 100
eller h = 10. Liknande tendenser férekommer i dessa grafer som i motsvarande
grafer for ¢ = 0.5.

8000
6000
I

6000
4000

4000

medelvarde av slutstorlek
2000
|

medelvarde av slutstorlek

2000
0

T T T T T T T T
0.0 02 04 0.6 08 10 0.0 0.2 04 0.6 08 10

smittsannolikhet smittsannolikhet

Figur 4: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, fér modeller diar F' =
G = Po(Z),Z ~ Pareto($2,2.7),n = 10000, h = 1000 och s = 0.05. Réd graf visar
resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2 och svart
graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet for samtliga simuleringar (20 stycken
for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet av de
slutstorlekar som Overstiger h. Saknade virden i vénstra diagrammet beror pa att inga
slutstorlekar 6verstiger h fér den kombinationen av parametrar.

19



medelvarde av slutstorlek
4000 6000 8000
1 N N B
medelvarde av slutstorlek
2000 6000
| 1 | 1

2000
|
0

T T T T T T T T
0.0 02 04 0.6 08 10 0.0 0.2 04 0.6 08 10

smittsannolikhet smittsannolikhet

Figur 5: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, fér modeller dir F' =
G = Po(Z),Z ~ Pareto(1,2.7),n = 10000, h = 1000 och s = 0.05. Roéd graf visar
resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2 och svart
graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet for samtliga simuleringar (20 stycken
for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet av de
slutstorlekar som Gverstiger h. Saknade virden i vénstra diagrammet beror pa att inga
slutstorlekar 6verstiger h fér den kombinationen av parametrar.
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Figur 6: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, fér modeller dar F =
G =Po(2),Z ~ Pareto(lgilo,Q.?),n = 10000, h = 1000 och s = 0.05. Rod graf visar
resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf d& I = 2 och svart
graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet for samtliga simuleringar (20 stycken
for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet av de
slutstorlekar som Gverstiger h. Saknade vérden i vanstra diagrammet beror pa att inga

slutstorlekar overstiger h for den kombinationen av parametrar.

4.1.2 Tungsvansade férdelningar med oidndligt andramoment

I Figur [7] visas medelvirdet av slutstorlekarna hos simuleringar didr F' = G =
Po(Z),Z ~ Pareto(0.5,1.7),n = 10000, h = 1000, s = 0.05. I detta fall & F
och G likaférdelade med oéndligt andramoment, eftersom Paretofordelningens
andra parameter dr mindre dn 2. Vantevérdet for in- och utgraderna &r i det hér
fallet lika med % ~ 1.21. Motsvarande grafer i Appendix dér i stéllet F =
Po(Z1), Zy ~ Pareto(223,2.7) (Figur eller G = Po(Z3), Zy ~ Pareto(253,2.7)
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(Figur7 dér Paretoférdelningens parametervérden har valts sa att in- respek-
tive utgraderna far indligt andramoment och samma véntevéirde som ovan, skil-

jer sig inte ndmnvirt fran Figur [7]
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Figur 7: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, féor modeller diar F' =
G = Po(Z),Z ~ Pareto(0.5,1.7),n = 10000, ~ = 1000 och s = 0.05. Rod graf visar
resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2 och svart
graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet for samtliga simuleringar (20 stycken
for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet av de
slutstorlekar som Overstiger h. Saknade virden i vénstra diagrammet beror pa att inga
slutstorlekar 6verstiger h fér den kombinationen av parametrar.

4.1.3 Icke-tungsvansade férdelningar

I Figurvisas medelvérdet av slutstorlekarna hos simuleringar dér F' = Po(Z), Z ~
Pareto(X2,2.7),G = Ge(3), n = 10000, h = 10 och s = 0.05. G ér i detta
fall icke-tungsvansad och bade F' och G har vintevéirdet % =~ 3.33. I Appendix
férekommer motsvarande figurer for b = 1000 (Figur[24)) och h = 100 (Figur [25).
Det dr endats i fall som detta, da utgradernas fordelning dr icke-tungsvansad
samtidigt som ingradernas férdelning ar tungsvansad, som slutstorleken fér Im-
muniseringsstrategi 2 (bla graf) tenderar att vara mindre én for Immuniserings-

strategi 1 (grén graf).
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Figur 8: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, féor modeller diar F' =
Po(Z), Z ~ Pareto(X2,2.7), G = Ge(5%),n = 10000, h = 10 och s = 0.05. Réd graf
visar resultatet av simuleringar da I = 0, grén graf da I = 1, bla graf da I = 2 och
svart graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet fér samtliga simuleringar (20
stycken for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet
av de slutstorlekar som overstiger h. Saknade vérden i vianstra diagrammet beror pa

att inga slutstorlekar overstiger h for den kombinationen av parametrar.

I Figur@visas medelviardet av slutstorlekarna hos simuleringar dar F' = Ge(%)7 G=
Po(Z),Z ~ Pareto(32,2.7), n =10000, h =10 och s = 0.05. F é&r i detta fall
icke-tungsvansad och bade F' och G har vintevirdet &r 1—30 ~ 3.33, det vill sidga

samma som ovan. I Figur 261 Appendix visas motsvarande grafer for h = 100.
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Figur 9: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, fér modeller diar F' =
Ge(), G =Po(Z),Z ~ Pareto(L2,2.7),n = 10000, h = 10 och s = 0.05. Rod graf
visar resultatet av simuleringar da I = 0, grén graf da I = 1, bla graf da I = 2 och
svart graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet fér samtliga simuleringar (20
stycken for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet
av de slutstorlekar som Overstiger h. Saknade virden i vianstra diagrammet beror pa

att inga slutstorlekar overstiger h for den kombinationen av parametrar.
I Figur [10] visas medelvirdet av slutstorlekarna hos simuleringar dir F' = G =

Ge(%)7 n = 10000, h = 10 och s = 0.05. Ii Appendix visas motsvarande
grafer for h = 100. I detta fall skiljer sig medelvéirdet av slutstorlekarna inte
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mycket for Immuniseringsstrategi 1 (gron graf) och 2 (bla graf).
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Figur 10: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller dir F' =
G = Ge(5%),n = 10000, h = 10 och s = 0.05. Rd graf visar resultatet av simuleringar
da I = 0, gron graf d& I = 1, bla graf d& I = 2 och svart graf da I = 3. Hogra
grafen visar medelvirdet fér samtliga simuleringar (20 stycken for varje kombination av
parametrar), medan vénstra grafen visar medevérdet av de slutstorlekar som dverstiger
h. Saknade virden i vinstra diagrammet beror pa att inga slutstorlekar dverstiger h
for den kombinationen av parametrar.

Figurer i Appendix motsvarar Figurer 5-7, men har i stéillet den tung-
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férdelningen Ge(3). Gradfordelningarnas viintevirde &r i detta fall 3 = 1.25

svansade foérdelningen Po(Z),Z ~ Pareto(<3%,2.7) och den icke-tungsvansade

4.1.4 Olika virden pa parametern s

Fallet di F' = G = Po(Z), Z ~ Pareto(5,2.7) och n = 10000 har understkts
for olika varden pa parametern s, det vill siga pa andelen noder som gors
immuna i tidssteg 7. Figurer [[1] och [T2] visar hur medelviirdet av slutstorleken
beror pa smittsannolikheten da s = 0.1 fér h = 1000 och h = 10. Figur [13] visar
motsvarande grafer for fallet da s = 0.3 for h = 100. Figurer [36]i Appendix
innehaller motsvarande grafer for olika vérden pa s och h. Tre tydliga tendenser

framgar av figurerna i detta avsnitt och i motsvarande stycke i Appendix:

1. stora vdrden pa s ger storre skillnader mellan medelvérdet av slutstorle-

karna for de olika immuniseringsstrategierna,

2. for sma virden pa h ligger grafen for Immuniseringsstrategi 2 (den bla
grafen) over grafen Immuniseringsstrategi 1 (den grona grafen), och under
grafen for Immuniseringsstrategi 3 (den svarta grafen) for sa gott som alla
virden pa smittsannolikheten p,

3. for stora viirden pa h ligger grafen for Immuniseringsstrategi 2 (den bla

grafen) under grafen fér Immuniseringsstrategi 3 (den svarta grafen) for
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sma virden pa smittsannolikheten p, och 6ver samma graf for stora virden

pa p.
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Figur 11: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller dar
F = G = Po(Z),Z ~ Pareto(3%,2.7),n = 10000, h = 1000 och s = 0.1. Réd graf
visar resultatet av simuleringar da I = 0, grén graf da I = 1, bla graf da I = 2 och
svart graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet f6r samtliga simuleringar (20
stycken for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet
av de slutstorlekar som overstiger h. Saknade virden i vinstra diagrammet beror pa

att inga slutstorlekar overstiger h for den kombinationen av parametrar.
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Figur 12: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller dar
F =G =Po(Z),Z ~ Pareto($,2.7),n = 10000, h = 10 och s = 0.1. R6d graf visar
resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2 och svart
graf d& I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet for samtliga simuleringar (20 stycken
for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet av de
slutstorlekar som Gverstiger h. Saknade virden i vénstra diagrammet beror pa att inga

slutstorlekar 6verstiger h f6r den kombinationen av parametrar.
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Figur 13: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller dar
F =G =Po(Z2),Z ~ Pareto(£%,2.7),n = 10000, h = 100 och s = 0.3. Rod graf visar
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resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2 och svart

graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet for samtliga simuleringar (20 stycken
for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet av de
slutstorlekar som Gverstiger h. Saknade virden i vénstra diagrammet beror pa att inga
slutstorlekar 6verstiger h fér den kombinationen av parametrar.

5 Diskussion

I fragestéllningen i inledningen lyder den forsta fragan:

e Vilken paverkan har de olika immuniseringsstrategierna pa smittspridning-

en?

Det framgar tydligt av figurerna i Avsnitt 4 och i Appendix dr att Immunise-
ringsstrategi 1, det vill siga immunisering proportionellt mot nodernas utgrader,
ar den strategi som resulterar i minst slutstorlek S for sa gott som alla model-
ler med tungsvansade gradfordelningar som undersoks. Medelslutstorleken kan i
vissa fall vara mindre &n hélften sa stor som motsvarande medelvirde for 6vriga
immuniseringsstrategier. Detta &r inte helt ovéntat, eftersom resultatet i Av-
snitt 3 antyder att Immuniseringsstrategi 1 medfér en mindre risk for en stor

epidemi dn 6vriga immuniseringsstrategier.

Resultatet i Avsnitt 3 antyder dven att risken for en stor epidemi inte skiljer sig
féor Immuniseringsstrategi 2 och 3, immunisering proportionellt mot nodernas
ingrader respektive oberoende av in- och utgrader. Att manga figurer i Avsnitt
4 och i Appendix i manga fall, fér laga virden pa p och h, visar ett ldgre me-
delvarde av slutstorlekarna for Immuniseringsstrategi 2, eller, fér hoga véirden
pa p och h, ett hogre medelvirde av slutstorlekarna for Immuniseringsstrategi
2, dn for Immuniseringsstrategi 3, kan forklaras med att manga noder med hog
ingrad smittas tidigt under smittprocessen och att immunisering proportionellt

mot ingrad déarfor innebér att manga redan smittade noder gors immuna.
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Svaret pa fragan ovan dr alltsd att Immuniseringsstrategi 1 har storst nega-
tiv paverkan pa smittspridningen, det vill siga den innebér minst slutstorlek S,
da nétverket har tungsvansade gradfordelningar, vilket &r det mest realistiska
fallet, medan Immuniseringsstrategi 2 och 3 har mindre negativ paverkan. Vil-
ken av dessa tva strategier som #r att foredra beror pa parametrarna p och h.
Hur resultatet ser ut fér andra gradférdelningar tas upp under nésta fraga fran

fragrestallningen:

e Hur beror resultatet av immuniseringen pa in- och utgradernas férdelningar
F respektive G?

Av Figurerna i Avsnitt 4 och i Appendix framgar att immuniseringens paverkan
da nétverkets gradférdelningar dr tungsvansade (Poissonférdelningar med Pare-
tofordelade parametrar) med éndliga andramoment, for samtliga immuniserings-
strategier (1-3), till stor del beror pa gradférdelningarnas vintevirde. Ett storre
virde pa Paretoférdelningens forsta parameter ¢, som i sin tur medfor ett storre
véantevarde, innebédr mindre negativ paverkan. Ingen nérmare undersckning av
férdelningar med oédndligt andramoment har gjorts och det &r déarfor svart att
dra nagra avgorande slutsatser utifran de fa resultat som finns presenterade, mer
dn att Immuniseringsstrategi 1 har betydligt storre negativ paverkan pa smitt-
spridningen dn andra immuniseringsstrategier dven i detta fall. For modeller
dér bade ingradernas och utgradernas férdelningar dr icke-tungsvansade ver-
kar Imunniseringsstrategi 1 och Immuniseringsstrategi 2 vara lika effektiva och
béttre &n Immuniseringsstrategi 3. For ndtverk dir bara en av férdelningarna
F och G &r tungsvansad, vilket mojligen inte dr sérskilt realistiskt, verkar den
immuniseringsstrategi dér immuniseringen gors proportionellt mot motsvarande

grad ha storst negativ paverkan. Fragestéllningens tredje fraga lyder:

e Hur beror resultatet av immuniseringen pa valet av parametern h, epide-

mins storlek da immuniseringen gors?

Det kan verka rimligt att pa forhand forvénta sig att immunisering propor-
tionellt mot nodernas ingrader har en sirskilt stor negativ paverkan pa smitt-
spridningen om immuniseringen gors i ett tidigt stadium, det vill siga da h &r
litet, eftersom manga noder med stor ingrad kan forvintas smittas tidigt under
smittprocessen. Enligt de grafer som studeras verkar ocksa parametern h vara
avgorande for effekten av Immuniseringsstrategi 2, och mojligen &dven for effe-
ken av Immuniseringsstrategier 1 och 3. Trots att inga utrdkningar i Avsnitt 3
tyder pa nagon storre eller mindre risk for ett stort utbrott for Immuniserings-
strategi 2 &n for Immuniseringsstrategi 3 i tidssteg ¢t > T', verkar slutstorleken
ofta vara mindre for Immuniseringsstrategi 2 for sma virden pa h och for sma

viarden pa smittsannolikheten p, medan stora virden pa bade h och p ddremot
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verkar innebéra en storre slutstorlek for Immuniseringsstrategi 2 dn fér Immu-
niseringsstrategi 3. En trolig forklaring till detta dr att manga noder med hog
ingrad smittas tidigt under smittprocessen och att tidig immunisering propor-
tionellt mot ingrad dérfor innebér att manga som blir smittade i tidssteg T
ocksa gors immuna pa samma gang och dérfor inte hinner féra smittan vidare.
For stora viarden pa h och p &r det ddremot manga med stor ingrad som redan
har varit smittade sedan en tid tillbaka och dérfér har hunnit aterhdmta sig.
Ett storre antal sadana noder kan forvéntas géras immuna till ingen nytta &n
for nagon annan immuniseringsstrategi, vilket innebér att firre mottagliga eller
infekterade noder gors immuna, vilket i sin tur leder till storre slutstorlek &n for

Ovriga immuniseringsstrategier.
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Appendix

Héar presenteras de diagram som inte fick plats i Avsnitt 4. Diagrammen visar
hur medelvérdet av slutstorleken fér simuleringarna beror pa smittsannolikheten
p. De réda graferna visar medelviirdet av slutstorleken da immuniseringsstrate-
gin [ =0, de grona da I = 1, de bla da I = 2 och de svarta da I = 3. De vénstra
diagrammen i varje figur visar medelvirdet av slutstorleken for de simuleringar
da antalet smittade noder 6verstiger h, medan de hogra diagrammen visar me-
delvirdet av samtliga simuleringar (totalt 20 stycken for varje kombination av
parametrar). I varje simulering ér antalet noder n = 10 000.

Tungsvansade férdelningar med dndligt andramoment
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Figur 14: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller dar
F =G =Po(Z),Z ~ Pareto(0.5,2.7),n = 10000, h = 10 och s = 0.05. Réd graf visar
resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2 och svart
graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet for samtliga simuleringar (20 stycken
for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet av de
slutstorlekar som Gverstiger h. Saknade virden i vénstra diagrammet beror pa att inga
slutstorlekar dverstiger h fér motsvarande kombinationer av parametrar.
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Figur 15: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller dar
F = G = Po(Z),Z ~ Pareto(;2%,2.7),n = 10000, h = 100 och s = 0.05. Réd graf
visar resultatet av simuleringar da I = 0, grén graf da I = 1, bla graf da I = 2 och
svart graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet fér samtliga simuleringar (20
stycken for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet
av de slutstorlekar som overstiger h. Saknade vérden i vianstra diagrammet beror pa

att inga slutstorlekar overstiger h for den kombinationen av parametrar.
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Figur 16: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller déar
F=G=Po(2),Z ~ Pareto(%, 2.7),n =10000,h = 10 och s = 0.05. Réd graf visar
resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2 och svart
graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet for samtliga simuleringar (20 stycken
for varje kombination av parametrar), medan vénstra grafen visar medevirdet av de
slutstorlekar som 6verstiger h. Saknade virden i vinstra diagrammet beror pa att inga

slutstorlekar 6verstiger h fér den kombinationen av parametrar.
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Figur 17: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller déar
F = G = Po(Z),Z ~ Pareto(X,2.7),n = 10000, h = 100 och s = 0.05. Réd graf
visar resultatet av simuleringar da I = 0, grén graf da I = 1, bla graf da I = 2 och
svart graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet fér samtliga simuleringar (20
stycken for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet
av de slutstorlekar som overstiger h. Saknade vérden i vianstra diagrammet beror pa

att inga slutstorlekar overstiger h for den kombinationen av parametrar.
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Figur 18: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller déar
F=G=Po(2),Z ~ Pareto(%, 2.7),n =10000,h = 10 och s = 0.05. Réd graf visar
resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2 och svart
graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet for samtliga simuleringar (20 stycken
for varje kombination av parametrar), medan vénstra grafen visar medevirdet av de
slutstorlekar som 6verstiger h. Saknade virden i vinstra diagrammet beror pa att inga

slutstorlekar 6verstiger h fér den kombinationen av parametrar.
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Tungsvansade férdelningar med odndligt andramoment
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Figur 19: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller dar
F = Po(Z1), Z1 ~ Pareto(222,2.7), G = Po(Z2), Za ~ Pareto(0.5,1.7),n = 10000, h =
1000 och s = 0.05. Rod graf visar resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da
I =1, bla graf da I = 2 och svart graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet
for samtliga simuleringar (20 stycken for varje kombination av parametrar), medan
vanstra grafen visar medevardet av de slutstorlekar som Gverstiger h. Saknade vérden
i vinstra diagrammet beror pa att inga slutstorlekar 6verstiger h fér den kombinationen

av parametrar.
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Figur 20: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller dar
F = Po(Z1), Z1 ~ Pareto(0.5,1.7),G = Po(Z3), Z> ~ Pareto(32,2.7),n = 10000, h =
1000 och s = 0.05. Rod graf visar resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da
I =1, bla graf da I = 2 och svart graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet
for samtliga simuleringar (20 stycken for varje kombination av parametrar), medan
vénstra grafen visar medevérdet av de slutstorlekar som Gverstiger h. Saknade viarden
i vinstra diagrammet beror pa att inga slutstorlekar 6verstiger h fér den kombinationen
av parametrar.
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Figur 21: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller déar
F =Po(Z),Z ~ Pareto(:2%,2.7),G = Ge(3),n = 10000, = 10 och s = 0.05. Rsd
graf visar resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2
och svart graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet fér samtliga simuleringar (20
stycken for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet
av de slutstorlekar som overstiger h. Saknade vérden i vianstra diagrammet beror pa

att inga slutstorlekar overstiger h for den kombinationen av parametrar.
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Figur 22: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller dar
F = Ge(3),G = Po(Z), Z ~ Pareto(£2,2.7),n = 10000,h = 10 och s = 0.05. Rod
graf visar resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2
och svart graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet {6r samtliga simuleringar (20
stycken for varje kombination av parametrar), medan vénstra grafen visar medeviirdet
av de slutstorlekar som overstiger h. Saknade virden i vdnstra diagrammet beror pa

att inga slutstorlekar 6verstiger h for den kombinationen av parametrar.
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Figur 23: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller diar F =
G = Ge(3),n =10000,h = 10 och s = 0.05. R6d graf visar resultatet av simuleringar
da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2 och svart graf da I = 3. Hogra
grafen visar medelvirdet for samtliga simuleringar (20 stycken for varje kombination av
parametrar), medan vénstra grafen visar medevirdet av de slutstorlekar som dverstiger
h. Saknade vérden i vénstra diagrammet beror pa att inga slutstorlekar Gverstiger h
for den kombinationen av parametrar.
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Figur 24: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller dar
F =Po(Z),Z ~ Pareto(52,2.7),G = Ge(5%),n = 10000, h = 1000 och s = 0.05. Rod
graf visar resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2
och svart graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet {6r samtliga simuleringar (20
stycken for varje kombination av parametrar), medan vénstra grafen visar medeviirdet
av de slutstorlekar som overstiger h. Saknade virden i vdnstra diagrammet beror pa

att inga slutstorlekar 6verstiger h for den kombinationen av parametrar.
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Figur 25: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller dar
F =Po(Z),Z ~ Pareto(+2,2.7),G = Ge(55),n = 10000, h = 100 och s = 0.05. Rod
graf visar resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2
och svart graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet fér samtliga simuleringar (20
stycken for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet
av de slutstorlekar som overstiger h. Saknade vérden i vianstra diagrammet beror pa

att inga slutstorlekar overstiger h for den kombinationen av parametrar.
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Figur 26: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller déar
F = Ge(3),G = Po(Z), Z ~ Pareto(X2,2.7),n = 10000, h = 100 och s = 0.05. Rod
graf visar resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2
och svart graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet {6r samtliga simuleringar (20
stycken for varje kombination av parametrar), medan vénstra grafen visar medeviirdet
av de slutstorlekar som overstiger h. Saknade virden i vdnstra diagrammet beror pa

att inga slutstorlekar 6verstiger h for den kombinationen av parametrar.
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Figur 27: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller déar
F = G = Ge(5%),n = 10000,h = 100 och s = 0.05. Réd graf visar resultatet av
simuleringar da I = 0, grén graf da I = 1, bla graf da I = 2 och svart graf da I = 3.
Hogra grafen visar medelviirdet for samtliga simuleringar (20 stycken for varje kom-
bination av parametrar), medan vénstra grafen visar medevirdet av de slutstorlekar
som Overstiger h. Saknade virden i vénstra diagrammet beror pa att inga slutstorlekar
overstiger h for den kombinationen av parametrar..
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Figur 28: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller dar
F =G =Po(Z),Z ~ Pareto($%,2.7),n = 10000, h = 100 och s = 0.1. Rod graf visar
resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2 och svart
graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet for samtliga simuleringar (20 stycken
for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet av de
slutstorlekar som Overstiger h. Saknade virden i vénstra diagrammet beror pa att inga

slutstorlekar 6verstiger h f6r den kombinationen av parametrar.
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Figur 29: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller dar
F = G = Po(Z),Z ~ Pareto($,2.7),n = 10000, = 1000 och s = 0.15. Réd graf
visar resultatet av simuleringar da I = 0, grén graf da I = 1, bla graf da I = 2 och
svart graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet fér samtliga simuleringar (20
stycken for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet
av de slutstorlekar som overstiger h. Saknade vérden i vianstra diagrammet beror pa

att inga slutstorlekar overstiger h for den kombinationen av parametrar.
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Figur 30: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller déar
F=G=Po(Z),Z ~ Pareto(%,l?),n = 10000, h = 100 och s = 0.15. Rod graf
visar resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2 och
svart graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet f6r samtliga simuleringar (20
stycken for varje kombination av parametrar), medan vénstra grafen visar medeviirdet
av de slutstorlekar som overstiger h. Saknade virden i vdnstra diagrammet beror pa

att inga slutstorlekar 6verstiger h for den kombinationen av parametrar.
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Figur 31: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller dar
F =G =Po(Z),Z ~ Pareto($2%,2.7),n = 10000, h = 10 och s = 0.15. Rod graf visar
resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2 och svart
graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet for samtliga simuleringar (20 stycken
for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet av de
slutstorlekar som Gverstiger h. Saknade virden i vénstra diagrammet beror pa att inga

slutstorlekar 6verstiger h fér den kombinationen av parametrar.
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Figur 32: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller déar
F=G=Po(Z),Z ~ Pareto(%,l?),n = 10000, h = 1000 och s = 0.2. Rod graf
visar resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2 och
svart graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet f6r samtliga simuleringar (20
stycken for varje kombination av parametrar), medan vénstra grafen visar medeviirdet
av de slutstorlekar som overstiger h. Saknade virden i vdnstra diagrammet beror pa

att inga slutstorlekar 6verstiger h for den kombinationen av parametrar.
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Figur 33: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller dar
F =G =Po(Z),Z ~ Pareto(12%,2.7),n = 10000, h = 100 och s = 0.2. Rod graf visar
resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2 och svart
graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet for samtliga simuleringar (20 stycken
for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet av de
slutstorlekar som Gverstiger h. Saknade virden i vénstra diagrammet beror pa att inga

slutstorlekar 6verstiger h fér den kombinationen av parametrar.
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Figur 34: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller déar
F=G=Po(2),Z ~ Pareto(%,l?),n = 10000, h = 10 och s = 0.2. Rod graf visar
resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2 och svart
graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet for samtliga simuleringar (20 stycken
for varje kombination av parametrar), medan vénstra grafen visar medevirdet av de
slutstorlekar som 6verstiger h. Saknade virden i vinstra diagrammet beror pa att inga

slutstorlekar 6verstiger h fér den kombinationen av parametrar.
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Figur 35: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller dar
F = G = Po(Z),Z ~ Pareto(;2%,2.7),n = 10000, h = 1000 och s = 0.3. Réd graf
visar resultatet av simuleringar da I = 0, grén graf da I = 1, bla graf da I = 2 och
svart graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet fér samtliga simuleringar (20
stycken for varje kombination av parametrar), medan vinstra grafen visar medevirdet
av de slutstorlekar som overstiger h. Saknade vérden i vianstra diagrammet beror pa

att inga slutstorlekar overstiger h for den kombinationen av parametrar.
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Figur 36: Diagram som visar hur medelslutstorleken beror pa p, for modeller déar
F=G=Po(2),Z ~ Pareto(%,l?),n = 10000, h = 10 och s = 0.3. Rod graf visar
resultatet av simuleringar da I = 0, gron graf da I = 1, bla graf da I = 2 och svart
graf da I = 3. Hogra grafen visar medelvirdet for samtliga simuleringar (20 stycken
for varje kombination av parametrar), medan vénstra grafen visar medevirdet av de
slutstorlekar som 6verstiger h. Saknade virden i vinstra diagrammet beror pa att inga

slutstorlekar 6verstiger h fér den kombinationen av parametrar.
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