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Sammanfattning

Med de justerade sténgningspriserna for aktien AstraZeneca un-
der en given tidsperiod som utgéngspunkt berdknas logavkastning-
arna, vilka lagger grund for arbetets analys. Déarefter anpassas data
till ARCH(p) respektive GARCH(1,1), for tva olika férdelningsanta-
ganden. Fortsattningsvis skattas de dagliga Value at Risk-vardena pa
konfidensnivan 95%, dar utvéirdering av de fyra olika modellanpass-
ningarna utférs med hjilp av ett overtriddelsebaserat test, som sedan
evalueras med ett binomialtest. Slutsatsen av jaimforelsen blev att bada
modellerna, oavsett fordelningsantagande, presterade likvéardigt. Dock
kan en GARCH(1,1) anses vara ett mer passande val for studerad data
da den har férre parametrar.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige.
E-post: jacobmsand@gmail.com. Handledare: Filip Lindskog.



Abstract

Throughout this thesis the adjusted closing price of the stock AstraZeneca,
for a given time period, plays a central role. Firstly the log return is being cal-
culated for the data, which is later fitted to an ARCH(p) and GARCH(1,1)
model given two different distribution assumptions. Since the main purpose
is to compare how well the mentioned models can forecast next coming day’s
risk, daily Value at Risk is used as risk measure and calculated on a 95%
confidence level. With back testing the obtained models were then evalua-
ted by a violation-based test, where a binomial test determined which model
performed best for the selected data. Finally, after comparing the models
it was found that all models performed similarly, regardless of distribution
assumptions. However, a GARCH(1,1) model may be considered as more
preferable due to the fact that it has less parameters.
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1 Inledning

Det &r av bade privata och institutionella intressen det finns skél till att
prediktera uppgang, savil som nedgang, pa borsen for att kunna ta stéllning
till eventuell underliggande risk.

Value at Risk (VaR) har sedan borjan pa 1990-talet blivit ett matt som
flitigit anvénds for att méta risk pa finansiella marknader. Man anvénder
VaR for prediktion av den maximala férlusten som kan intréiffa under
normala marknadsforhallanden, givet att det existerar nagon form av
struktur i prissdttningen av en finanisell tillgang. Fenomenet av en sadan
prissdttning gar under bendmningen volatilitetsklustring, vilket &r vanligt
forekommande for avkastningsdata.

Volatilitetsklustring innebér att likartande forandringar {6ljs av varandra,
exempelvis att stora nedgangar foljs av stora nedgangar och sma
nedgangar foljs av sma nedgangar. Efter att detta fenomen observerats har
flertalet modeller tagits fram, just i syftet att kunna modellera den
underliggande strukturen hos volatiliteten. Dagens utbud av modeller &r
stort, men de modeller som kan anses anvéndas i storst utstrackning ar

ARCH (Robert F. Engle, 1982) och GARCH (Tim Bollerslev, 1986).



2 Mal och Syfte

I detta arbete kommer avkastningsdata fran likemedelsbolaget AstraZeneca
som ingar i OMX30, ett index fran Stockholmsbdérsen, att anvindas. Data-
materialet kan hamtas fran [1]. Tanken &r att modellera volatilitetsklustring-
en for att pa sa vis kunna prediktera risken, en dag framat i tiden, med hjilp
av riskmattet Value at Risk (VaR). Estimeringen av VaR kommer att ba-
seras pa modellerna ARCH(p) och GARCH(1,1), dér valet av GARCH(1,1)
motiveras med att dess parameterbestdmning kan vara kranglig, medan stan-
dardmodellen (GARCH(1,1)) huvudsakligen &r tillrécklig.

2.1 Syfte

Syftet med detta kandidatarbete &r att gora en jamforelse i hur vil model-
lerna ARCH och GARCH kan anvéndas for att estimera VaR. Att undersoka
hurpass vil modellerna &r lampliga for vald data, samt att utreda hur resul-
taten skiljer sig at.

2.2 Programvara

Programvaran som anvénts for analys i detta arbete dr R, ett mycket anvant
program for statistisk analys. R &r gratis och kan enkelt laddas ner fran
foljande lank:

https://cran.r-project.org
Istallet for att skriva vissa algoritmer sjalvstandigt har vissa fardiga paket

anvints, ndrmare bestamt rugarch (Alexios Ghalahos) och fGarch
(Diethelm Wuertz and Yohan Chalabi).


https://cran.r-project.org

3 Teoretisk bakgrund

Denna sektion har till syfte att redogora for vilka teoretiska verktyg och
formler som kommer vara anvindbara for arbetets analyser. D& syftet med
arbetet &r att jamfora VaR-estimering for volatilitetsmodellerna ARCH
och GARCH kommer teori anknuten till detta behandlas hir. Ovrig teori
som ocksa anses vara viktig for en god analys behandlas i Appendiz.

3.1 Avkastningsserier

Lat P; vara det dagliga stdngningspriset for en aktie vid tiden t. Den enkla
bruttoavkastningen mellan period ¢ — 1 och ¢ 4r d& definierad som

P

Ry 1. (1)

Tar man den naturliga logaritmen av den relativa avkastningen fas
logavkastningen som betecknas r;. Definitionen féljer nedan:

P,
re =log(1+ Ry) = log(Ptt1 ). (2)

3.2 Tidsseriermodeller

Om vi later {r;} vara en tidsserie som beskriver avkastningen hos, exempel-
vis, en aktie, definieras avkastningen {r;} vid tidpunkten ¢ som

{re} = + ar, (3)

dér py ar det betingade vintevirdet och a; &r feltermen med betingad
varians o7. Mer exakt dr da att

pe = Elry | Fii] (4)

och

o7 =Var(ry| Fi_1) = E[(a)® | F—1] (5)

(ty Elat | Fi—1]? = 0) déir Fy_; ér informationen tillgéinglig i tidpunkten
t—1.[1].

For att analysen i detta arbete skall kunna utforas krévs det att tidsserien
ar svagt stationdr. Om en tidsserie ry &r svagt stationér ska véntevérdet av
r¢, samt kovariansen mellan r; och r;_; vara tidsirrelevanta, for nagot
godtyckligt heltal I. Detta kan specificeras som [1] :



E[Tt] = K (6)

och

Cov(re,re—1) = Y1, (7)

dér p dr en konstant och v; enbart beror av [. Ekvationerna ovan séger
alltsa att en svagt stationér tidsserie beter sig likartat, oberoende av vilken
tidsperiod som observeras [2].

3.3 Autokorrelationsfunktion (ACF) och Partiell ACF (PACF)

Med hjilp av autokorrelationsfunktionen (ACF) for en svagt stationér tids-
serie {r;}1_; bestéims dess seriella korrelation. Givet att en sidan existerar
bestdms autokorrelationskoeflicienten mellan r; och r;_; av funktionen. Den-
na brukar kallas for lag-l. Ett vanligt sitt att definiera korrelationskoeffici-
enten mellan tva stokastiska variabler X och Y &r

B Cov(X,Y)
Py = VVar(X)Var(Y)

(8)

Givet Ekv.(8) och om man utnyttjar antagandet om att tidsserien dr svagt
stationér, dvs, Var(r;) = Var(ry—;) fas autokorrelationens skattning av
lag-l av

T _ _
b= Zt:l+1(7"t —7) = (r4— —7)

Sy (re —7)?2

For att bestdimma ordningen pa en AR(p)-modell anvénds i huvudsak den
partiella autokorrelationsfunktionen (PACF), vilken &r en funktion av dess
ACF [1]. Vi tittar nérmare pa en definition av PACF for att bestdmma
ordningen p hos en AR(p)-modell.

(9)

Vi later avkastningen {r;} beskrivas av foljande AR-modeller:

e = ¢o1 + P11 + e

Ty = P03 + 1,3 + P23 + P33 + €3



dér ¢ ; dr en konstant, ¢; ; koefficient till r;_; samt {ej;} feltermen for en
AR(j)-modell (Se avsnitt 3.4). Modellerna ovan ér i formen av en multipel
linjér regression dér parametrarna, exempelvis, skattas med
minstakvadratmetoden. Skattningen qgm kan ses som en estimering av
lag-1 for PACF tillhérande r;. Skattningen (51,1 tolkas som hur mycket r;_;
bidrar till nésta steg, r;. Darav bor lag-p for en modell av ordning p ej vara
lika med noll, medan skattningen ij,j bor vara néra noll for alla j > p. [1].

3.4 Autoregresiva modellen (AR)

En autoregressiv modell (AR) &dr nidr man utfoér regression pa tidigare ob-
serverade virden fran samma tidsserie. Det &r alltsa en representation av
en slumpmaéssig process som anvénds i avsikt for att beskriva beroendet av
den studerade variabeln och dess tidigare antagna virden. Da daglig avkast-
ning tenderar att visa, nagon, serie av autokorrelation anvinds alltsa AR-
modellen till att modellera det beroendet och for att forutsiga/bestimma
det betingade véantevérdet.

En AR-modell som beror pa sina r foregaende observationer kallas for en
AR-modell av ordning r och definieras matematiskt, i enighet med [1] som,

J
Tt = ¢o + Z GiTi—i + ay (10)

i=1

dir ¢¢ ar en konstant, ¢;(i =1, ..., j) koefficienter, samt a; en serie
#id-variabler med p, = 0 samt homogen o2 .

3.5 ARCH-modellen

Den autoregressiva betingade heteroskedasticitetmodellen (ARCH) anvénds
vid modellering av finansiell avkastningsdata som visar tendenser till vola-
tilitetskluster 6ver tiden. Den betingade variansen uttrycks som en linjéar
funktion av de foregaende kvadrerade residualerna. Den generella definitio-
nen av ARCH-modellen av ordning p, kan skrivas som i [1]

p
2 2
ay = Ot€p o; =ap+ E L€l (11)
i=1

dér {e;:} dr en serie iid-variabler med vintevirde 0 och varians lika med 1,
g > och a; > 0 for i > 0. Koefficienterna «; maste ocksa folja nagra
regularitetsvillkor for att forsidkra att den obetingade variansen foér oy &r
andlig.



3.6 GARCH-modellen

Oftast behover avkastningsdata manga p for att anpassas till en ARCH-

modell, och pa den grunden introducerades den generaliserade ARCH-modellen,

GARCH. T enighet med ARCH &ar d&ven GARCH ett viktat medelvirde av
foregaende kvadrerade residualer. GARCH har visats sig vara en effektiv
modell for att prediktera den betingade variansen och definieras som i [1]

P q
a; = o6y 02 = ag + Z al ; + Z Bjatz_j (12)
i=1 j=1
dér {e:} dr en serie oberoende och likaférdelade variabler med Ele;] = 0
maz(p,q)
och Var(e) = 1. Samt att a; >0 och 8 >0o0ch > (a;+p;) <1
i=1

3.7 Standardiserade residualer

For att utreda huruvida en modell lyckats fanga upp strukturen i data bor
modellens standardiserade residualer samt dess kvadrat att studeras, da des-
sa ska vara en serie oberoende och likafordelade stokastiska variabler. De
standardiserade residualerna definieras som

at

(13)

ay =
Ot
Foreligger det korrelation hos Ekv. (13) boér modellering av
véantevérdesstrukturen revideras. Kvadraten av de standardiserade
residualerna @; talar i sin tur om hur vil modellen fangat upp strukturen
hos den kvadrerade feltermen a?. I fallet dir detta inte kan ses bor ocksa
modellen revideras tills man ser att strukturen dr uppfangad. Se [1].

3.8 Value at risk (VaR)

Value at risk ar definierat som den maximala forlusten under en given tidspe-
riod med normala marknadsforhallanden, alternativt den minimala forlusten
under extrema marknadsforhallanden. VaR mojliggor att uttrycka framtida
vinster eller forluster hos en finansiell tillgang.

Matematiskt, givet konfidensnivan « € (0, 1) fas VaR for en portfslj, eller
aktie, med forlust L och konfidensniva « av det minsta [, sadant att
sannolikheten att forlusten L 6verskrider [ inte &r storre én 1 — «. En
generell definition av VaR &r

VaRy(L) =inf{le R: P(L>1)<1—a}

=inf{leR: Fr(l) > a} (14)



déar Fp, ar forlustfordelningen for L. Konventionellt anvinds virden pa o
som a = 0.95 eller a = 0.99.

Om det exempelvis dr en aktie som har en daglig 1% VaR pa 10.000
kronor, betyder det att aktien med en sannolikhet pa 1% minskar i virde
med minst 10.000 kronor éver en dag. En forlust pa 10.000 kronor, eller
mer, pa aktien forvintas alltsa intriffa pa 1 av 100 dagar. Detta pa grund
av 0.01 sannolikhet.

Vidare, i detta arbete, motsvarar forlustfordelningen fordelningen av de
negativa avkastningarna. Da analysen baseras pa icke-negativa
avkastningar innebér det att om VaR pa, exempelvis, nivan 99 % ges av
1%-kvantilen for de negativa avkastningarna ges motsvarande kvantil fér
de icke-negativa avkastningarna av 99%-kvantilen.

Slutligen, da arbetet fokuserar pa att prediktera VaR en dag framat i
tiden, givet information fran foregaende dag, kan vi skriva den betingade
prediktionen av VaR som

—VaR) g, = 41 + €a0ip1 (15)

déar F; ar information tillgdnglig i tidpunkten ¢ samt €, ar a-kvantilen for
de standardiserade residualerna. Se [2].

3.9 Back-testing av VaR

En metod for att utvirdera en estimeringsprocess dr back-testing. Proce-
duren gar till genom att man f6r varje dag jimfor den estimerade risken
med det faktiska utfallet, vilket resulterar i, med VaR som riksmatt, ett
overtradelsebaserat test som kan beskrivas som f6ljer.

Lat intervalllet [1,T] beteckna tidsintervallet fér given avkastningsdata,
ddr T ar antalet observationer. Sedan delas intervallet in i delintervall, dér
varje delintervall utgor ett test. Delintervallet [1,¢] utnyttjas for att
estimera risken i tidpunkten ¢ + 1, intervallet [2,¢ + 1] for tidpunkten t + 2.
Denna intervallindelningsstruktur f6ljs succesivt fram till den sista
uppdelningen [T — t,t — 1] for att estimera risken i tidpunkten 7" [2].

Att en Svertridelse sker innebir, givet att vi vid tidpunkt ¢ later VaR?,
vara a-kvantilen hos den betingade forlustfunktionen Fl, | 7,, dir F; dr
informationen tillgéinglig i tiden T, att {L;y1 > VaR.}. Vidare, om
overtridelsen betecknas av indikatorvariabeln I;11 = I, >vage , och om
forlusten L anses vara kontinuerlig, har vi att vantevardet blir

10



B[l | F] = P(Liy1 > VaR, | F) =1—a. (16)

I, 14 &r alltsa en Bernoulliférdelad variabel med parameter 1 — o. Och da
man vid back-testing summerar alla 6vertridelser, som i 6vrigt &r
oberoende och likaférdelade, ser vi att summan Y av dessa bildar en
binomialférdelning [2] ty

T
Y=Y IL~Bin(T—(t+1),1-p). (17)
i=t+1

Aterstaende efter att back-testing utforts &r att jimfora om resultatet
stammer Overens med det forvintade antalet 6vertridelser, och givet
binomialfordelningen kan detta veriefieras med hjilp av ett binomialtest.
Se Appendiz for en detaljerad beskrivning.
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4 Genomforande

I denna sektion behandlas analys och modellering av data. Inledningsvis
kommer en deskriptiv dataanalys att genomféras, for att sedan 6verga till
sjélva modelleringen.

Data som anvéants i detta arbete bestar av ett dataset dver den dagliga
enkla avkastningen fran likemedelsbolaget AstraZeneca Gver perioden
1993 — 05 — 17-2016 — 03 — 22, givande ett totalt antal av 5759 dagliga
avkastningar.

+
1

: My

]
W
-
| %\M "aT %ﬁ

s

1993-05-17 1998-07-28 2003-10-16 2009-01-05 2014-03-25

30
L

Justerat stagningspris
10 20
|

Datum

Figur 1. De justerade stéangningspriserna plottade mot datum for hela
tidsperioden.

4.1 Dataanalys

Innan data kan anpassas till de 6nskade modellerna bor vissa egenskaper hos
data kontrolleras, som exempelvis volatilitetsklustring, att volatiliteten ut-
vecklas over tiden pa ett kontinuerligt sdtt och att volatiliteten dr stationér,
d.v.s att den ror sig kring ett medelvirde som &r konstant 6ver tiden.

Ett forsta steg ar att logaritmera den enkla dagliga avkastningen, vilket
resulterar i 5759 observationer. Anledningen till detta dr att tidsserien da
anses vara svagt stationr [2].
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Figur 2. Logaritmerad daglig enkel avkastning som berdknats enligt (2)
plottad mot hela tidsperioden.

Av Figur 2 kan vi tyda att avkastningsseriens varians inte &r konstant,
vilket indikerar att det forekommer heteroskedasricitet. Det gar ocksa att
tyda tendenser till volatilitetsklustring, att det forekommer perioder av
hog volatilitet f6ljt av perioder med lagre. Dessutom kan det observeras att
det &r svart fran figuren att tyda huruvida u; kan antagas vara skilt fran
noll, eller ej, da avkastningen ror sig runt nollan 6ver hela tidsperioden.

Dérav, for att sikerstilla huruvida p, dr signifikant skilt fran noll eller ej
utfors ett t-test. For testet har vi att teststatistikan &r student t-fordelad
med 5658 frihetsgrader, se mer detaljer i Appendiz. Utfallet gav foljande

resultat, diar konvergens mot normalférdelnng utnyttjats pa grund av det
hoga antalet frihetsgrader:

T =2.0118 > 1.960 = t0,025(5658).

Vi ser alltsa att vi ej kan acceptera Hy : us = 0. Detta ger oss tva
mojligheter, att antingen acceptera Hy dndéa, pa grund av att T utfoll
sapass néra det teoretiska virdet (p-virde for testet blev 0.04429), eller att
modellera den underliggande véantevardesstrukturen. En modellering av
vintevirdesstrukturen skulle innebéra att vi far anpassa, exempelvis, en
AR-modell till data innan vi anpassar ARCH och GARCH. Av simplicitet
kommer vi att vilja det forsta, da en enklare modell &r att foredra.

Da vi onskar att beskriva volatiliteten 1 Ekv. (3), skall a; 16sas ut, vilket vi
gor genom att specificiera ekvationen for p;. For det dndamalet bors det
undersokas huruvida det féorekommer nagon form av seriell korrelation hos

13



avkastningsdata. Ett bra verktyg for detta dr att bestdmma
avkastningarnas ACF for ett tillrackligt antal lags. Genom att plotta ACF
tillsammans med utmalade konfidenslinjer gar det att avgéra om
korrelation féorekommer, detta ifall 5% av staplarna befinner sig utanfor
konfidenslinjerna.

e e |
[=+] [=+]
IS S 7]
w | ©
w © w © ]
2 < 2 <]
< S
N o~
= =000
e S :H‘Hl{lﬂ‘ﬂglﬂ@‘@@Hlfn_uz.t
I | I | I | 1 |
0 10 20 30 0 10 20 30
Lag Lag

Figur 3. Till viinster ACF for avkastningsdatan {r;} och {r?} till hoger.
De bla streckade linjerna dr 95%-iga konfidenslinjer.

Det kan med blotta 6gat vara svart att bedomma fran Figur 3 huruvida
5% av staplarna befinner sig utanfor konfidenslinjerna, eller ej. Av den
anledningen utfors ett kompleterande Ljung-Boxtest dar teststatistiskan
utfoll Q(9) = 21.426 med ett motsvarande p-viirde pa 0.01089, vilket talar
for att vi forkastar Hy : ingen autokorrelation, pa signifikansnivan 5%. Mer
om Ljung-Boxtestet i Appendiz

Till hoger i Figur 8 aterfinns ACF for {r?}, vilken kan anviindas for att
undersoka om det forekommer betingad heteroskedasticitet, som dven gar
under namnet ARCH-effekt [!] . Principen &r den samma, gar 5% av
staplarna 6ver de utmalade konfidenslinjerna férekommer betingad
heteroskedasticitet. Fran Figur 8 syns det tydligt att det sa gor, dédrav
utfors inget Ljung-Boxtest.

Ett sista steg innan paborjandet av modellering &r att undersoka den
underliggande férdelningen hos avkastningen, da detta maste specificieras
vid parameterskattningen. Ett mycket anvéndbart verktyg for detta &r
QQ-plotten. Lat Xy, ..., X, vara oberoende och likaférdelade
slumpvariabler med tillhérande observationer x1, ..., z,, dir n ar antalet
observationer. Ordningen av stickprovet &r x1, > ... > z, . Punkterna i
QQ-plotten dr paren:

14



n—k+1

(P

)7 wk,n)a (18)
dir F~1(-) &r kvantiler for referensférdelningen, xy, kvantiler fér den
empiriska férdelningen, dér k =1,...,n.

En QQ-plott jamfor alltsa de empiriska kvantilerna mot de teoretiska.
Visar det sig att dessa stimmer 6verens sammanfaller de approximativt
som en rét linje.

® o
- o -
(T3] un
w [ O -
2 o o
g w ‘;:J n
o 2 4 = 2 4
g < g <
[1) — —
w
n @ n
S S |
T le T le
T T T T T T T 1
-4 2 0 2 4 -20 0 10
Theoretical Quantiles t5

Figur 4. Det logaritmerade avkastningsdata plottad mot teoretiska
kvantiler for, till vanster, normal QQ-plott och, till héger, student
t-fordelning med 5 frihetsgrader.

Vi kan tyda fran Figur 4 att ry forklaras bést av en t-fordelning med 5
frihetsgrader, da vi ser att svansarna for avkastningen &r tyngre &n de for
normalfordelningen. Att den underliggande fordelningen forklaras bist av
just b frihetsgrader konstaterades efter att jamforelse med annat antal
frihetsgrader gjorts.

I praktiken &r dock normalférdelningsantagande frekvent forekommande,
och da fordelningen for avkastningen inte avvikit allt for mycket kommer
dven en jaimforelse mot normalfédelningen att goras, detta da vi inte kan
faststélla helt vilken den underliggande fordelningen é&r.

Nedan, i Tabell 1, foljer &ven nagra korta basfakta om 7. Skevhet och
kurtosis forklaras mer genomgaende i Appendizx.

Data Medel Sd Kurtosis Skevhet
AstraZeneca (r;) | 0.000446 | 0.016835 | 6.885223 | -0.1696891

Tabell 1: Deskriptiv statistik for den logaritmerade avkastningen.
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4.2 Modellanpassning

Det framgar inledningsvis av arbetet att volatiliteten hos avkastningsdata
skall modelleras med ARCH(p) och GARCH(1,1). Férst kommer ordningen
av ARCH(p) att bestimmas med hjilp av PACF, se avsnitt 3.3. Dérefter
kommer parametrarna for respektive modeller att skattas med maximum
likelihoodestimering (MLE), se Appendizx.

4.2.1 ARCH

Som diskuterades i teoridelen sa bestdms ordningen p hos en ARCH(p) med
hjélp utav dess partiella autokorrelationsfunktion for den kvadrerade avkast-
ningen. Den valda ordningen boér motsvara lag p, dir lag p ar skilt fran noll.
Dessutom ska lag > p + 1 vara approximativt lika med noll. Det betyder
saledes for var data, vilket kan tydas fran Figur 5, att ordningen pa ARCH-
modellen ska vara 11, da det dr det tolfte strecket som ér det forsta strecket
som tydligast &r néra noll.

Partial ACF

0.00 0.05

. |

i
—
—

|
—
—
—
—I

1

|

|

Lag

Figur 5. PACF f{or den kvadrerade avkastningen.

Efter att en ARCH(11) anpassats till avkastningsdata skattades dess
parametrar, med hjilp av maximum likelihoodmetoden bade for normal-
och t-fodelningen. Det visade sig dock att modellen kunde reduceras till en
ARCH(7) da resterande parametrar var insignifikanta pa en 95%-ig
konfidensniva, vilket konstaterades med hjialp utav ett t-test. I Tabell 2
visas skattningen av parametrarna som visade sig vara signifikanta.
Antalet frihetsgrader, betecknat df i tabellen, skattades i R med hjalp av
maximumlikelihoodmetoden.
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Parameter | Normalfodelning | t-férdelning (df=5.1)

6 0.0001 0.0001
o1 0.0851 0.1080
a2 0.1093 0.1302
as 0.1042 0.1020
ay 0.0849 0.0700
as 0.1021 0.0856
a6 0.0679 0.0657
ay 0.0742 0.0519

Tabell 2. Parameterskattningar for ARCH(7) f6r normal- respektive
t-fordelningsantagande. 6 ar interceptet.

For att utvirdera huruvida den anpassade modellen fangat upp den
underliggande strukturen hos data studeras de standardiserade
residualerna. Dessa ska da i sin tur vara en sekvens oberoende och
likaférdelade variabler. Som tidigare, i rapporten, utnyttjas ACF for att
studera detta.

1.0
1.0

ACF
ACF

0.0 02 04 06 08
00 02 04 06 08

Figur 6. Till viinster, ACF for @;. Till hoger, ACF for a7. Bada plottarna
ar fran ARCH(7)-modellen med normalférdelningsantagande.

Fran Figur 6 verkar det som modellen fangat upp strukturen i data,
motsvarande figur for t-fordelningen aterfinns i Appendixz. Men for
sikerhetens skull utfors, &ven hér, ett kompleterande Ljung-Boxtest. For
bada fordelningsantagandena utfsll teststatistikan Q(m) med foljande
vérden
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Fordelning ‘ Q(9) ‘ p-virde
Normal a; | 14.874 | 0.09446
Normal &% 12.769 | 0.1733
t-ford.a; 14.503 | 0.1055
t-ford. a7 | 11.374 | 0.251

Tabell 3. Visar viirden for Ljung-Boxstatistikan fér a; och a? fran
ARCH(7) med respektive p-virde for de olika fordelningsantagandena.

Av resultaet fran Ljung-Boxtestet kan vi konstatera att modellen fangat
upp den underliggande strukturen fran avkastningsdatan. Aterstaende ér
da att studera férdelningen hos de standardiserade residualerna, vilket gors
med QQ-plottar. Da vi &r intresserade av att prediktera risken hos aktien
ar huvudfokus pa hur punkterna i den nedre delen av svansen foljer linjen,
da ju béttre passning, desto béttre prediktion férvintas kunna goras.
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Figur 7. (a) QQ-plot f6r a; mot normalférdelningen och (b) QQ-plot for
a; mot t-fordelningen med 5 frihetsgrader. Bada plottarna ar fran
ARCH(7) med normalférdelningsantagande.

Vi ser fran Figur 7 att de standardiserade residualerna foljer
t-fordelningen betydligt béttre &n normalférdelningen. Detta resultat
stdmmer dven bra 6verens med de standardiserade residualerna fran
ARCH(7) med t-fordelningsantagande, dess plott utlimnas dérav fran
denna sektion och aterfinns i Appendiz.

4.2.2 GARCH

Som ndmndes inledningsvis dr antalet parametrar for en GARCH-modell of-
tast krangligt att bestdmma. Dérav valdes volatiliteten att modelleras med
en GARCH(1,1)-modell baserat pa normalfédelnings- och t-fédelningsantaganden.
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Parameterskattningarna for respektive fordelningsantagande aterfinns i
Tabell / nedan.

Fordelning ‘ 6 ‘ o ‘ B
Normal 0.00004 | 0.056484 | 0.92866
t-ford. (df=5.5) | 0.00002 | 0.048288 | 0.94231

Tabell 4. Parameterskattningar enligt MLE for GARCH(1,1) under
normal- och t-fordelningsantagande. 6 dr interceptet.

Ett modellkrav for GARCH(1,1) &r att o + 8 < 1, vilket vi ser &r uppfyllt
for bada fordelningsantagandena. Vidare aterstar att analysera modellens
standardiserade residualer for att se hur vél modellen fangat upp den
underliggande strukturen hos avkastningsdata. Antalet frihetsgrader for
t-fordelningen skattades d&ven hiar med maximumlikelihood-metoden.

S o ]
@ _| @
[=] [=]
w w
w S w S
2 < | 2 < |
(=] [=]
o~ o~
o o 7
g e e e e e o e g ::I._:':j:"‘J::[I':::
| T T | | T T 1
0 10 20 30 0 10 20 30
Lag Lag

Figur 8. Till viinster, ACF for ;. Till hoger, ACF for a7. Bada plottarna
ar fran GARCH(1,1)-modellen med normalférdelningsantagande.

Som kan tydas fran Figur 8 syns nagon Gvertriidelse, framfor allt hos a?.
Samma slutsats kan ocksa dras fran modellen med t-fordelningsantagande,
vars plott aterfinns i Appendiz. Fran Ljung-Boxtestet observerades foljande
varden som presenteras i tabellen nedan:

Fordelning ‘ Q(9) ‘ p-virde
Normal a; | 13.445 0.1435
Normal @? | 18.407 | 0.03074
t-ford.a; | 12.996 | 0.1628
t-ford. a2 | 23.02 | 0.006152
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Tabell 5. Visar viirden for Ljung-Boxstatistikan for @; och a2 fran
GARCH(1,1) med respektive p-viirde for de olika férdelningsantagandena.

Vi observerar fran Tabell 5 att modellen inte riktigt lyckats modellera den
betingade heteroskedaciteten, Detta kan resultera i att modellen inte
kommer utféra bra i back-testingen senare. Vi viljer trots allt att ga vidare
med modellen da, for bada férdelningsantagandena, det &r huvudsakligen,
for lags > 10 Overtridelserna sker. Lags av ldgre ordning tenderar ndmligen
att ha storre inverkan pa modellen, och &r dérav av storre betydelse. Att
. inte kunde pavisas vara signifikant skilt fran noll tycks inte haft nagon
storre inverkan, detta da Ljung-Boxtesten var signifikanta for a;.

Innan vi kan paborja back-testingen ska vi férst understka den
underliggande férdelningen hos a;. Vi plottar som tidigare mot bade
normal- och t-férdelningen i QQ-plottar.

[e] [e]
© o _
3 < g 8
T o .
=3
s . e o
2 /
E o ©
]
q‘_ —
© Q-
I *] =]
I ! | | Tl |
-4 2 0 2 4 -6 -2 2 46
(a) (b)

Figur 9. (a) QQ-plot f6r a; mot normalférdelningen och (b) QQ-plot for
a¢ mot t-fordelningen med 5.5 frihetsgrader. Bada plottarna &r fran
GARCH(1,1) med normalférdelningsantagande.

Vi ser i Figur 9 vad som konstaterades for ARCH(7)-modellen, ndmligen
att a; foljer t-fordelningen betydligen béttre &n normalférdelningen.
QQ-plotten for GARCH-modellen med t-férdelningsantagande aterfinns i
Appendiz.
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5 Resultat

I denna sektion kommer resultaten av analysen att presenteras, foljt av en
diskussion dér slutsatser om hur de olika modellerna presterade.

5.1 Back-testing

For att kunna utfora back-testing delar vi in avkastningsdatan i tva delar,
dér de 500 forsta observationerna kommer att utnyttjas i ett rullande
fonster for att prediktera risken en dag framat. Darefter jamfors varje
prediktion med respektive utfall, de 5259 kvarvarande observationerna. I
testet estimeras VaR pa en 95%-ig niva, det vill siga att sannolikheten att
den faktiska forlusten inte 6verskrider prediktionen dr 95%. Vi forvantar
oss alltsa att 5% av utfallen kommer 6verskrida prediktionen, déirav kan
alltsa estimaten ses som ett 95%-igt ensidigt konfidensintervall.

For att avgora huruvida resultatet av back-testing ar signifikant jamfors
om antalet observerade Gvertridelser 6verensstdmmer med forvintade
antalet 6vertradelser, och givet binomialférdelningen tillimpas ett
binomialtest for att verifiera detta. Se Appendiz for mer information.

I Tabell 6 nedan aterfinns resultatet fran back-testingen fran samtliga
modeller.

Fordelning Modell Forvintade overtr.  Overt.(%)  p-viirde
Normal ARCH(7) 262.9 243 (4.6%) 0.2172
t-ford. ARCH(7) 262.9 286 (5.4%)  0.1455
Normal. GARCH(1,1) 262.9 249 (4.7%) 0.393
tford.  GARCH(L,1) 262.9 275 (5.2%)  0.4476

Tabell 6. Resultaten fran back-testingen for samtliga modeller. p-virdena
som presenteras dr erhallna fran binomialtestet.

De p-varden som presenteras i Tabell 6 motsvarar hur sannolika de
observerade utfallen dr, givet att en 6vertridelse ses som ett lyckat utfall

for en binomialférdelning med p-véarde 0.05.

Grafiskt kan vi ocksa se resultatet av back-testingen i figurerna nedan.
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Figur 10. Visar grafiskt resultatet fran back-testingen av
ARCH-modellen. Till vénster, t-fordelningsantagandet och till hoger,
normalfordelningsantagandet.
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Figur 11. Visar grafiskt resultatet fran back-testingen av
GARCH-modellen. Till vanster, normalférdelningsantagandet och till
hoger, t-fordelningsantagandet.
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6 Slutsats

Aven om p; kunde pavisas vara signifikant skillt fran noll verkar inte en
ytterligare modellering av vantevardesstrukturen inte ha behovts, detta da
samtliga modeller presterade bra i back-testingen.

For bade avkastningsdata, samt residualerna fran ARCH(7)- och
GARCH(1,1)-modellerna, har vi kunnat tyda fran QQ-plotarna att den
underliggande fordelningen forklaras béattre av t-férdelninen &dn
normalférdelningen. Av de erhallna p—vérden fran back-testingen kunde vi
konstatera att samtliga modeller klarat testet, da alla p-vdrden var storre
dn 0.05. Samtliga modeller estimerar alltsa VaR bra, oavsett
fordelningsantagande, da vi inte ser nagra tendenser till 6verestimering av
risken da det procentuella antalet 6vertradelser ligger vildigt néra det
forviantade. Dock kunde vi se att normalférdelningen f6r ARCH-modellen
gav ett relativt béttre resultat, medan for GARCH-modellen gav
t-fordelningen ett som nért béttre resultat, oavsett vad som konstanterades
inledningsvis.

En potentiell forklaring till att modellerna presterat bra kan vara den
studerade aktien inte verkar ha paverkats lika mycket, relativt till andra
aktier, utav finanskrisen som intréiffade 2008, vilket kan tydas fran Figur 1.
Ytterligre en verifieringsmetod dr att simulera data fran en ARCH(7)-,
respektive GARCH(1,1)-modell och jamfora antalet dvertrédelser fran
dessa modeller.

Da bada modellerna presterade relativt lika kan det vara svart att avgora
vilken modell som anses vara mest lamplig. Av simplicitetsskél kan, i detta
fall, en GARCH(1,1) anses vara mest lampad for vald data, antingen med
normal- eller t-fordelningsantagande. Detta da modellen visats prestera
bra, trots 6vertriddelserna hos ACF for det kvadrerade standardiserade
residualerna. Och huvudsakligen motiveras det med att det &r férre
parametrar som behdver skattas och dess p-virden fran back-testingen
visade sig vara nagot mer signifikanta #n de for ARCH(7).

Det skulle vara intressant att underscka hur modellerna skulle prestera om
viantevirdesstrukturen modellerats for data innan anpassningen till ARCH,
respektive GARCH skedde. Da vi ocksa kunde konstatera att
GARCH-modellen inte fangade upp volatilitetsstrukturen helt, skulle en
annan parameterkombination ocksa vara av intresse.
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7 Appendix

7.1 T-test

Lat x = x4, ..., x, vara ett stickprov realiserat fran en normalfordelning
N(u,0?). Viss vi vill gora inferens pa p dir o2 #r okint utnyttjar vi
t-statistikan, vars teststorhet under Hy: g = pg, med alternativhypotes
Hy: p# po &r

X — po
T=—F0 yn—1) (19)
S(X)/vn
dar S(X) dr stickprovsvariansen och n stickprovsstorleken. Statistikan &r
t-fordelad med n — 1 frihetsgrader och Hy forkastas om | T' < t,/2(n — 1),
ddr « dr konfidensnivan. [3]

7.2 Binomialtest

Vilket konstaterades i avsnitt 3.11 foljer alltsa antalet vertridelser en
binomialférdelning, dér sannolikheten, givet Y ~ Bin(n,p), dér n &r
antalet observationer och p sannolikheten for 6vertridelse, att k
overtradelser intraffar definieras som

n

P == (1)t -pr (20)

Hypoteserna for binomialtestet kan antingen vara en- eller tvasidiga. Fokus
i denna rapport kommer dock enbart att ligga pa tvasidga hypoteser, da
riskerna varken skall under- eller 6verkastas. De definieras som foljer:

Hy:p=1—a Hjp:p#1-—aq, (21)

dér o ar signifikansnivan. Vid utvérdering av binomialtesten genom
rapporten kommer p-virden betraktas, dir héga p-véarden indikerar en bra
modell, medan p-vérden ldgre &n 0.05 respektive 0.01 svarar mot att Hy
forkastas. [5] och [6].

7.3 Ljung-Boxtest

Ljung-Box test anvéinds for att testa signifikansen av
autokorrelationskoefficienten. Teststatistikan for Ljung-Box test definieras
som [!]
m.o 9
= N(N +2 ! 22
Qum) = N(V +2) 3 (22

=1
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dér N &r antalet observationer, m antalet lag som testas och g
autokorrelationskoefficienten vid lag m. Nollhypotesen for testet uttrycks
Hy:p1=...=pmn =0, diar Q(m) foljer, under Hy, en asymptotisk
x2(m)-fordelning (m frihetsgrader).

Vilket m som anvénds for testet bestdms oftast genom att ta den naturliga
logaritmen av antalet observationer. Nollhypotesen forkastas om
Q(m) > x2(m), déir « ir signifikansnivan.

7.4 Skevhet och kurtosis

Lat zq,...,xn vara ett stickprov fran X med N observationer. Da &r
stlckprovets skevhet S och kurtosis K definierat som enligt [1]

=1 3 1) 2
—WZ(%—M) (23)

N
K= g (2 (24)

N —-1)6
n=1

d#ir 1 dr stickprovets vinteviirde samt 62 variansen. Referensmiissigt séger
man att skevhet for ett normalférdelat stickprov &r 0 och kurtosis 3. Har
ett stickprov kurtosis hogre dn 3 kallas detta leprokurtosis, och forklaras
eventuellt battre av en t-fodelning.

7.5 Maximum Likelihoodestimering MLE

Idén bakom denna metod &r att skatta parametrarna som maximerar
sannolikheten av de observerade virdena. Givet
normalfordelningsantagande for €;, har en ARCH(m)-modell
likelihoodfunktionen definierad som [!]

flax,...ar | &) = flar | Fr—1) flar—1 | Fr—z)...f(ams1 | Fin) fla1, ... am | o)

T 2

H wp(—

27r0t 20}
dir a = (o, ..., )" och f(ay,...,anm | &) dr det sammansatta
téathetsfunktionen for aq, ..., a,,. De stkta parametrarna ar o = («p, ..., Q)
och at2 = oy + aroy_1 + ... + apmog_ym. Da den exakta formen av
flay,...,am | @), oftast, ar komplicerad utelimnas den. Framfor allt da
stickprovsstorleken ér tillrackligt stor. Den resulterande
likelihoodfunktionen blir saledes

) X flay,....,am | @) (25)
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T
1 a?
flama,ar | @, a1, am) = H eo:p(——tQ). (26)

2
=1 /2Tmo}

For att skatta parametrarna maximeras likelihoodfunktionen genom att
utnyttja de partiella derivatorna. Da det &ar ekvivalent att maximera den
betingade likelihoodfunktionen och dess logaritm foéredras, normalt sett,
det sistnamnda dé den dr mer hanterbar. Den betingade
log-likelihoodfunktionen skrivs som

T
1 9 1 a?
Hamat, ot | o a1, .yam) = — Z [Eln(at) + 5072} (27)
t=m+1
l(am+1,--yar | @yaq,...,an) deriveras sedan med hénsyn till a. De

partiella derivatorna sétts darefter lika med noll, vilket leder till ett
ekvationssystem som loses med hénsyn till a. [1]

Principen for parameterskattning hos GARCH(1,1)-modellen &r
densamma, da samma metod anvénds. [1]

7.6 Figurer

< ] Q]
@ @
[=] [=]
w w
w S w S
2 < | 2 < |
[=] [=]
o o
(=) (=)
(=] He =5 = - 1= ==T 32 =Tr =" H====-=-4-d4-=--7 ==
O' LY by LA § | —— L ) R g _____ j_il _______
| T T | | T T 1
0 10 20 30 0 10 20 30
Lag Lag

Figur A1l. ACF for de standardiserade residualerna for ARCH-modellen
med t-fordelningsantagande
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Figur A2. QQ-plott med (vénster) normalfordelningen och (hoger)
t-fordelningen for de standardiserade residualerna fran ARCH-modellen.
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Figur A3. ACF f{or de standardiserade residualerna for GARCH-modellen
med t-fordelningsantagande
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Figur A4. QQ-plott med (vénster) normalférdelningen och (hoger)
t-fordelningen for de standardiserade residualerna fran GARCH-modellen.
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