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1 Introduktion

Bakterien Streptococcus Pneumoniae (pneumokocker) är en vanligt före-
kommmande luftburen smitta som kan ge upphov till allvarliga sjukdomar
såsom lungin�ammation. De �esta som bär på en infektion utvecklar dock
aldrig några symptom utan fungerar istället som e�ektiva smittospridare.
Vid sjukdom behandlas bakterien med antibiotika, traditionellt penicillin
i första hand, vilket de senaste årtiondena har lett till ett växande globalt
problem med framkomsten av bakteriestammar med förhöjd resistens mot
penicillinbehandlingar. Ett mått på nivån av resistens mot en antibioti-
ka hos en bakterie är MIC (Minimum Inhibitory Concentration), som för-
enklat beskriver den koncentration av en viss antibiotika som krävs för att
hämma bakteriens tillväxt. För pneumokocker har man länge klassi�cerat
bakterier med MIC ≤ 0.06 µg/mL som penicillin-mottagliga, MIC mellan
0.12 och 1 µg/mL som intermediärt resistenta och som resistenta om MIC
≥ 2 µg/mL. (Centers for Disease Control and Prevention, 2015; Hjálmars-
dóttir and Kristinsson, 2013)

Förekomsten av pneumokocker med förhöjd resistens varierar kraftigt mel-
lan olika länder. Inom Europa är andelen observerade infektioner så låg
som 0%-10% i exempelvis Nederländerna, Sverige och Tyskland medan den
i Frankrike kan ligga så högst som mellan 25% och 50% (European Centre
for Disease Prevention and Control, 2011). Orsakerna bakom dessa olika ni-
våer är antagligen många, men ett samband mellan antibiotikaförbrukning
och utveckling av resistens är välkänt (Schrag et al., 2000).

Förhöjd antibiotikaresistens orsakas ytterst av genetiska förändringar in-
om en bakterie, som sedan sprids genom celldelning eller genutbyte med
andra bakterier. Hur vanliga sådana genetiska förändringar är och vilken
roll de spelar för spridning av resistenta bakterier i en mänsklig befolkning
varierar för olika bakteriearter. Om mutationerna är vanligt förekomman-
de kan det innebära att enskilda resistenta bakterier ofta uppstår isolerat
och kan föröka sig i en individ när antibiotikabehandling eradikerar de icke-
resistenta bakterierna. För pneumokocker är detta dock troligtvis inte fal-
let, de genetiska förändringar som krävs för att ge förhöjd resistens verkar
snarare uppstå relativt sällan och istället få stor spridning genom kloner
från ett begränsat antal resistenta bakteriestammar. Övergången från att
bära på en penicilllinmottaglig pneumokockinfektion till en resistent kan
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då ske dels genom att behandling eradikerar den ursprungliga infektionen
och att personen under behandlingen blir infekterad på nytt med en resi-
stent stam, dels genom så kallad avmaskering. Avmaskering syftar på att
personen från början bar på en dold resistent stam i låga koncentrationer
jämfört med huvudinfektionen, och att denna dolda infektion i och med
behandlingen helt ersätter den icke-resistenta stammen. På grund av det-
ta tar vi inte med någon mutationsmekanism när vi beskriver vår smitt-
spridningsmodell i avsnitt 3, utan intresserar oss istället för att modellera
förekomsten av dolda infektioner. (Schrag et al., 2000)

1.1 Syfte och frågeställningar

Syftet med uppsatsen är att undersöka hur en stokastisk epidemisk modell
på en social slumpgraf med hushållsstruktur och åldersindelning i barn och
vuxna kan beskriva spridningen av antibiotikaresistenta bakterier. Speci�kt
behandlar vi penicillins påverkan på pneumokocker, men arbetet bör utan
större problem kunna generaliseras till andra typer av bakterier och anti-
biotikor. Vi är särskilt intresserade av att undersöka e�ekten av förbruk-
ningsnivån av penicillin i ett samhälle. Vilka nivåer av förbrukning krävs
egentligen innan resistenta bakterier blir ett allvarligt problem, och vad
krävs för att de ska dö ut? Hur påverkar den typiska tidslängden för anti-
biotikabehandlingar? Hur viktiga är de dolda infektionerna för resistens-
spridning? Vilken inverkan har storleken på skolklasser för utvecklingen av
resistens, kan mindre barngrupper utgöra en e�ektiv strategi för att mot-
verka spridning?

1.2 Uppsatsens struktur

Uppsatsens fortsättning har följande upplägg.

I avsnitt 2 beskriver vi den matematiska modell vi använder för att ta fram
den sociala slumpgraf vi senare använder för smittspridning. I 2.2-2.4 tar vi
fram en generell hushålls- och kon�gurationsmodell med två nodtyper, för
att i 2.5 konkretisera och kvanti�era den exakta modell vi sedan använder i
resten av arbetet.



5

Avsnitt 3 behandlar själva smittspridningsmodellen, där vi under 3.2-3.4
beskriver en kompartmentmodell för samtidig smittspridning av två olika
infektioner på ett nätverk med antibiotikabehandling som en bakgrunds-
process. Under 3.5 speci�cerar vi den speci�ka grundmodell vi sedan an-
vänder för de �esta av våra simuleringar.

I avsnitt 4 beskriver vi resultaten av simuleringar av smittspridningsmo-
dellen från avsnitt 3, utförda på ett nätverk genererat enligt modellen från
avsnitt 2, i syfte att försöka svara på arbetets frågeställningar. Uppsatsen
avslutas med diskussion kring resultat, antaganden och svagheter med mo-
dellen, samt hur arbetet skulle kunna förbättras och byggas vidare på.

2 Slumpgrafsmodellen

2.1 Kort om slumpgrafer

I det här arbetet ska vi behandla en epidemisk modell där den bakteriella
smittspridningen sker mellan individer på ett socialt nätverk, represente-
rat av en graf G(V,E), där V är mängden av noder i grafen (motsvarande
individer i det sociala nätverket) och E en mängd av nodpar eller kanter
mellan noderna (motsvarande sociala relationer mellan individer).

Den enklaste typen av slumpgraf för en epidemisk modell är Bernoulligra-
fen, också känd som en Erd®s-Renyi-graf efter sina två upp�nnare. Detta
är en graf på N noder där kontakterna på nätverket väljs ut genom att en
kant mellan varje möjligt nodpar bildas med en �x sannolikhet r/N , r > 0,
där vi delar med N så att en nods gradtal inte beror på den totala befolk-
ningen (då vi antar att N är stort nog bör storleken av en persons sociala
sfär rimligen ha en övre begränsning oberoende av befolkingsstorleken).
Med andra ord väljs varje kant ut i enlighet med ett Bernoulliförsök med
parameter r/N , varav namnet Bernoulligraf. Med denna metod fås därmed
att en nods gradtal, eller antal kontakter på nätverket, blir binomialförde-
lat med parametrar N − 1 och r/N . (Deijfen, 2000)

Bernoulligrafen har fördelen att vara enkel att arbeta med men den miss-
lyckas med att fånga upp vissa viktiga egenskaper hos sociala nätverk. En
sådan egenskap är transitivitet, med vilket vi syftar på att personer ofta
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känner varandra genom en gemensam vän, så att verkliga sociala nätverk
innehåller många �vänskapstrianglar�. Eftersom alla kanter bildas obero-
ende av varandra i Bernoulligrafen så kommer denna, asymptotiskt, inte
visa upp detta mönster. Vi ska inte behandla transitivitet närmare i denna
uppsats, utan fokuserar istället på större gruppstrukturer.

En annan egenskap Bernoulligrafen inte fångar upp är nämligen indelning-
en av individerna på ett nätverk i mindre sociala grupperingar, såsom fa-
miljehushåll eller skolklasser, inom vilka alla känner alla. Sådana grupper
är intressanta ur epidemisk synvinkel eftersom de ofta underlättar sprid-
ningen av infektioner. En modell som behandlar denna egenskap är den så
kallade hushållsmodellen. Den grundläggande modellen (som vi fortsätt-
ningsvis kallar standardhushållsmodellen) beskrivs enligt följande. Låt in-
dividerna på nätverket representeras av N stycken noder och dela in dessa
i N/k kompletta k-subgrafer, för något positivt k betydligt mindre än N .
Vi ska förstå detta som att alla individer på nätverket delas in i en social
gruppering om k individer, där alla medlemmar i samma gruppering har
kontakt med varandra. Unionen av dessa subgrafer låter vi bilda grafen
Gh. Oberoende av Gh bildar vi dessutom en Bernoulligraf Gg med samma
N ingående noder som tidigare, med kantsannolikheten r/N enligt tidiga-
re. Denna �globala� graf representerar vänskapsrelationer mellan personer-
na i de olika grupperingarna, genom vilka en infektion kan spridas mellan
gruppstrukturerna. Den slutliga slumpgrafen G fås sedan genom att lägga
ihop kanterna i Gh och Gg. (Deijfen, 2000)

Vi beskriver i följande delavsnitt en utökad version av hushållsmodellen
där vi delar in noderna i olika typer, motsvarande åldersgrupper, tillåter
gruppstorlekarna att variera samt konstruerar den globala grafen Gg enligt
en alternativ metod. Vi visar dessutom att standhardhushållsmodellen fås
som ett specialfall av den utökade modellen.

2.2 Flertypshushållsmodell

Vi tittar alltså på en nätverksmodell representerad av en graf, där noder
(individer) i nätverket tilldelas en av två nodtyper, motsvarande individens
åldersgrupp (barn respektive vuxna). Vi de�nierar här barn som personer
i åldern 0-14 år, och vuxna som personer 15 år och uppåt. Dessutom delas
individerna in i mindre och icke-överlappande grupper (motsvarande skol-
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klasser och arbetsplatser) inom vilka vi har homogen blandning. För en-
kelhetens skull gör vi antagandet att varje gruppering enbart består av in-
divider från samma nodtyp. Olikt standardhushållsmodellen låter vi grup-
pernas storlek variera enligt någon fördelning. För de globala kontakterna
tillåter vi förstås kontakter mellan olika nodtyper, dvs. mellan skolor och
arbetsplatser.

Låt N vara den totala mängden av individer i nätverket, och Ni mängden
med noder av typ i (där i = 1, 2), med N = |N | och Ni = |Ni|. Vi väl-
jer antalet grupperingar av typ i (en typ-1-grupp är en skolklass, typ-2 en
arbetsplats) som ett �xt heltal större än 0 och betecknar detta tal m(i). Vi
låter H(i) vara storleksfördelningen för grupperingar av typ i, med utfall
h
(i)
t (t = 1, . . . ,m(i)) för de enskilda grupperingarna. De grundläggande

krav vi ställer på H(i) är att fördelningen ska vara diskret med stöd på de
positiva heltalen samt att dess väntevärde och varians existerar ändligt.
För att modellen ska ge giltiga asymptotiska resultat visar Ball, Sirl, and
Trapman (2010) att det är tillräckligt att utöver detta införa en övre be-
gränsning av de tillåtna hushållsstorlekarna, ett maximum som vi kallar
hmax.

Kravet på en maximal hushållsstorlek är inte strikt nödvändigt men fallet
utan en sådan övre begränsning innebär att mer matematiskt komplicerade
krav på modellen måste införas, varför vi väljer att i denna uppsats inte ge
oss i kast med det fallet. För detaljer se Ball, Sirl, and Trapman (2010).

Om vi betecknar antalet grupper av typ i och storlek k (där k = 1, 2, . . . , hmax)
som m

(i)
k , kan vi skriva detta tal som m

(i)
k =

∑m(i)

t=1 1k(h
(i)
t ), där vi använder

indikatorfunktionen

1k =

{
0, om h

(i)
t 6= k,

1, om h
(i)
t = k

.

Vi kan då skriva totala antalet i-noder som Ni =
∑

k k ·m
(i)
k =

∑
k

∑m(i)

t=1 k ·
1k.

Låt det fullständiga nätverket representeras av grafen G = G(N , E), där
E är mängden av kanter. Vi låter som tidigare grafen G vara unionen av
Gh och Gg, vars betydelse är oförändrad från standardhushållsmodellen. Vi
börjar med att titta närmare på Gh nedan.
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Låt K(i)
k vara en komplett graf på k stycken i-noder. Låt även nK(i)

k be-
teckna unionen av n stycken sådana grafer. Vi kan då skriva grafen av alla
kompletta typ i-subgrafer i G som en union enligt

G(i)h := ∪km(i)
k K

(i)
k .

Med detta får vi sedan hela grafen av inom-gruppkontakter som unionen av
sådana grafer för varje grupptyp i enligt

Gh = ∪iG(i)h .

Med gruppkontakterna avklarade går vi över till de globala kontakterna
i Gg. Låt G(i,j)g := G(Ni ∪ Nj, Ei,j) beteckna grafen med globala kontak-
ter (kanterna i Ei,j) mellan individer i typ i-grupper med individer i typ
j-grupper, där i och j kan vara samma. Eftersom kanterna i Ei,j1 och Ei,j2
inte överlappar varandra för j1 6= j2 och eftersom N = ∪iNi så får vi grafen
med alla globala kontakter i G som unionen

Gg = ∪i≤jG(i,j)g .

2.3 Fördelningen av globala kontakter

I standardhushållsmodellen är grafen Gg med globala kontakter en Ber-
noulligraf på alla noder i N . Detta gör modellen enkel såväl matematiskt
(vår notation ovan med G(i,j)g blir då onödig tex.) som implementerings-
mässigt, men den blir antagligen inte särskilt realistisk. För detta arbete
är det önskvärt om vi kan åstadkomma en modell där kontakterna mellan
de olika typen av grupper (dvs. skolklasser till skolklasser, arbetsplatser till
arbetsplatser, samt skolklasser till arbetsplatser) följer olika fördelningar.
Detta för att re�ektera studier (Mossong et al., 2008) som visar att perso-
ner främst umgås inom sin åldersgrupp och har olika typer av kontakter
beroende på ålder, samt för att exempelvis undvika orimliga utfall som att
barn helt saknar vuxna kontakter i befolkningen.

För att åstadkomma en mer realistisk representation av globala kontak-
ter vänder vi oss till en version av den så kallade Kon�gurationsmodellen
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(se Ball, Sirl, and Trapman (2010)) som anpassats till en modell med �era
nodtyper (Ball and Sirl, 2012). Principen är att kanterna mellan noder av
samma typ i bildas genom att först tilldela varje i-nod ett gradtal genom
någon gradfördelning, dvs. vi bildar en mängd bestående av `halvkanter'
(ena noden i en kant). Sedan väljs kanterna ut genom att på ett likformigt
sätt para ihop dessa halvkanter med varandra. För kanter mellan i- och
j-individer (i 6= j) bildar vi först halvkanterna för i-noderna från en grad-
fördelning, och halvkanterna för j-noderna från en annan fördelning. Sedan
kombineras dessa likformigt tills varje halvkant av den ena typen parats
ihop med en halvkant av den andra typen. Eventuella överblivna halvkan-
ter bortses sedan ifrån.

Mer formellt, låt D(i) = {D(i)
1 , D

(i)
2 } vara uppsättningen gradfördelningar

för noder av typ i, där D(i)
j är i-noders gradfördelning för kontakter med

j-noder, där vi naturligen kräver att stödet för en sådan fördelning består
av någon delmängd av de icke-negativa heltalen, så att

P (D
(i)
j = k) = pk,

där pk ∈ [0, 1], för k = 0, 1, . . . . Eftersom vi inte vill att en individs gradtal
ska bero på befolkningsstorleken, måste varje D(i)

j vara oberoende av N
och därmed m(l) (för l = 1, 2). Vi kräver dessutom att fördelningarna har
ändliga väntevärden och varianser. Låt

d
(i)
j = {d(i)j,1, d

(i)
j,2, . . . , d

(i)
j,Ni
}

vara en gradsekvens dragen från D(i)
j , och nk ∈ Ni vara en i-nod med grad

d
(i)
j,k. Om j = i får vi då kantmängden E ′i,i genom att på något likformigt

sätt slumpa fram par av de
∑

k d
(i)
i,k halvkanterna. Om vi har ett udda antal

halvkanter bortser vi från den halvkant som i denna process blir över.

För situationen j 6= i bildar vi gradsekvenserna d
(i)
j och d

(j)
i , för att få

mängderna med halvkanter av typ i→ j respektive typ j → i. Sedan bildar
vi kantmängden E ′i,j genom att med en likformig metod slumpa fram par

av de
∑

k d
(i)
j,k och

∑
l d

(j)
i,l halvkanterna av respektive typ, tills alla halvkan-

ter av någon av typerna parats ihop med en halvkant av den andra typen.
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I det troliga fallet att det då �nns kvar oparade halvkanter av den andra
typen bortser vi helt enkelt ifrån dessa. (Ball and Sirl, 2012)

Med den metod som beskrivits ovan för att bilda globala kanter får vi att
en kantmängd av typen E ′i,j(1 ≤ i, j ≤ 2) inte nödvändigtvis ger upphov
till en enkel graf (en graf där ingen nod har en kant till sig själv, en så kal-
lad loop, och där två noder har högst en kant mellan sig), då upprepade
kanter och, i fallet i = j, loopar kan förekomma. Vi väljer att helt enkelt
kasta bort sådana kanter för att bilda den slutliga kantmängden Ei,j, så
att grafen G(i,j)g ändå blir enkel. Detta motiveras med att sannolikheten för
loopar och upprepade kanter går mot noll då befolkningen växer mot oänd-
ligheten, vilket inses på följande sätt. Vi har att varje gradsekvens d(i)

j är
oberoende av antalet individer i befolkningen, samt att en gradfördelnings
varians Var(D(i)

k ) < ∞, vilket innebär att när antalet typ i-individer går
mot oändligheten, eller ekvivalent m(i) → ∞ så går sannolikheten att para
ihop en halvkant av en viss i-nod med en annan halvkant av samma nod
mot noll. Enligt samma resonemang går sannolikheten att upprepade gång-
er para ihop en halvkant av någon nod n1 med en halvkant av någon nod
n2 mot noll, då alla m(i) → ∞, (i = 1, 2). Tack vare att vi har en maximal
hushållsstorlek hmax inser vi då dessutom att globala kanter inom ett och
samma hushåll på samma sätt blir glest förekommande när Ni blir stort.

2.4 Standardhushållsmodellen ett specialfall

Om vi �xerar antalet nodtyper i vår �ertyphushållsmodell till 1, �xerar an-
talet grupper och låter alla dessa ha samma konstanta storlek, inser vi att
den grundläggande hushållsmodellen från avsnitt 2.1 kan fås som ett speci-
alfall av vår mer omfattande modell. För att se detta låter vi alltså antalet
nodtyper J = 1, så att vi får totala antalet hushåll som m = m(1). Vi sät-
ter nu dessutom alla hushåll till samma storlek, säg en konstant c, så att
m = mc. För att bilda grafen Gg med globala kontakter låter vi gradfördel-
ningen D = D(1) = D

(1)
1 vara en binomialfördelning enligt

D
(1)
1 ∼ Bin(N, r/N),

där 0 < r < N . Från denna gradfördelning får vi då gradsekvensen d =
d
(1)
1 = {d(1)1,1, d

(1)
1,2, . . . , d

(1)
1,N}. Genom att likformigt para ihop de

∑N
k=1 d

(1)
1,k
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halvkanter vi därmed får, där vi precis som förut bortser från eventuella
loopar eller upprepade kanter, inser vi att varje kant i Gg (asymptotiskt)
genererats enligt en Bernoullifördelning med sannolikhet r/N . Vi får på
detta sätt en slumpgraf med N individer uppdelade på m kompletta sub-
grafer av storlek c, med en global kontaktgraf där kanterna mellan nodpar
valts ut enligt en Bernoullifördelning, vilket motsvarar standardhushållsmo-
dellen.

2.5 Fördelningsantaganden och parameterskattningar

Vi kommer ihåg att vi infört en övre begränsning hmax på alla gruppstor-
lekar. Utan någon närmre motivering väljer vi att för våra simuleringar i
avsnitt 4 låta denna vara hmax = 100. För att avgöra en lämplig fördel-
ning H(1) för gruppstorlekarna för typ 1-individer, dvs. för dagis- och skol-
klasser, har vi lyckligtvis verklig statistik att luta oss på. Från Skolverket
(2014) får vi att det i genomsnitt gick 19 elever i en svensk grundskoleklass
läsåret 2013/2014. Ännu en rapport från Skolverket (2016) visar dessutom
att den genomsnittliga storleken av en förskolebarngrupp är 17 barn, med
en storleksfördelning som lämpligen ser ut att kunna approximeras med en
Poisson-fördelning. Med vårt hmax i åtanke låter vi därmed H(1) följa en
Poisson(18)-fördelning som vi genom betingning begränsar till de tillåtna
värdena [1, 100].

För arbetsplatser är det svårare att hitta information om gruppstorlek, var-
för vi resonerar enligt följande: från Mossong et al. (2008) får vi att vuxna
och barn har ungefär lika många dagliga kontakter, samtidigt som vi kan
anta att vuxna bör ha �er globala kontakter än barn. Dessutom antar vi
att arbetsplatsstorlekar har en större spridning än skolklasser, samt att de
enskilt vanligaste grupperna består av åtminstone några få personer (så att
exempelvis en geometrisk fördelning inte blir optimal). Vi låter (något god-
tyckligt) till slut H(2) vara negativ binomial med väntevärde 12 enligt ∼
Negbin(r = 2, p = 6/7), begränsad (genom betingning) till värden mellan
1 och hmax = 100. För att förtydliga så har en negativ binomialfördelad
variabel X sannolikhetsfunktionen

pX(k) =

(
K + r − 1

k

)
· (1− p)rpk.
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Vi låter D(1)
1 och D(2)

2 , gradfördelningarna för globala kontakter mellan
skolklasser respektive mellan arbetsplatser, vara geometriskt fördelade med
väntevärden 2.5 respektive 8.5. Valen baseras löst på tidigare nämnda kon-
taktstudie (Mossong et al., 2008) och att vuxna bör ha större globala um-
gängeskretsar än barn. För kontakter mellan skolklasser och arbetsplat-
ser resonerar vi lite olika beroende på kontaktens riktning. För D(1)

2 , eller
barns kontakter med vuxna, utgår vi ifrån att alla barn har åtminstone en
vuxen förälder samt att de �esta barn dessutom har regelbunden kontakt
med åtminstone sin andra förälder och/eller någon annan vuxen släkting.
Detta baserar vi delvis på att var femte barnhushåll har en ensamstående
förälder i Sverige (SCB, 2016). Därmed väljer vi fördelningen enligt D(1)

2

som den vänstertrunkerade Negbin(r = 16, p = 3.5
16+3.5

) där vi begränsar
stödet till de positiva heltalen. Väntevärdet blir då 3.5

1−0.0422 = 3.65. Vi har
då använt att väntevärdet för en diskret trunkerad slumpvariabel Z med en
nedre begränsning z ges enligt

E[Z|Z > z] =

∑∞
k=z kpZ(k)

1− PZ(z)
.

Gradfördelningen åt andra hållet, dvs D(2)
1 , låter vi vara geometrisk med

väntevärde 2, där vi resonerar att vuxna i snitt naturligtvis måste ha färre
kontakter med barn än vice versa, men samtidigt inte vill inskränka den
maximala graden alltför mycket.

För att säkerställa att alla typ-1-noder (barn) har åtminstone en global
kontakt med en typ-2-nod (en vuxen) parar vi ihop halvkanterna på föl-
jande sätt. Om

∑N2

k=1 d
(2)
1,k ≥

∑N1

k=1 d
(1)
2,k så parar vi helt enkelt ihop halv-

kanterna likformigt och bortser från överblivna typ-2 halvkanter. Annars
upprepar vi alla typ-2 halvkanter w gånger, där

w = min{x ∈ Z+ : x ·
N2∑
k

d
(2)
1,k ≥

N1∑
k

d
(1)
2,k},

och parar likformigt ihop typ-1 halvkanterna med de w upprepningarna av
typ-2 halvkanterna.

För att avsluta detta avsnitt sammanfattar vi i tabell 1 de viktigaste para-
metrarna i hushålls- och kon�gurationsmodellen vi beskrivit i detta avsnitt.
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Beskrivning Värde / Fördelning

m(1) Antal skolklasser

m(2) Antal arbetsplatser

hmax Största tillåtna klass- eller arbets-
platsstorlek

100

H(1) Storleksfördelning skolklasser Poisson(18)

H(2) Storleksfördelning arbetsplatser Negbin(r = 2, p = 6/7)

D
(1)
1 Gradfördelning globala kontakter mel-

lan skolklasser
Geom(2/9)

D
(2)
2 Gradfördelning globala kontakter mel-

lan arbetsplatser
Geom(2/19)

D
(1)
2 Gradfördelning barns globala kontak-

ter till vuxna
Negbin(r = 16, p = 7/39)

D
(2)
1 Gradfördelning vuxnas globala kon-

takter till barn
Geom(2/7)

Tabell 1: Sammanfattning av viktiga parametrar och fördelningar i vår
hushålls- och kon�gurationsmodell.
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3 Smittspridningsmodellen

3.1 Bakgrund

En vanlig typ av epidemisk modell är SIR-modeller, där varje person i mo-
dellen be�nner sig i något av tillstånden S (mottaglig för infektion), I (in-
fekterad) eller R (�removed�, dvs. borttagen). Dessa lämpar sig för epide-
mier där infekterade antingen dör eller utvecklar immunitet efter sin infek-
tionsperiod. Eftersom pneumokockinfektioner sällan har dödlig utgång och
inte heller är känd att resultera i immunitet (Centers for Disease Control
and Prevention, 2015), är dock denna modelltyp mindre användbar för våra
ändamål. En mer intressant modelltyp är istället SIS-variationen, där ut-
vecklingen går enligt S → I → S, dvs. en infekterad individ återgår efter
någon tid till mottagligt tillstånd. I kommmande delavsnitt tar vi därför
fram en smittspridningsmodell baserad på SIS-modellens principer, men
där vi utökar tillståndsrummet för att få med antibiotikaresistenta infektio-
ner och möjligheten att bära på två infektionstyper samtidigt. En ytterli-
gare utökning av tillstånden fås genom att vi inför antibiotikabehandling.
(Britton (in press), 2010)

En viktig parameter vid epidemimodellering är R0, eller det grundläggande
reproduktionstalet. För en typisk SIR- eller SIS-modell brukar detta för-
stås som det genomsnittliga antalet nya infektionsfall en individ orsakar
under sin infektionstid, i en situation då nätverket i övrigt består av mot-
tagliga individer. Vanligtvis gäller då, för en SIR-modell, att om R0 ≥ 1 så
�nns det en strikt positiv sannolikhet för att en stor epidemi ska bryta ut,
eller för SIS att infektionen blir endemisk i befolkningen (dvs. stabiliserar
sig på en nivå där den kan överleva under en lång tid). För en smittopro-
cess på standardhushållsmodellen brukar R0 beräknas analytiskt genom att
låta smittoprocessen approximeras av det tidiga skedet av en förgrenings-
process, där gruppenheterna behandlas som ett slags �superindivider�. Vi
kommer inte utföra någon sådan analys i den här uppsatsen utan får förlita
oss på simuleringar för att behandla R0, av anledningen att den smittsprid-
ningsmodell vi beskriver i fortsättningen av detta avsnitt blir för komplice-
rad. (Ball et al., 2010; Britton (in press), 2010; Deijfen, 2000)
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3.2 Kompartmentmodell

Vi betraktar en tvådimensionell kompartmentmodell utan dödsfall, födslar
eller vaccinerade personer, där huruvida en individ är exponerad för antibi-
otika eller inte representeras genom kolumnindelning på två nivåer, medan
de möjliga smittotillstånden individen kan be�nna sig i tilldelas rader. Vi
betrakar antibiotikabehandling som en bakgrundsprocess, helt oberoen-
de av om en individ bär på en pneumokockinfektion eller inte, varav det
följer att individer i modellen rör sig mellan de två kolumnnivåerna obero-
ende av radnivå. Detta underlättar ytterst det matematiska arbetet, men
bör även kunna motiveras genom att penicillin typiskt används för att be-
handla infektioner från många olika bakteriearter (och även felaktigt för
icke-bakteriella infektioner). Förhoppningsvis står vi därmed inte att för-
lora särskilt mycket på att inte explicit modellera enskilda sjukdomsfall
från pneumokocker som kräver behandling. Mer speci�kt låter vi kolum-
növergångarna ske enligt en Markovkedja, se avsnitt 3.3 för detaljer. När
det kommer till smittotillstånd får vi däremot, till följd av att antibiotika
hämmar känsliga bakteriestammar, att kolumnnivån påverkar vilka radö-
vergångar som är möjliga. Modellen i sin helhet visualiseras i Figur 1.

En viktig egenskap vi vill att vår modell ska kunna plocka upp är avmaske-
ringsmekanismen beskriven i introduktionen. Därför tillåter vi att en indi-
vid samtidigt kan bära på såväl en känslig som en resistent infektion, där vi
låter den ena infektionen vara i majoritet och den andra i minoritet (dold).
Vi de�nierar därmed de smittotillstånd som en individ kan be�nna sig i
enligt följande:

S : osmittad,

I : smittad enbart med känslig infektion,

A : smittad enbart med resistent infektion,

IA : smittad med känslig huvudinfektion och dold resistent
infektion,

AI : smittad med resistent huvudinfektion och dold känslig
infektion.

Smitta mellan individer sker genom kontakter på den sociala �ertyphus-
hållsgraf vi de�nierat i avsnitt 2, vilket vi går in djupare på lite senare i
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Figur 1: Smittspridningsmodellen på individnivå. Pilar markerar möjliga
tillståndsövergångar, där en omarkerad pil representerar en smitta på nät-
verket. Markeringen vid pilar betecknar sannolikheten för en tillståndsöver-
gång genom någon särskild mekanism i ett tidssteg. Här är Px,y sannolikhe-
ten att påbörja eller avsluta antibiotikabehandling, λ sannolikheten att en
behandling läker ut en infektion och γi sannolikheten för naturlig utläkning
av alla infektioner.
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detta avsnitt. Redan nu inför vi dock antagandet att en individ omöjligen
kan bli smittad med en känslig infektion under tiden som personen är ex-
ponerad för antibiotika.

Utläkning av en infektion kan ske på två sätt; antingen genom naturlig ut-
läkning eller genom antibiotikabehandling. Oberoende av antibiotikaex-
ponering kan en smittad individ under varje tidssteg gå över till tillstånd
S genom att kroppens naturliga immunförsvar lyckas eradikera smittan.
Vi låter γi vara sannolikheten för en sådan utläkning under varje tidssteg
för en typ i-individ (i = 1, 2), dvs. vi tilllåter att barn och vuxna har oli-
ka långa naturliga infektionstider. Eftersom vi antar att γi är densamma
för varje tidssteg så får vi att den naturliga infektionstiden blir för-första-
gångenfördelad.

Vi förutsätter att kroppens immunförsvar bekämpar känsliga och resisten-
ta infektioner med samma e�ektivitet, så att den naturliga infektionstiden
inte beror på typen av infektion. Dessutom antar vi att om en naturlig ut-
läkning sker så eradikeras alla infektioner som individen bär på samtidigt.

Vid antibiotikaexponering kan, under varje tidssteg, dessutom eradikering
av en känslig stam inträ�a för en smittad individ med sannolikhet λ (no-
tera att denna ej antas bero på ålder). Om individen bär på en resistent
minoritetsstam övergår denna då i nästa tidssteg till ensam smitta hos in-
dividen (förutsatt att naturlig utläkning inte inträ�ar i samma tidssteg),
annars övergår individen i nästa tidssteg till mottagligt tillstånd. För resi-
stenta infektioner gör vi det antagligen inte helt realistiska men praktiska
antagandet att antibiotika eradikerar infektionen med sannolikhet 0, dvs.
resistenta infektioner kan inte behandlas.

För såväl naturlig utläkning som framgångsrik eradikering med hjälp av
antibiotika antar vi att en individ inte erhåller någon slags tillfällig eller
permanent immunitet, med undantag för den tillfälliga immunitet mot
känsliga infektioner som eventuell antibiotikaexponering ger. Detta inne-
bär att en individ efter att ha blivit av med en smitta kan bli smittad med
den igen i nästa tidssteg.
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3.3 Antiobiotikaexponering som Markovkedja

Som tidigare beskrivits låter vi en individs tillstånd av antibiotikaexpone-
ring vara en bakgrundsprocess frikopplad från den underliggande sociala
kontaktgrafen. För en individ kan vi då se dessa tillståndsövergångar som
del i en Markovkedja med tillståndsrum T = {0, 1}, där tillstånd 0 svarar
mot ingen exponering medan en antibiotikaexponerad individ är i tillstånd
1. Data över antibiotikaförsäljning i Sverige visar på sign�kanta skillnader i
försäljning av receptbelagd antibiotika mellan olika åldersgrupper, där barn
under 7 år och vuxna över 65 år konsumerar mer än övriga grupper. Ut-
slaget på de två åldersgrupper vi tittar på i denna uppsats (barn 0 − 14 år
respektive vuxna 15 och uppåt) blir skillnaderna dock små, varför vi väljer
att inte låta en individs ålder påverka sannolikheten att exponeras för anti-
biotika i vår modell. (Folkhälsomyndigheten, 2017) Vi förutsätter dessutom
att tiden som en period av exponering varar inte heller beror av ålder, så
att varje individ i modellen har samma övergångssannolikheter.

Övergångssannolikheten P10, dvs. sannolikheten att lämna det exponerade
tillståndet, uppskattar vi i avsnitt 3.5. För att bestämma övergånssanno-
likheten i motsatt riktning, P01, använder vi ett grundläggande resultat om
Markovkedjors gränssannolikheter (Ross, 2007). Vi påminner oss om att för
en irreducibel ergodisk Markovkedja så ges, för v ∈ T , gränssannolikheten
πv som den unika icke-negativa lösningen till ekvationssystemet

πv =
∞∑
u=0

πuPuv, v ≥ 0,

∞∑
u=0

πu = 1. (1)

Denna gränssannolikhet πv motsvarar den långsiktiga tidsandel som pro-
cessen be�nner sig i tillstånd v. Vi gör det bekväma antagandet, trots att
utbredningen av och vanor kring antibiotikabehandling knappast gått oför-
ändrade de senaste årtiondena, att Markovkedjan har (åtminstone approx-
imativt) uppnått sin gränsfördelning π = (π0, π1), dvs. vi antar att π är
känd. Eftersom vi även ser P10 som känd har vi att den enda okända para-
metern som �nns kvar är P01. Därmed kan vi lösa ut P01 från ekvationssy-
stemet (1), så att vi efter ett par rader algebra får ut
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P01 =
π1
π0
P10.

3.4 Smittoprocessen

Smitta mellan individer sker genom kontakter på den sociala slumpgraf vi
de�nierat i avsnitt 2, där en individ inte kan bli smittad med en känslig in-
fektion under tiden som personen är exponerad för antibiotika. En individ
kan som tidigare beskrivits ha två olika infektioner samtidigt, där den ena
typen av bakteriestam är i majoritet över den andra. Om en person som
redan bär på en infektion blir smittad med en annan stam, så kommer den
nya stammen alltid att ta platsen som minoritetsinfektion.

För varje kant på grafen säger vi att en riktad smittsam kontakt under ett
tidssteg sker med en viss sannolikhet α(a,b), där a och b är två olika noder.
Vi de�nierar denna sannolikhet så att

α(a,b) :=

{
α(i), om a, b ∈ Ni, 1 ≤ i ≤ 2,

α, annars,

dvs. vi tillåter att smittsamma kontakter sker med olika sannolikheter inom
olika hushållstyper, medan sannolikheten alltid är densamma för globala
kontakter oavsett individtyper.

Vi förstår detta som att om individ a har en riktad smittsam kontakt med
en individ b, så gäller att: om a bär på en känslig (typ I) majoritetsinfek-
tion och b inte bär på en känslig infektion, så smittas b med sannolikhet
βI = 1 med en känslig infektion givet att b inte är exponerad för antibi-
otika. Att kontakten är riktad från a mot b ska förstås som att smittoö-
verföringen under kontakten enbart kan gå från a till b och inte i motsatt
riktning, men den motsatt riktade kontakten mellan b och a kan naturligt-
vis inträ�a med samma sannolikhet α(b,a) = α(a,b) under samma tidssteg.
Notera att när en individ smittas med en ny infektion så antas denna bli
smittsam först under nästa tidssteg.

Tidigare forskning (Maher et al., 2012) visar att utveckling av antibiotika-
resistens hos pneumokocker vanligtvis leder till en lägre grad av anpassning
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till bakteriens livsmiljö, vilket resulterar i en lägre tillväxthastighet. För att
försöka re�ektera detta inför vi en bestra�ning av resistenta infektioner i
form av lägre smittsamhet. Vi inför 0 < βA < 1, där βA ska förstås som
sannolikheten för överföring av en resistent majoritetssmitta till en individ
som inte redan bär på en resistent infektion, vid en riktad smittsam kon-
takt.

På liknande sätt inför vi en bestra�ning av minoritetsinfektioner i form av
lägre smittsamhet. Vi låter en minoritetsinfektion överföras med sannolik-
het ρ · βx (0 < ρ < 1) vid en riktad smittsam kontakt, för x ∈ {I, A}.

En individ a kan under ett tidssteg ha �era smittsamma kontakter (i båda
rikningar). Om a är osmittad kommer den första framgångsrika smittsam-
ma kontakten (riktad mot a) ge upphov till en majoritetsinfektion hos a.
Om a redan bär på en infektion blir den nya smittan istället en dold in-
fektion. När en smitta etablerat sig kan eventuella ytterligare smittsama
kontakter inte ersätta den.

3.5 Antaganden och parameterskattningar

Vi låter varje tidssteg i vår modell motsvara en dag i verkligheten.

Från Hill et al. (2010) får vi data på tidslängden av pneumokockinfektioner
från en studie i Gambia, där längden sjönk med stigande ålder. Efter unge-
färlig anpassning av givna medianer och medelvärden till åldersgrupperna
vi använder oss av (0-14 respektive 15- år) och antagandet om �g-fördelade
infektionslängder, kommer vi fram till en medellängd för barn på 70 dagar
och 39 dagar för vuxna, vilket ger oss γ1 = 1/70 och γ2 = 1/39.

För att hitta lämpliga värden på α(1), α(2) och α använder vi simuleringar
av modellen utan någon penicillinförbrukning och utan resistenta bakterier.
Vi utgår ifrån en rapport (Regev-Yochay et al., 2004) enligt vilken över
50% av barn och ca 5% av vuxna kan bära på en pneumokockinfektion.
För att få en parameter färre att skatta gör vi antagandet att α(2) = α,
dvs. vi utgår ifrån att globala kontakter och inom-arbetsplatskontakter är
lika smittsamma, medan smittspridningen inom skol- och förskoleklasser är
förhöjd. För att ungefärligt matcha Regev-Yochay et al. (2004) �nner vi då
att α(1) = 0.0021 och α(2) = α = 0.00072 ger lämpliga resultat.
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För att uppskatta P10, sannolikheten att lämna antibiotikaexponering i ett
tidssteg, gör vi grundantagandet att en typisk antibiotikakur varar i 10 da-
gar. Eftersom tiden till en övergång i Markovkedjor är �g-fördelad, blir vår
skattning P10 = 1/10. Schrag et al. (2000) tar upp möjligheten att en kor-
tare standardkur på 5 dagar skulle kunna vara bättre för att undvika re-
sistensspridning, varför vi i avsnitt 4 utför simuleringar på olika värden av
P10.

Från Dabernat et al. (1998) läser vi att andelen misslyckade tiodagarsbe-
handlingar av penicillinmotagliga pneumokockinfektioner med antibiotikor-
na ce�xime eller co-amoxiclav uppgick till 8%. Om vi antar att en genera-
lisering till behandling med penicillin är rimlig, får vi lämpligen, givet att
en individ be�nner sig under behandling, sannolikheten att eradikering av
penicillinmottaglig smitta sker till följd av behandlingen i ett tidssteg som
λ = 0.22, eftersom sannolikheten för en misslyckad tiodagarsbehandling då
blir (1− 0.22)10 = 0.08.

En parameter vi får svårt att skatta med någon basis i verkligheten är ρ,
som representerar smittsamhetskostnaden dolda infektioner betalar. Vi väl-
jer, väldigt godtyckligt, att sätta denna till ρ = 0.4. För att kompensera
något för denna osäkerhet undersöker vi i avsnitt 4 hur systemet påverkas
när vi varierar ρ betydligt från detta värde, från vilket vi �nner att värdet
på ρ, vid en hög (realistiskt sett) penicillinförbrukning är av avgörande be-
tydelse för huruvida en resistent infektion kan överleva under en längre tid.

Kvar har vi nu att ge ett värde till anpassningskostnadsparametern βA.
Detta gör vi genom att simulera en smittoprocess i ett antal år och vari-
era βA tills vi observerar önskvärda nivåer av resistenta (huvud)infektioner
i systemet. För att avgöra vad som är en lämplig nivå försöker vi efterlikna
situationen i Frankrike, där hög penicillinresistens tidigare har kunnat före-
komma hos uppemot 30% av alla pneumokockinfektioner (Dieter, 2002). I
det syftet låter vi penicillinförbrukningen i systemet ligga på en nivå tänkt
att motsvara den franska (ungefär 0.76 recept per person och år) (Euro-
pean Centre for Disease Prevention and Control, 2015). Hur detta går till
beskrivs mer utförligt i avsnitt 4.1. Från dessa simuleringar får vi sedan att
βA = 0.74 ger resistenta nivåer som, något konservativt, liknar det franska
fallet.
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3.6 Alternativ modell med intermediär resistens

I avsnitt 3.2-3.5 har vi beskrivit en modell där vi antar att en pneumokoc-
kinfektion är antingen känslig eller helt resistent mot antibiotika. Eftersom
antibiotikaresistens i verkligheten förekommer på �era olika nivåer kan det
vara av intresse att även studera intermediärt resistenta infektioner. Vi kan
då undersöka exempelvis hur längden av antibiotikabehandling påverkar re-
sistensutvecklingen, en frågeställning som med den resistena modellen blir
mindre intressant eftersom den resistenta infektionen inte kan behandlas
oavsett behandlingslängd.

Låt som förut en individs smittotillstånd ges som radindelning på 5 ni-
våer och antibiotikaexponering beskrivas av samma Markovkedja på två
tillstånd som i den resistenta modellen. Låt nu de möjliga smittotillstån-
den vara S, I, E, IE, EI , där E står för intermediärt resistent infektion. Till
skillnad från tidigare tillåter vi nu att antibiotikabehandling botar en inter-
mediär infektion med sannolikhet > 0. Låt λI och λE vara sannolikheterna
för en känslig respektive intermediär infektion att, till följd av antibiotika-
exponering, läka ut under ett tidssteg, där vi har 0 ≤ λE < λI < 1. I alla
andra avseenden låter vi intermediära infektioner fungera enligt samma
principer som vi beskrivit för resistenta infektioner tidigare.

De parametrar som måste skattas på nytt för den intermediära modellen
är λE och smittsamheten βE. I den tidigare nämnda studien av Dabernat
et al. (1998) framgick att andelen misslyckade behandlingar steg till 19%
för infektioner med intermediär resistens mot penicillin. Utan mer att gå
på antar vi att framgångsgraden rimligtvis då bör vara ännu lägre vid be-
handling med penicillin, varför vi väljer att låta λE = 0.08, så att sanno-
likheten för misslyckad behandling blir (1 − 0.08)10 = 0.43 för en tioda-
garsbehandling. För βE förlitar vi oss än en gång på simuleringar, där vi
justerar parametern för att få nivåer av intermediär resistens liknande de
som observerades i Island under åren 1995-2010 � där vi behandlar unge-
fär 20% av totala antalet infektioner som normalnivå � (Hjálmarsdóttir
and Kristinsson, 2013), då vi låter penicillinförbrukningen ligga ungefär på
den genomsnittliga isländska nivån under dessa år. Vi kommer då fram till
värdet βE = 0.80.
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4 Simuleringar och resultat

Om ingenting annat nämns utförs alla simuleringar på samma nätverk,
genererat enligt �ertypskon�gurationsmodellen som vi beskrivit i avsnitt
2.2-2.5. Vi har anpassat antalet grupper av typ 1 och 2 för att få en total
population på ungefär 2000 individer, bestående av ungefär 17.5% barn,
dvs. 350 barn och 1650 vuxna. Eftersom vi vill ha genomsnittliga klass-
respektive arbetsplatsstorlekar på 18 respektive 12 individer, väljer vi para-
metrarna m(1) =

⌊
350
18

+ 1
2

⌋
= 19 och m(2) =

⌊
1650
12

+ 1
2

⌋
= 138. Det speci�ka

nätverk vi då får består av totalt 2052 individer, varav 370 eller drygt 18%
är barn.

4.1 E�ekt av penicillinförbrukning

En av det här arbetets centrala frågeställningar är hur förbrukningsnivån
av penicillin i en befolkning påverkar spridningen av resistenta pneumokoc-
ker. För att undersöka detta utför vi upprepade simuleringar med den re-
sistenta modellen beskriven i avsnitt 3.2-3.5, där vi låter den långsiktiga
tidsproportionen π1 som en individ är exponerad för antibiotika variera.
Om vi sätter c = `genomsnittligt antal recept på penicillin per person och
år', låter vi denna tidsandel beräknas som

π1 =
c · 1/P10

365
.

Eftersom vi håller P10 = 1/10 �xt behöver vi enbart variera antalet recept
c. Vi låter därför c variera från 0 till 3.20 i steg av 0.16. För varje värde på
c kör vi 4 upprepade simuleringar på 30 år vardera. I början av varje simu-
lering låter vi slumpmässigt 40% av barnen och 10% av de vuxna infekte-
ras. Vi låter initialt 5% av de infekterade bära på en resistent majoritetsin-
fektion, och 20% av de initialt infekterade ges även en minoritetsinfektion.

Figur 2 visar tidsförloppet av en simulering då c = 0.4, en nivå av peni-
cillinförbrukning ungefär i nivå med Islands (European Centre for Disease
Prevention and Control, 2015). Vi ser hur andelen smittade barn respekti-
ve vuxna snabbt �nner sina jämviktsnivåer samt att den resistenta smittan
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Figur 2: (A) Andel av alla barn (röd) respektive vuxna (blå) som bär på
en infektion, som e�ekt av tid. (B) Totala antal resistenta (blå) och peni-
cillinmotaggliga (röd) huvudinfektioner i befolkningen. Resultat från en
simulering på 30 år, då c = 0.4.

upprätthåller en stabil endemisk närvaro i populationen. En annan simule-
ring på 10 år, för c = 0, visas i �gur 3. I 3.A ser vi hur resistenta huvud-
infektioner är utdöda under långa perioder för att sedan komma tillbaka,
vilket förklaras av att det under dessa perioder fortfarande �nns kvar dolda
resistenta infektioner, som vi ser i 3.B.

Nu vill vi naturligtvis även se hur olika värden på c påverkar fördelning-
en av de två infektionstyperna. I �gur 4 visas medelvärden (över tid och
över upprepningar) av antalet känsliga respektive resistenta majoritetsin-
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Figur 3: (A) Antal personer med en resistent huvudinfektion mot tid. (B)
Antal personer med känslig (röd) eller resistent (blå) dold infektion.

fektioner som funktion av c, tänkt att representera de endemiska smitto-
nivåerna. Här låter vi de första 5 åren av simuleringarna fungera som en
�kalibreringsperiod� och tittar därför bara på data från de sista 25 åren av
simuleringarna.

Från �gur 4 ser vi att de endemiska infektionsnivåerna ser ut att avta eller
stiga i en jämn takt som funktion av c, med en avmattning i förändrings-
hastigheten på de allra högsta förbrukningsnivåerna. Här bör den resisten-
ta stammen ligga nära sitt maximum, dvs. den nivå den skulle ha om den
känsliga typen dog ut. Därmed leder en sjunkande känslig nivå inte till att
den resistenta nivån stiger lika snabbt längre, vilket i sin tur bör ger de
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Figur 4: Simulerade endemiska nivåer av pneumokockinfektioner med ingen
(Känslig) samt fullkomlig (Resistent) resistens mot penicillin, som funktion
av penicillinförbrukning i en befolkning på N = 2052 personer.

kvarvarande känsliga infektionerna andrum. Till följd av resistensutveck-
lingens jämna lutning ger vår modell att det krävs en ganska stor ökning
av antalet recept för att de helt resistenta infektionerna ska nå en majo-
ritet, närmare bestämt ungefär en fördubbling från den franska nivån på
runt 0.76.

Överlag var såväl de penicillinmottagliga och de resistenta infektionstyper-
na stabila under simuleringarna, så att utsläckning av någon stam enbart
kunde ske vid de högsta respektive lägsta nivåerna av c. Se tabell 2 för en
sammanfattning av dessa.

Från �gur 4 ser vi tydligt att ett högre c hämmar det totala antalet infek-
terade i befolkningen. Av intresse kan då också vara att se hur c påverkar
andelen infekterade inom åldersgrupperna vuxna och barn, vilket vi visar i
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Recept (c) Mottaglig utsläckning Resistent utsläckning

0.00 0% 50%

0.16 0% 25%

0.32 0% 25%
... 0% 0%

2.72 25% 0%

2.88 75% 0%

3.04 75% 0%

3.20 50% 0%

Tabell 2: Andelen simuleringar (av 4) på olika nivåer av c som resulterade i
utdöda infektioner.

�gur 5.

Slutligen undersöker vi hur c inverkar på resistensspridning när vi, i en-
lighet med modellen i avsnitt 3.6 låter en penicillinmottaglig och en inter-
mediärt resistent smitta spridas på nätverket, där vi visar genomsnittliga
infektionsnivåer i �gur 6.A. För att vara helt uttömmande passar vi lämpli-
gen på att på samma sätt jämföra en intermediär mot en resistent smitta i
�gur 6.B. I bägge fallen varierar vi c mellan 0 och 2.24 i steg om 0.16, med
3 upprepade simuleringar om 25 år (varav vi än en gång bortser från de 5
första åren).

Från �gur 6.A lägge vi märke till att antalet bärare på den intermediära
smittan påverkas relativt lite av c, så att den stigande andelen infekterade
med en intermediär smitta till följd av stigande c till större delen beror på
att de penicillinmottagliga smittonivåerna förtrycks. Utifrån detta resultat
inser vi att intermediär resistens enligt vår modell kan bli svår att bli av
med när den väl uppstått. Samtidigt ser vi då att en högre behandlingsfre-
kvens i detta scenario e�ektivt bekämpar den totala infektionsnivån utan
några större negativa konsekvenser. Bilden kompliceras dock naturligtvis av
�gur 6.B, där vi ser att inte heller intermediära bakterier kan konkurerra
med de helt resistenta då c stiger.
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Figur 5: Andelen av barn (röda) respektive vuxna (blåa) som bär på en
infektion som funktion av penicillinförbrukningsnivå c, medeltal över upp-
repade simuleringar och tid (30 år).

4.2 Påverkan av olika behandlingstider

I simuleringarna ovan använde vi oss av en genomsnittlig behandlingstid
med penicillin på 10 dagar. För att undersöka om vår modell eventuellt kan
resultera i lägre resistensspridning med någon annan praxis låter vi än en
gång utföra upprepade simuleringar på vårt nätverk om 2052 individer, där
vi tittar på penicillinmottagliga och intermediärt resistenta infektioner. Vi
varierar behandlingstiden 1/P10 på 3, 5, 7, 10, 13, 15, 18 och 20 dagar, och
kör först 3 upprepade simuleringar om 20 år för varje tid. Vi sätter peni-
cillinförbrukningen till c = 0.438. För att försöka fånga eventuellt samspel
mellan behandlingslängd och antalet utskrivna recept kör vi sedan likvär-
diga simuleringar, än en gång med 3 upprepningar per behandlingstid, för
c = 0.7665, c = 1.3 och c = 2. Resultaten visas i �gur 7.
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Figur 6: (A) Simulerade endemiska nivåer av pneumokockinfektioner med
ingen (Känslig) samt fullkomlig (Resistent) resistens mot penicillin, som
funktion av penicillinförbrukning. (B) Endemiska nivåer av intermediärt
och fullkomligt resistenta infektioner.

Från �gur 7 ser vi tydligt hur en längre förväntad behandlingstid har en
monotont hämmande e�ekt på penicillinmottagliga infektioner. De interme-
diärt resistenta infektionerna beter sig dock annorlunda, det blir svårt att
utläsa någon trend och om någon e�ekt föreligger är det tveksamt om den
kan anses oberoende av antalet utskrivna recept c. Vad vi kan säga är att
det inte verkar �nnas stöd för att en kortare behandlingstid än 10 dagar
skulle bekämpa intermediär resistensspridning mer e�ektivt i vår modell.
För längre behandlingstider måste vi dock förstås ha i åtanke att de rim-
ligen skulle gynna spridningen av bakterier med fullkomlig resistens om
dessa är närvarande i befolkningen.



4.3 R0 och dolda infektioners smittsamhet 30

Figur 7: Genomsnittliga nivåer av infektioner med ingen (A) eller interme-
diär (B) resistens, över 20 år från upprepade simuleringar, som e�ekt av
förväntad längd på behandling. Olika linjer motsvarar olika nivåer av peni-
cillinförbrukning.

4.3 R0 och dolda infektioners smittsamhet

I avsnitt 3 tog vi kort upp begreppet R0 och att vi inte skulle genomföra
några analytiska beräkningar på detta tal. Den enkla anledningen är att
metoden där vi approximerar smittoprocessen med en förgreningsprocess
inte blir trivial att översätta till en situation med inte bara två individ-
och hushållstyper, utan även två slags infektioner som påverkar varand-
ras spridning. Faktum är att det inte är självklart hur vi ens ska de�niera
R0 för vår modell; vilken infektionstyp syftar vi på? Räknar vi enbart med
smitta till och från huvudinfektioner, eller inkluderar vi dolda infektioner
som sekundära fall?
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Figur 8: Andel resistenta huvudinfektioner (resistens), samt R1
0 (grön) och

R2
0 (blå) beräknade efter 550 dagar. Från simuleringar på 10 år.

Den första frågan är kanske inte så svår att svara på dock, eftersom vi in-
tresserar oss för resistensspridning är rimligen villkoren för den resistenta
infektionen mest intressant att studera. Ett problem med att titta på R0

för huvudinfektioner till huvudinfektioner, är att vi alltid initierar proces-
sen med en hög nivå av personer med antibiotikakänsliga huvudinfektio-
ner, så att antagandet om att befolkningen består av ett litet antal initialt
smittsamma och resten mottagliga inte är uppfyllt (det gäller ju att en hu-
vudinfektion inte kan ersättas direkt med en ny smitta). Därmed verkar det
kanske bättre att även titta på sekundära dolda smittofall, eftersom anta-
let dolda infektioner till en början kan hållas låg. Vi kan därmed de�niera
ett R1

0 som det genomsnittliga antalet resistenta infektionsfall (majoritets-
samt minoritetsinfektioner) som en person med en resistent huvudinfektion
orsakar under en infektionsperiod, under processens tidiga skede. Det kan
också vara intressant att titta på motsvarande R2

0 för personer med en dold
resistent infektion, inte minst eftersom vi bör kunna kontrollera detta vär-
de genom att variera ρ, eller smittsamhetskostnaden för dolda infektioner.
Detta är särskilt intressant eftersom vi tidigare valde ρ = 0.4 ytterst god-
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tyckligt, så att vi genom att skruva på detta värde kan se hur parametern
påverkar systemet. Frågeställningarna vi då försöker besvara är: hur beror
R2

0 av ρ, och hur stort måste R2
0 (ekvivalent ρ) vara för att de resistenta

infektionerna ska kunna bli endemiska?

För att undersöka ovanstående simulerar vi vår smittoprocess för 10 år och
med en �x penicillinreceptförbrukning på c = 0.76, där vi i varje simulering
låter ρ variera mellan 0 och 0.595 i steg om 0.005, utan upprepningar. I �-
gur 8 visar vi ρ mot den relativa slutnivån av resistenta huvudinfektioner
(andel av totala antalet infekterade), samt R1

0 och R
2
0. Vi låter i detta fall

en infektion som inte dött ut efter de tio åren klassas som endemisk. När
vi beräknar R0 för en smitta är det viktigt att välja en tidpunkt relativt
tidigt i processen. Om infektionen blir endemisk och vi beräknar R0 efter
en lång tid kommer vi nämligen få reproduktionstalet vid jämnvikt (vilket
i vårt fall inte behöver vara 1 med tanke på hur vi de�nierat våra R0) då
antalet infekterade över lång tid inte förändras. Efter observation av �era
simuleringar väljer vi därmed 550 dagar som en lämplig tidpunkt för be-
räkningarna. För att få en rättvisande bild räknar vi enbart med avslutade
infektionsperioder, dvs. om en person är smittad vid mättiden så räknar vi
för denne inte med den nuvarande infektionsperioden eller antalet sekundä-
ra infektionsfall under denna.

Som vi ser i �gur 8 växer R2
0 som väntat med stigande ρ, samtidigt som

endemiska infektioner blir vanligare. Vi ser även att R1
0 varierar kraftigt då

ρ är liten, rimligtvis till följd av att den resistenta smittan dör ut tidigt i
processen. Däremot verkar nivån variera kring ungefär samma punkt hela
tiden, så att det verkliga R1

0 inte verkar vara känsligt för ρ. Av �guren ser
vi att R2

0 verkar behöva överstiga ungefär 0.25 för att resistenta infektioner
ska överleva i tio år i mer än enstaka fall.

4.4 Påverkan av barngruppers storlek

Utöver förbrukningsmönster av penicillin i befolkningen, kan det även vara
av intresse att undersöka hur gruppstrukturen i det underliggande socia-
la nätverket kan påverka smitt- och resistensspridningen i vår modell. För
att återkoppla till verkligheten kan vi titta på skillnader i förekomsten och
storleken av barngrupper mellan Frankrike, där vi påminner om att an-
delen pneumokockinfektioner med hög penicillinresistens har kunnat vara
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Figur 9: Simulerade genomsnittliga slutnivåer (sista 5 åren av simuleringar
om 20 år) av känsliga respektive penicillinresistenta infektioner, som funk-
tion av genomsnittlig storlek på skol- och förskoleklasser.

över 25%, och Tyskland med nivåer under 5%. Medan Frankrike har ett
utbrett förskolesystem som nästan 100% av barnen i åldern 3-5 år deltar
i, uppgick motsvarande andel i Tyskland till under 10% (Harbarth et al.,
2002). Då infektioner i stor utsräckning sprids just bland barn i denna ål-
der nämner Harbarth et al. (2002) denna skillnad som en möjlig faktor för
att förklara de olika resistensniåverna mellan dessa länder.

Eftersom vi inte gjort någon skillnad mellan barn i förskole- respektive
skolålder i vår modell, får vi försöka fånga upp denna faktor genom att va-
riera storleksfördelningen för barngrupper i allmänhet. Eftersom vår grund-
modell utgår ifrån total anslutning av barn till förskole- eller skolklasser
antar vi att denna motsvarar det franska fallet, trots att vi har anpassat
fördelningen till svenska förhållanden.
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Vi väljer att variera storleksfördelningen på enklast möjliga sätt genom att
behålla den som Poisson(z)-fördelningen betingad på värden mellan 1 och
100, där vi varierar z mellan 3 och 30 i steg om 3. Notera att en genom-
snittlig klasstorlek så låg som på 3 personer högst troligen inte är realistisk,
utan tas med för att vara uttömmande. För att inte tunna ut vår kontakt-
graf alltför mycket gör vi antagandet, för z < 18 (där vi ser 18 som vårt
basfall), att en krympning av klasstorlekarna motsvaras av en ökning av
antalet globala kontakter mellan klasserna. För varje minskning av z med
3 enheter adderar vi därmed 2 till E[D(1)

1 ], dvs. det förväntade värdet av
gradfördelningen mellan barn. För z > 18 antar vi att en större klasstorlek
inte leder till någon förändring av de globala kontakterna.

Vi simulerar smittoprocessen för varje värde på z ∈ {3, 6, . . . , 27, 30}. Var-
je simulering körs över 20 år och med 3 upprepningar för varje z. I �gur 9
visar vi medelvärden av antalet känsliga respektive resistenta infektioner,
tagna över upprepningar och de sista 5 simulerade åren. Som vi tydligt ser
så leder en minskning av barngruppernas storlek till ett betydande fall i
förekomsten av såväl känsliga som resistenta infektioner, där vi särskilt no-
terar att den relativt blygsamma minskningen från 18 till 15 barn per klass
mer än halverade antalet resistenta infektioner. Det kanske mest intressan-
ta att ta med sig från bilden är just att de resistenta infektionerna överlag
verkar vara mer känsliga för variationen i z. Detta tyder därmed på att en
minskning (ökning) av z i vår modell belönas (bestra�as) dels med färre
(�er) infektioner överlag, dels med en lägre (större) andel resistenta infek-
tioner.

5 Slutsatser och diskussion

5.1 Slutsatser

Vi ska nu kort och sammanfattande försöka besvara frågeställningarna i
introduktionen utifrån resultaten för vår modell i avsnitt 4. Vi behandlar
frågeställningarna punktvis nedan.

� Vid vilka nivåer av penicillinförbrukning kan resistenta bakterier ta
över, alternativt dö ut?
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Vi har sett att för helt resistenta infektioner så verkar antalet infekterade
stiga ungefär linjärt med antalet recept. För en relativt godtyckligt vald
bestra�ning av dolda infektioners smittsamhet såg vi då att resistenta bak-
terier nådde majoritet vid ungefär två gånger frankrikes nivå av receptut-
skrivning samt att de kunde överleva över tid även vid låga nivåer. Vi såg
att intermediärt resistenta bakterier växte betydligt långsammare, så att
också dessa övertas av de helt resistenta vid en liknande förbruknignsnivå.
Modellen antyder därmed att resistensutvecklingen riskerar att trycka ner
andelen mottagliga infektioner till oroväckande låga nivåer vid en receptut-
skrivning på mellan 0.75-1.5 recept per person och år.

� Hur påverkar längden av en typisk penicillinbehandling resistensut-
vecklingen?

Vi kunde inte �nna stöd i vår modell för att en kortare eller något längre
medelbehandlingslängd än 10 dagar påverkar antalet smittade med en in-
termediärt resistent infektion, även om antalet med mottagliga infektioner
sjönk med stigande behandlingslängd.

� Vilken inverkan har dolda infektioners smittsamhet?

Vi kunde tydligt se att en högre smittsamhet för dolda infektioner gjorde
det mer sannolikt att resistenta huvudinfektioner skulle lyckas etablera sig
på en endemisk nivå i befolkingen, samt ledde till större R0 för dolda resi-
stenta infektioner. Vi fann 0.25 som ett grovt riktmärke för hur stort detta
R0 måste bli för att möjliggöra endemisk utveckling för en given receptnivå
på c = 0.76.

� Hur påverkar barngruppers storlek?

Vi såg att även om varje förväntad minskning med 3 barn per grupp kom-
penserades med 2 förväntade globala kontakter per barn, så sjönk infek-
tionstalen kraftigt till följd av mindre grupper. Särskilt fann vi att resi-
stenta infektioner var känsligare än mottagliga för denna förändring, så att
mindre barngrupper verkar vara ett e�ektivt sätt att bekämpa resistensut-
veckling enligt vår modell.
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5.2 Antaganden och verklighetsförankring

En oundviklig kompromiss när man försöker representera verkliga proces-
ser med matematiska modeller är den mellan matematisk bekvämlighet och
realism. När vi låter antibiotikabehandling beskrivas av en Markovkedja
gör vi det fullt medvetna om att läkare (förhoppningsvis) inte sitter med
en slumptalsgenerator och genererar geometriskt fördelade behandlingstider
när de skriver ut recept, men vi accepterar kostnaden i realism för att få en
modell som går att arbeta med matematiskt. Dessutom har vi gjort en del
antaganden om exempelvis hur minoritetsinfektioner smittar som är väl-
digt spekulativa, av den enkla anledningen att vi saknar djupare kunskap
om de underliggande biologiska och kemiska processerna. Det är därmed
viktigt att kännas vid att de �esta antaganden om speci�ka fördelningar,
värden och smittomekanismer vi gjort i denna uppsats antagligen går att
ifrågasätta, samt att en del av dem sannolikt kan vara helt felaktiga. Det
vore därmed ett misstag att utgå ifrån att resultaten vi presenterat i den-
na uppsats, egentligen oavsett den grundläggande modellens kvalitet, kan
generaliseras till verkliga förhållanden.

5.3 Modellbegränsningar och möjliga förbättringar

En svaghet med vår smittspridningsmodell är att den enbart tillåter två
bakteriestammar med olika grad av antibiotikaresistens på samma gång. I
verkligheten är inte resistens ett binärt tillstånd utan existerar på en skala.
Det vore därmed intressant att vidareutveckla modellen för att tillåta bak-
teriestammar med �era olika resistensnivåer att spridas på nätverket, med
bibehållen möjlighet för en individ att bära på �era stammar samtidigt.
Det skulle då vara möjligt att djupare undersöka hur dessa konkurrerar
med varandra och under vilka omständigheter högre nivåer av resistens kan
selekteras för. Att införa en tredje parallell, intermediärt resistent smitta,
var under detta arbetets början en ambition som av främst praktiska skäl
�ck stryka på foten.

En medveten begränsning vi införde på vår modell var att inte tillåta nya
resistenta bakterier att uppstå på nätverket, antingen genom mutationer
eller som en ny smitta utifrån. Vi motiverade detta med att sådana mu-
tationer var ovanliga för pneumokocker samt att vi ville undersöka sprid-



5.4 Kostnadsanayls 37

ning genom dolda infektioner. Om man vill göra en mer realistisk modell,
eller eventuellt anpassa modellen till en annan typ av bakterie med ett an-
norlunda beteende, vore det dock kanske rimligt att införa någon sådan
mekanism.

Som vi nämnt tidigare gör vår modells komplexitet det svårt att applice-
ra vanliga analytiska metoder, varför vi uteslutande undersökt modellens
beteende med hjälp av simuleringar. Det vore därmed intressant att istäl-
let undersöka en liknande men mer analytiskt välsinnad modell, där den
grundläggande strukturen med två samtida infektionstyper behålls men en
del av de övriga egenskaperna skalas ner och förenklas.

5.4 Kostnadsanayls

En potentiellt intressant analys vi inte hann med att utföra i denna upp-
sats var av hur samhällskostnader skulle kunna påverkas till följd av vår
modells beteende. Vi skulle här till exempel kunna införa explicita sjuk-
domsfall bland befolkningen, där vi belägger personer med en kostnad K1

per tidsenhet som de är sjuka, för att representera sjukfrånvaro från job-
bet eller vård av sjukt barn. Svårt sjuka personer med en resistent infektion
skulle dessutom kunna behöva läggas in på sjukhus för djupare behandling,
under vilken tid de istället kostar samhället K2 per tidsenhet. Vi skulle då
kunna undersöka exempelvis vilken nivå av penicillinförbrukning som mini-
merar de totala kostnaderna, med tanke på att en låg förbrukning lär leda
till längre sjukfrånvaro men färre sjukhusvistelser, medan en hög förbruk-
ning skulle trycka ner antalet sjuka men öka sjukhusfrekvensen bland dessa.
Man skulle ytterligare kunna införa dödsfall till följd av sjukdom som ett
alternativ kostnadsmått utöver det rent ekonomiska.
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