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Sammanfattning

I detta kandidatarbete konstrueras en modell som predikterar vilket
bokféringskonto en kostnad bokfors pa. Den modell som anvénds ar en
Baseline-Category Model, som ar en generalisering av logistisk regres-
sion fran tva till flera klasser. Vid skattning av parametrarna anviands
regularisering av typen Ridge regression. Modellselektion gors genom
korsvalidering déar forlustfunktioner jamfors. Den slutgiltiga modellen
utviarderas med avseende pa hur vil den presterar da den anpassas
pa helt ny data. Modellen predikterar 57.02% av observationerna ratt.
Detta kan jamforas med att alltid gissa pa det mest férekommande
kontot, vilket uppskattningsvis predikterar 18.41% ratt. Prediktions-
formégan varierar dock beroende pa vilket konto som observationen
faktiskt antar. Mer data har troligtvis endast potential att oka an-
delen observationer som modellen predikterar korrekt till en niva pa
drygt 656%. For att na hogre behovs nya prediktorer.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige.
E-post: h.jaderberg@gmail.com. Handledare: Tom Britton och Benjamin Allévius.



Abstract

In this bachelor thesis, a model for predicting booking accounts for
costs is constructed. The type of model is a Baseline-Category Model,
which is a generalization of logistic regression from two to more classes.
When estimating the parameters, Ridge regression as regularization
method is used. Model selection is done by cross-validation where a loss
function is used as a comparative metric. The final model is, thereafter,
evaluated by its performance on previously unseen data. The resulting
model has an accuracy of 57.02%. This is to be compared with an
estimated accuracy of 18.41% for a model always predicting the most
common booking account. The model’s performance is found to depend
greatly on which account the cost is actually booked in. Fitting the
model to even more data is estimated to only have a positive effect on
accuracy up to a level a little over 65%. For an even higher accuracy,
new predictors are needed.
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1 Inledning

Ar 1494 publicerades boken Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioni
et Proportionalita av Luca Pacioli som for forsta gangen beskrev bokforings-
metoden som anviinds idag. Denna metod kallas for dubbel bokféring. Aven
om effektiviseringar skett genom aren kvarstar den storsta flaskhalsen for
kostnadseffektiv bokforing, namligen att bokforingen sker manuellt av hogut-
bildad arbetskraft. I och med den explosionsartade utvecklingen i datorkraft
och den stora méngd data som potentiellt finns tillgdnglig rader for forsta
gangen forutsattningarna att genom statistiska metoder forsoka hitta ett satt
att automatisera bokforing. Det huvudsakliga syftet med denna uppsats ar
att vara en del av detta arbete.

I detta arbete konstrueras en modell som predikterar utifran ett antal
prediktorer vilket konto en kostnad bokfors pa. Eftersom det finns en stor
méangd konton, forenklades forst problemet genom att utga fran en minimal
kontoplan forsedd av foretaget Mr. Shoebox. Genom vissa ytterligare forenk-
lingar begransades antalet konton till 19 stycken. Den slutgiltiga modellen
som valdes i samband med modelleringen testades darefter pa ny data. Mo-
dellen lyckas prediktera 57.02% av denna data ratt. Genom en utvéirdering av
modellen forvintas anpassning pa mer data ge en béttre modell, men endast
till en niva diar modellen skulle prediktera ratt pa som mest drygt 65% av
observationerna. For att na en dnnu hogre niva kommer det enligt analysen
krévas nya prediktorer som pa béttre eller nya satt kan skilja ut kontona.
Ett sekundért syfte for modellen ar att anvénda det som bokforingsstod for
vissa observationer. Tanken ar att om sannolikheten ar 6ver 0.9, skulle mo-
dellen kunna vara ett stod for manuell bokféring. Det visade sig att detta
galler for ungefar 11% av observationerna och bland dessa lyckades modellen
prediktera 95.08% av kontona korrekt.

1.1 Metoder for klassificeringsproblem med fler dn tva
klasser

Den sorts problem som vi forsoker losa &ér ett sa kallat klassificeringspro-
blem. En klass definieras som ett av de olika virdena som responsvariabeln
kan anta. I vart fall representerar klasserna de olika kontona som kan antas.
Eftersom antalet konton &r fler &n tva behéver vi anvinda nagon metod for
klassificeringsproblem med fler &n tva klasser. For att 16sa klassificeringspro-
blemet anvinds en generalisering av logistisk regression till flera klasser. Den
specifika generaliseringen kallas for Baseline-Category Model. Val av predik-
torer och interaktioner mellan prediktorer véljs enligt en forward selection-



algoritm. For skattning av parametrar anviands regularisering. For att vélja
den optimala styrkan i regulariseringen anvinds korsvalidering for en sekvens
av olika regulariseringskonstanter. Nar den slutgiltiga modellen valts utvér-
deras denna med avseende pa hur vil den presterar pa ny data.

Enligt Aly (2005) finns det tre huvudsakliga sétt att kategorisera klassifi-
ceringsmodeller for fler &n tva klasser. Det forsta sittet &r att generalisera en
binér klassificeringsmodell till flera klasser. Ett exempel pa detta &r just den
modell som anvands i detta arbete. Det andra sittet ér att reducera klassifi-
ceringsproblemet till flera binédra klassificeringsproblem. Ett enkelt exempel
pa detta ar den sa kallade One-vs-All-metoden, dar man for varje klass 16-
ser det binéra klassificeringsproblemet om observationen antar klassen eller
inte. Darefter kan man vélja den klass som fick hogst skattad sannolikhet.
Det tredje sittet ar att anvinda sig av hierarkisk klassificering. Hierarkisk
klassificering gar ut pa att modellen stegvis reducerar utfallsrummet fér ob-
servationen dnda tills utfallsrummet endast bestar av en klass.

Pa ett eller annat sétt kan alla bindra klassificeringsmodeller anvéandas for
klassificeringsproblem med flera klasser. Detta betyder att det finns en hel
uppsjo av mojliga modeller att vélja mellan. Anledningen till att modellen
som anvands i detta arbete utgar fran logistisk regression har att gora med
att det ar en relativt enkel modell som &r mycket vanlig inom statistiken.

1.2 Problemformulering

Sammanfattningsvis kan problemformuleringen fér detta arbete formuleras
med hjalp av féljande punkter.

1. Konstruktion av en modell av typen Baseline-Category Model som pre-
dikterar bokforingskonto.

2. Hur val presterar modellen generellt?

3. Hur vél presterar modellen for de enskilda kontona?

4. Hur kan modellen forbéttras enligt punkterna (2) och (3)?

5. Hur vl presterar modellen nar det kommer till att anvindas som bok-

foringsstod?

1.3 Arbetets disposition

Arbetet borjar med att presentera teorin som anviands for konstruktion och
utvardering av modellen. Sedan presenteras den data som anvands. Darefter



foljer den statistiska modellering som leder fram till den slutgiltiga modellen.
Denna modell utvérderas sedan utifran punkterna (2) till (5) i problemfor-
muleringen. Till sist avrundas arbetet med en sammanfattande diskussion
utifran problemformuleringen och det slutgiltiga syftet, automatiserad bok-
foring.

2 Teori

2.1 Multinomial logistisk regression

I detta avsnitt presenteras teori som leder fram till den multinomiala logis-
tiska modell som kommer att anvindas i detta arbete.

2.1.1 Generaliserad linjar modell

Multinomial regression ar en typ av generaliserad linjar modell och déarfor
boérjar vi med att forklara vad detta ar. En generaliserad linjar modell ar
en modell som bestar av tre komponenter (Agresti, 2002, s.116). Den forsta
kallas for den slumpméssiga komponenten och utgors av responsvariabelns
férdelning s& nir som pa en parameter.

Den andra komponenten &r den systematiska komponenten som utgors av
de forklarande variablerna uttryckta som en linjar funktion. Om véardena hos
prediktorerna representeras av vektorn zy, . .., xp, sa utgors den systematiska
komponenten av o + fixy + --- + fBpxp, dir «,f,...,8p ar konstanter.
Den systematiska komponenten kommer framéver att skrivas pa det mer
komprimerade sittet a + 87z, dir 8= (B1,...,8p) och & = (z1,...,zp)T

Den tredje komponenten utgors av lanken mellan den systematiska kom-
ponenten och viantevardet hos den slumpmaéssiga komponenten. Det ar alltsa
linken som bestammer vilken sorts transformation av véntevardet for den
slumpméssiga komponenten som ska vara en linjar funktion av de férklarande
variablerna. Om vi later funktionen g vara lanken och p vara vinteviardet hos
den slumpmaéssiga komponenten, sa kan den generaliserade modellen skrivas
som

g(p) =a+8"z.

2.1.2 Multipel logistisk regression

En multipel logistisk regressionsmodell &r en generaliserad linjéar modell som
givet en méangd forklarande variabler, anvinds for att bestdmma sannolik-
heten for en enskild héndelse. Genom att lata responsvariabeln anta véardet



1 da héndelsen intraffar och viardet 0 da héndelsen inte intraffar, géiller det
att sannolikheten for hindelsen 4r densamma som vantevirdet for respon-
svariabeln. Darmed kan vi uttrycka modellen i termer av sannolikheten for
héndelsen istéllet for vantevirdet. Bendmningen multipel syftar pa att vi har
fler 4n en forklarande variabel. Lanken man anvinder mellan den systema-
tiska komponenten och vintevirdet hos den slumpmaéssiga komponenten ar
log-odds-funktionen. Om vi later p(x) vara sannolikheten for héndelsen gi-
vet bestamda varden hos de forklarande variablerna som ges av vektorn x,
sa formuleras modellen av (Agresti, 2002 s.182)

_p(z)
1 —p(x)

Ett uttryck for p(x) kan direkt 16sas fran (1). Detta uttryck ges av formeln

log =a+ 8. (1)

(z) = exp(a+[3T:B)
P e (a+8T)

2.1.3 Multinomial logistisk regression

Det finns flera olika sitt att generalisera logistisk regression till fall dar re-
sponsvariabeln kan anta fler &n tva olika virden. Det sidtt som anvinds i
denna uppsats dr en modell som pa engelska bendmns Baseline-Category
Model (Agresti, 2002 s.267). Om vi later nivaerna hos responsvariabeln vara

1,2,..., K sa formuleras modellen som
log P:(®) —ap+ BTz, k=12 K1, (2)
pr ()

dar basfallet ar utfallet K.

Generaliseringen bestér i att (1) kan ses som ett fall av Baseline-Category
Model, néamligen fallet d& K = 2. Detta inses genom att forst skriva p(a) som
p1(x) for att fortydliga att sannolikheten som skattas i den logistiska regres-
sionen &r sannolikheten for utfall 1. Vi later sedan py(x) sta for sannolikheten
att responsvariabeln antar utfallet 0. Eftersom vi har tva disjunkta héndelser
som tillsammans utgor hela utfallsrummet géller det att 1 — py(x) = po(x)
och déarmed (1) skrivas om till

log (@)

po(x)

Vi ser tydligt att den logistiska regressionsmodellen &r ett fall av Baseline-
Category Model dér basfallet ar utfallet 0.

=a+ 8"z




Till skillnad fran den logistiska regressionen krévs det nagot mer omfat-
tande hérledning for att hitta explicita uttryck for sannolikheterna py(x) i
termer av de systematiska komponenterna oy, + 31 . Vi borjar med att 16sa
ut pi(x) ur (2) da k # K. Detta ger oss

pi(x) = exp (ou + Bra)pr (). (3)
Eftersom utfallen ar disjunkta och utgor hela utfallsrummet, sa géller det
att ZkK:lpk(m) = 1.

= exp (o + B )pk () + pr ()

= px () (1 + Z_: exp (ay, + 5;}%))

1
14 ZkK:_ll exp (ay, + Bfa:)

Genom att anvinda det uttryck vi fatt for pg(x) samt (3) far vi att sanno-
likheterna for de olika utfallen givet vektorn a ges av

< pr(T)

exp (a;+BL ) _
= , omk=1,..., K —1
pel) = { T ep P @)

1+Zf<:;1 exp (ak—i-ﬁfm) )

For att fa ett enda uttryck for py(x) kan vi definiera parametern oy som
lika med 0 och B, som en nollvektor. Detta betyder att exp (o + BZ:B) =
exp (0) = 1, som i sin tur leder till att vi kan skriva om (4) som

exp (o + B )
>iss oxp (o + Bl )
for k =1,2,... K. Notera att vi i téljaren ersatt termen 1 med exp (ay, + B7 ).

Notera dven att parametern oy och parametervektorn 3 inte skattas i mo-
dellen och endast definierats for 6verskadlighet.

pk(w) = (5)



2.1.4 Bayesiansk klassificerare

Den multinomiala logistiska regressionsmodellen ger oss den information vi
behover for att kunna gora en prediktion av vilket utfall som responsvariabeln
kommer att anta, givet specifika varden hos de forklarande variablerna som
ges av vektorn @x. Det utfall som enligt modellen uppskattas ha hogst san-
nolikhet att intraffa, ar det utfall som kommer att predikteras. Mer formellt
kan vi skriva detta som att prediktionsfunktionen Pred antar vérdet

Pred(x) =4, om p;(x) > p;(x) for alla j # 1. (6)

Denna typ av klassificerare kallas for bayesiansk klassificerare (James et al.,
2015, $.37).

2.2 Tranings- och testdata

I situationer da man har tillgang till mycket data ar det ofta bést att de-
la upp data i trénings- och testdata (Hastie et al., 2016, s.219). En vanlig
uppdelning, som dven anvands i detta arbete, ar att 80% av datamaterialet
anvands som traningsdata och 20% som testdata. Traningsdata ar den del av
datamaterialet som man anvinder for att anpassa modellen pa. Testdata &r
den del av data som ar helt oberoende av traningsdata och som man anvén-
der for att utvardera sin slutgiltiga modell. Fordelen med denna uppdelning
ar att man kan jamfora hur vial modellen presterar pa tranings- respektive
testdata och pa sa siatt upptacka problem med modellen.

2.3 Teori for skattning och modellselektion

2.3.1 Forlustfunktion

Forlustfunktion forstas béast i en situation dér vi har en modell och ett obser-
verat varde av responsvariabeln. Givet det observerade vardet, &r modellens
utfall forknippat med en foérlust. Ju béttre korrespondens mellan modellens
utfall och det verkliga viardet hos responsvariabeln, ju mindre bor forlusten
vara. En forlustfunktion ar en funktion som utifran en modell och flera ob-
serverade varden hos responsvariabeln returnerar ett icke-negativt reellt tal
(Held and Bové, 2014, s.192). En forlustfunktion kan anvéndas som ett matt
pa hur vil en modell presterar pa en dataméangd.

Valet av forlustfunktion ar inte givet, men ofta anvinds den negativa
log-likelihood-funktionen multiplicerad med nagon konstant. (Hastie et al.,
2016, s.221). For att vi senare ska kunna jamfora virdet hos forlustfunktio-
nen mellan data dér antalet observationer skiljer sig, véljer vi att multiplicera



log-likelihood-funktionen med —%, dar N ar antalet observationer. Forlust-
funktionen hérleds i bilaga A till att vara

Fla,B;x,y) = —% Z (Z yir(ax + Brx;) — log (Z exp (ay, + ﬁsz)>> .

i=1 \k= k=1

(7)
Hér later vi B vara en P x (K — 1) matris dar P &r antalet parametrar i
modellen exklusive interceptet. Denna matris innehar alla de K — 1 stycken
B-vektorerna. Faktorn y;, antar virdet 1 om responsvariabeln i den i:te ob-
servationen antar kategorin £, annars ar den lika med 0. Vidare géller det att
a ér en vektor med alla intercepten.

2.3.2 Devians och multinomial devians

Devians definieras som (Agresti, 2002 s.119)

D= —Q(E(d,B,X,y) —g(y7X7y)) (8>

dar ¢(y; X, y)) ar vardet pa log-likelihood-funktionen fér den méttade mo-
dellen, och & och B ér skattningarna i den modell vi anpassat. Den méttade
modellen definieras som den modell som har en parameter fér varje obser-
vation. Den miéttade modellen kommer att skatta sannolikheten for det ob-
serverade vardet hos responsvariabeln som en enskild observation antar till
1 och sannolikheten for de andra varden som responsvariabeln kan anta till
0. I bilaga A ser vi att log-likelihood-funktionen kan skrivas som

N K
> i log pi(as).

i=1 k=1

Foljande géller for ((y; X, y)). For de termer dér y;, = 1 géller det att
faktorn log pi(x;) dr lika med log (1) = 0. I de andra termerna har vi att
log pi.(x;) ar lika med log (0) som dr odefinierat. Vi tolkar &nda dessa termer
som Yy logpr(x;) = 0 -log(0) som 0 eftersom faktorn y;; endast inférdes
for att pa ett kompakt sitt skriva vilka termer log py(x;) som skulle inga i
summan (se bilaga A). Utifran detta far vi att

((y;x,y)) = 0.

Deviansen kan nu férenklas till uttrycket

D= —-20(&,B;X,y).



Denna forenkling betyder att vi kan uttrycka forlustfunktionen i termer av
deviansen. Detta dr avgorande for att vi ska kunna berdkna forlustfunktio-
nen, i och med att mjukvaran som anvidnds berdknar ett matt som kallas
multinomial devians. Multinomial devians berdknas som kvoten mellan de-
viansen och antalet observationer som ingar i berdkningen. Formellt kan vi
skriva detta som

D 2 A
MD—N——N€<(X,B,X,y)

Om vi delar den multinomiala deviansen med 2 sa far vi forlustfunktionen
(7). Vérdet for forlustfunktionen kan darfor berdknas med foljande formel.

MD
Fla,B; X,y) = 5

2.3.3 Avvigningen mellan systematiskt fel och varians

For att forklara koncepten systematiskt fel och varians ar det lattast att
utga fran att man har ett problem som kan modelleras med linjér regression.
(James et al., 2015, s. 37). Ett vanligt sitt att bestdmma felet i en modell
ar att berdkna medelkvadratfelet pa oberoende testdata. Medelkvadratfelet
definieras som (James et al., 2015, 5.29)

N
1 ~ N2
MSE:NZ(%—%) -

=1

Man kan visa att det forvintade medelkvadratfelet kan brytas ner till

E[MSE) = Var(j;) + (Ely] — E[3:])* + Var(e),

dér Var(y;) &r variansen hos estimatorn for g;. Differensen Ely;] — E[yi]
kallas ofta for systematiskt fel. Till sist har vi Var(e) som &r variansen hos
feltermen i regressionsmodellen och representerar den naturliga variansen
kring det sanna véntevirdet Ey;]. Denna term kan man inte reducera bort.

Det finns alltsa tva olika sétt att reducera MSE, antingen minskar man
variansen hos estimatorn for skattningen av y; eller minskar man systema-
tiskt fel. Problemet ar att dessa tva olika sétt ofta &r i konflikt. Om vi har
relativt manga prediktorer i en modell ar systematiskt fel ofta lag eftersom
den forvintade skattningen av y bor ligga nédrmare det sanna vardet ju fler
prediktorer vi har att utga ifran. Daremot kan det vara sa att modellen ten-
derar att anpassa for mycket utefter den data som anvénds vid anpassningen
av parametrarna. Detta kan gora sa att modellen passar endast for just det-
ta datamaterial, men inte generellt for ett representativt datamaterial. Detta
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tar sig i uttryck i att Var(g;) ar hog. Intuitivt kan det forstas som att ifall
vi skulle anvinda ny oberoende data att anpassa modellen sa &ar det stor
sannolikhet att vi far en skattning for y som skiljer sig relativt mycket fran
skattningen vi fick tidigare. Om vi har relativt fa prediktorer far vi ett om-
vant problem. Problemet med hog varians och lag systematiskt fel kallas ofta
for overanpassning, och det omvianda problemet kallas for underanpassning.
Aven om man i klassificering inte anviinder sig av MSE, giller motsitt-
ningen mellan varians och systematiskt fel (James et al., 2015, s.37).

2.3.4 Korsvalidering

Utover tranings- och testdata tar man ofta ut en del av observationerna
som valideringsdata. Genom att berdkna forlustfunktionen pa valideringsdata
for modeller man anpassat pa traningsdata far vi ett matt som undviker
problemet med att avviga systematiskt fel och varians. (Hastie et al., 2016
5.219).

Ett annat sidtt att undvika problemet med att avviga systematiskt fel
och varians ar att anvianda sig av korsvalidering. Detta gar ut pa att man
delar upp tréaningsdata i lika stora delar. Standard ar att antalet delar &r
antingen fem eller tio stycken. Vi later antalet delar vara lika med d. For
varje kombination med d — 1 delar anpassar vi modellen och berdknar sedan
forlustfunktionen pa den resterande delen. Vi tar sedan genomsnittet av de
d stycken reella tal som berdknats (James et al., 2015, s.184).

Fordelen med att anvinda korsvalidering istéllet for att endast ha valide-
ringsdata grundar sig pa tva punkter. For det forsta anvander korsvalidering
generellt sétt fler observationer vid varje modellanpassning. Detta betyder att
vi far sikrare skattningar av de ingaende parametrarna. Den andra férdelen
har att géra med att beroende pa vilka observationer som blir trédnings- re-
spektive valideringsdata, kan viardet pa forlustfunktionen variera en hel del.
Korsvalidering producerar ett matt som ar ett genomsnitt av flera virden
berdknade med hjalp av forlustfunktionen, och har darmed en lagre varians.
En nackdel med korsvalidering &ar att det kraver mer utrakningar och darmed
mer datorkraft. Pa grund av detta anvinds fem istéllet for tio delar, i den
korsvalidering som gors (James et al., 2015, s.178).

Man skulle kunna tycka att ndr man anviander korsvalidering, behovs det
ingen testdata. Anledningen till att man brukar ha testdata kvar, ar att vissa
modeller kommer att fa lagt forlustfunktionsvirde i korsvalideringen av ren
slump. Det finns alltsa en risk att vi véiljer en modell pga. denna effekt och
genom att ha testdata har man ett sitt att upptacka detta.
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2.3.5 Forward selection

Forward selection en mycket vanlig algoritm for modellselektion. Den gar
ut pa att man borjar med en modell utan nagra forklarande variabler, en
sa kallad nollmodell. Utifran denna modell anpassar man en ny modell for
varje prediktor, dar man lagt till prediktorn till nollmodellen. Utifran nagot
matt viljer man den modell som presterar bést av alla dessa modeller. Man
fortsatter sedan att utifran denna modell lagga till &nnu en prediktor pa
liknande sédtt. Algoritmen stannar av da den modell man utgar fran presterar
béttre dn alla de utvidgade modellerna (Sundberg, 2016, s.71).

2.3.6 Regularisering

Med regularisering menas olika satt att fordndra skattningen av modellens
ingaende parametrar sa att dessa tenderar att vara narmare noll &n de annars
hade varit. Genom att anvinda regularisering kan man undvika 6veranpass-
ning (James et al., 2015, s.214). Den regulariseringsteknik som anvénds i
denna uppsats ar Ridge regression. Den gar ut pa att istéllet for att maxi-
mera log-likelihood-funktionen,

K K
la,B; X,y) = Z (Z yir (o + Brx;) — log ( exp (o + ﬁﬂ:ﬁ)) ,
k=1

i=1 k=1

maximerar vi istallet

K K
Cripar(cs B; X,y) =Y | D yilow + Bya) — log (Z exp (o, + B;gm-)) )
i=1 \k=1 k=1
K-1 P
- A Biy
k=1 p=1

Hér later vi By, sta for den p:te parametern i den k:te delmodellen. Konstan-
ten A kallas for regulariseringskonstant, och beroende pa storleken hos denna
far vi olika skattningar for modellens parametrar. Hela termen som lagts
till log-likelihood-funktionen kallas for regulariseringsterm. Konsekvensen av
regulariseringstermen ar att om man later en parameter fa storre absolutbe-
lopp, kommer detta ge ett lagre funktionsvirde hos ¢rrpar. Detta betyder
att vid maximering av {r;par kommer koefficienterna nérmare noll &n vid
maximering av ¢. Virt att notera dr att storleken hos intercepten inte be-
straffas av regulariseringstermen. Det ar standardutférande och intuitivt kan
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man forsta detta genom att ténka sig att man vill att regulariseringen ska
ha en utjamnande effekt pa funktionskurvan hos log-likelihood-funktionen.
Intercepten paverkar inte formen hos denna kurva utan endast dess lage, och
dérmed &r det ingen idé att bestraffa storleken hos denna.

En annan anledning till att anvinda regularisering &r att vi forsdkras om
att inga parametrar gar mot odndligheten nér log-likelihood-funktionen max-
imeras. Ett exempel pa detta ar ifall vi har prediktorn x som endast kan anta
véardet O eller 1. I de tréningsdata dar x antar virdet 1 har responsvariabeln
antagit klassen c. Klass ¢ antas inte vara klassen som utgor basfallet i mo-
dellen. Vi utgar nu fran foljande sétt att uttrycka log-likelihood-funktionen
(se bilaga A).

a, B: X, y) ZZ%MO%( exp (o, + B x;) )

i=1 k=1 2 1exp(ak—|—6kmz)

Uttrycket som logaritmfunktionen appliceras pa ar inget annat &n den skatta-
de sannolikheten for klass k. Vi noterar nu att for de observationer dir x = 0,
paverkas inte uttrycket innanfor logaritmfunktionen av storleken pa koeffici-
enten for prediktorn x, som vi betecknar som (,. Detta eftersom 0 -3, = 0
for alla virden pa .. Detta betyder att vi endast behdver studera hur 3, pa-
verkar de termer i log-likelihood-funktioner som motsvarar de observationer
diar x = 1. Lat oss sidga att antalet sadana observationer ar lika med N,_;.
Delsumman av log-likelihood-funktionen ges nu av

i exp (i + Bri)

—Zl ( exp (. + B:vi) )

iy exp (o, + Bl

exp (a. + B, x;
g"’c:l (afE:lv Bzzl; Xz:h Y,.— 1 Z Yie log ( b ( /8 ) >
x (10)

Har later vi indexeringen x = 1 i log-likelihood-funktionens argument notera
att vi endast utgar fran en delméngd av observationerna. Notera att observa-
tionerna som motsvarar delsummorna nu har fatt nytt index fran 1 till N,—;.
Notera vidare att vi har tagit bort summeringen 6ver alla K klasser eftersom
det enligt antagande endast finns en klass, klass ¢, dar = 1 féorekommer.
Eftersom y;. = 1 for alla delsummor, kan vi ta bort denna faktor.

[ bilaga B visas att summanden i (10) &r strikt véixande med avseende
pa (.. Detta betyder att summan &ar strikt vixande med avseende pa f,.
Eftersom koefficienten endast har paverkan pa denna delsumma av den totala
log-likelihood-funktionen, sa betyder detta att log-likelihood-funktionen som
helhet vaxer strikt som funktion av 8,. Om vi nu forsoker skatta koefficienten
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genom att maximera log-likelihood-funktionen sa kommer skattningen bli
odefinierad, eftersom skattningen blir oéndligt stor.

Vi gar nu over till fallet da vi skattar parametrar med hjilp av en regu-
lariseringsterm. Termerna som motsvarar observationerna dér x = 1 utgors
nu av

S exp (ax + B )
P
—A Z 531,
p=1

Nagon av koefficienterna i summan som utgor regulariseringstermen bestar
av .. Den partiella derivatan for regulariseringstermen med avseende pa [,
ar darmed lika med —2\(,. Denna derivata gar mot minus oéndligheten da
vi later £, ga mot odndligheten. Da den forsta termens derivata gar mot
0 och andra termens derivata gar mot minus odndligheten da [, gar mot
oandligheten, sa kommer funktionen efter ett visst viarde hos [, att overga
fran en vixande till en avtagande funktion. Detta betyder med andra ord att
vi kommer kunna hitta ett reellt tal for 8, nér vi forsoker maximera denna
funktion.

Nz:l T
exp (. + c L
o B Xe) = 3 o 2 )
=1

Standardisering av prediktorer

Om man vill att alla prediktorernas parametrar ska straffas likvéardigt behéver
man standardisera prediktorerna innan man anpassar modellen (James et al.,
2015, $.217). I slutdndan har detta att gora med att ju storre absolutbelopp
en parameter har, desto mer straffas en 6kning i absolutbeloppets storlek.
Detta betyder att parametrar med stora absolutbelopp straffas hardare &n
parametrar med sma absolutbelopp. En annan anledning till standardisering
ar att man far en anpassning till modellen som ar oberoende av vilken skala
som de ingaende prediktorerna har. Vi vill t.ex. att skattningen av paramet-
rarna ska vara densamma dven om vi uttrycker variabeln pris i 6ren istéllet
for kronor. Standardiseringen som anvands ar

Iij
x;‘j — — =
\/N >imi (i — ;)
Vinsterledet dr det standardiserade viardet hos prediktorn j i observation 1.

Tva saker ar viarda att notera. Det forsta dr att man anviander sig av den
icke vantevirdesriktiga skattningen av variansen. Den andra ar att man i
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taljaren inte subtraherar z;; med stickprovsmedelvirdet z;, vilket man ofta
gor i andra sammanhang.

2.4 Teori for modellutvardering

2.4.1 Exakthet

Exakthet definieras i denna uppsats som andelen observationer dér modellen
predikterar réatt (Metz, 1978). Pa engelska bendmns detta matt som accuracy.
Formellt kan vi skriva detta som

N
1
Acc = N ; I(y; = Pred(x;)).

Funktionen Pred ar den Bayesianska klassificeraren som definierats enligt (6).
Vidare ér I en indikatorvariabel som antar virdet 1 om péastaendet y; = P(x;)
ar sant. Detta matt dr med framst for att svara pa den intressanta fragan:
Hur ofta férespar modellen réatt? Som matt for hur vl modellen presterar ar
exakthet begriansat. Ett typiskt exempel pa detta &r ett klassificeringspro-
blem med tva klasser, varav den ena klassen utgor 99% av datamaterialet.
Ifall modellen predikterar denna klass for varje gang, sa blir viardet pa ex-
akthet 0.99. Vi far alltsa ett hogt virde for en modell som vi skulle anse inte
riktigt tillfér nagot intressant.
Forvintad exakthet definieras som véintevirdet av Acc.

2.4.2 Wald-konfidensintervall

Ett Wald-konfidensintervall utgar fran Wald-statistikan som definieras som
(Held and Bové, 2014 s.99)

I(0ar1) Orrr, — 0) ~ N(0,1).

Hér star funktionen [ for fisherinformationen och 6 fér den parameter som
skattas. Vardet 6, &r ML-skattningen av parametern 6. Utifran statistikan
konstrueras Wald-konfidensintervallet till

A A
Clwarp = Opp, + ——22 (11)

I1(0n1)

dér Ao g25 dr normalférdelningens 0.025-kvantil. Ifall parametern som ska skat-
tas ar ¢ i binomialférdelningen, som ges av sannolikhetsfunktionen
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N
p(z) = < )99“(1—9)“” z=0,1,...,N,
T

sa ges Wald-konfidensintervallet i (11) av

. 1 - R
Clwarp = Our £ )\0.025\/N9ML(1 —0mL), (12)

dér Oy = +- Hérledningen av detta konfidensintervall finns i bilaga C

2.4.3 Inlarningskurvor

Med inlarningskurvor menas kurvor som visar hur modellen presterar utifran
hur mycket tréningsdata som anvénds vid anpassningen (Perlich, 2011). I
vart fall anvinds vardet pa forlustfunktionen da den berdknas med hjalp
av testdata som matt pa hur vil modellen presterar. Om man kompletterar
denna kurva med en kurva for viardet av forlustfunktionen da denna istéllet
berdknas pa den data man anpassade modellen med, kan man fa viagledning
ifall mer data eller fler prediktorer skulle kunna férbattra modellen. Figur 1
illustrerar det typiska utseendet for dessa kurvor (Ng).

Varde pa forlustfunktioner berdknade for test respektive
traningsdel som funktioner av antal observationer

Data
Testdata

—*— Traningsdata

Warde pa forlustfunktion

Antal observationer
Figur 1: Det typiska utseendet for forlustfunktionsviardet berdknad pa test

och traningsdata som en funktion av antalet observationer som finns i tré-
ningsdata

16



Utseendet hos figuren kan forstas genom foéljande tre pastaenden.

1. Vardet pa forlustfunktionen beriknad pa testdata gar ner med antalet
observationer.

2. Vardet pa forlustfunktionen berdknad pa den data som anvéndes for
att anpassa modellen gar upp med antalet observationer.

3. Generellt géller det att forlustfunktionen berdknad pa testdata &r storre
eller lika med forlustfunktionen beriknad pa data som anviandes for att
anpassa modellen. Detta géller oberoende av hur manga observationer
som anvants for att anpassa modellen.

Punkt nummer ett kan intuitivt forstas som att ju storre méngd data
som modellen anpassas pa, desto storre sannolikhet ar det att modellens
parametrar ar sadana att de Overensstammer med de sanna parametrarna.
Detta eftersom variansen hos estimatorerna som ger parameterskattningarna
blir mindre. Kopplar vi detta till problemet med avvigning mellan syste-
matiskt fel och varians som presenterades tidigare, sa gar variansen ner da
antalet observationer 6kar, medan det systematiska felet &r oférdndrad. Det-
ta leder till att det forviantade vardet hos forlustfunktionen gar ner. Punkt
nummer tva kan intuitivt forstas som att i och med att antalet observationer
okar, blir det svarare for modellen att anpassa sig sa att den stdmmer vél
overens med alla observationer. Detta gor att det forvintade vardet pa den
berdknade forlustfunktionen pa data som anviands for anpassning gar upp.
Punkt nummer tre géller eftersom modellen bor prestera battre pa data som
den anpassades pa an helt ny data.

Ifall vi okar antalet observationer ytterligare kan vi forvanta oss att kur-
vorna fortsatter i samma riktning som tidigare. Ifall gapet mellan forlust-
funktionen for traningsdata och forlustfunktionen for testdata &r stor dar
kurvorna slutar, och lutningen hos forlustfunktionen for testdata ar relativt
brant, kan vi forvianta oss att fler observationer kommer leda till en béttre
modell. Ifall gapet ar litet eller lutningen for testdata ar relativt flack, kan
vi forvinta oss att mer data har en relativt liten inverkan. Om kurvorna ser
ut att konvergera mot ett virde pa forlustfunktionen som anses for hogt néar
man later antalet observationer ga mot odndligheten, sa racker det alltsa inte
att endast oka antalet observationer. Man behéver da dven minska det sys-
tematiska felet, vilket kan gora med att introducera nya prediktorer som pa
ett battre satt kan skilja ut de olika klasserna i responsvariabeln.

Ett problem med att anvinda forlustfunktionen som matt pa hur val
modellen presterar dr att det inte ar helt uppenbart vilket virde som anses
vara bra. I detta hdnseende ar exakthet battre och darfér kan det vara rimligt
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att komplettera larningskurvor med exakthet istéllet. Eftersom ett hogt varde
pa exakthet, till skillnad fran for forlustfunktionen, &r forknippat med en
béattre modell, sa far kurvorna formen som ges av Figur 2.

Exakthet for test respektive trdningsdel som funktioner av
antal observationer

0.6-
D Data
E=
é 0d- Testdata
L —*— Traningsdata

Antal observationer

Figur 2: Det typiska utseendet for exakthet berdknad pa test och traningsdata
som en funktion av antalet observationer som finns i tréaningsdata

2.4.4 Felmatris

Vi ska hér definiera tva olika typer av matriser som pa engelska kallas for co-
incidence matrices. Den svenska bendamningen som anvéinds i denna uppsats
ar felmatris. Vi borjar med felmatrisen for ett klassificeringsproblem med
fler &n tva klasser. Elementet pa rad i och kolumn j i denna matris ar lika
med antalet observationer i testdata som i verkligheten tillhor klass ¢ men
som enligt modellen predikterades som klass j (Olson and Delen, 2008, s.31).
Applicerat pa vart problem blir denna felmatris en 19 x 19 matris. Summan
av diagonalen i denna matris ger oss antalet observationer som predikterades
ratt av modellen.

Den andra felmatrisen vi definierar ar en felmatris for ett binart klassifi-
ceringsproblem. Denna felmatris konstrueras med avseende pa en viss klass.
Om felmatrisen formuleras som

a b
o= (e a)
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sa motsvarar den foljande frekvenstabellen.

Klassen predikteras | Klassen predikteras inte
Antar klassen a b
Antar inte klassen | ¢ d

2.4.5 Kanslighet

Kanslighet for klass ¢ definieras som andelen av observationerna som antar
klass ¢ som dven predikteras att anta klass ¢ (Olson and Delen, 2008, s.138).
Formellt siatt ar det enklast att utga fran den andra typen av felmatris som
definierades i foregaende avsnitt. Da definieras kénslighet som

o a

Ca+b

Dessa matt kan berdknas for varje konto och tillater oss att se hur val mo-
dellen predikterar nir det kommer till olika klasser.

Se

3 Data

Datamaterialet bestar av 8154 observationer och 9 variabler da responsva-
riabeln &r inrdknad. Detta delas sedan upp i trdningsdata som utgor 6530
av observationerna och testdata som utgor 1624 av observationerna. I detta
avsnitt presenteras data utan att sérskilja mellan trédnings- och testdata.

3.1 Beskrivning av responsvariabel

Varje observation utgors av en bokforingshindelse. Responsvariabeln som an-
vands for modellen ar det konto som héndelsen bokforts pa. I datamaterialet
finns det totalt 124 konton. Fordelningen for kontona kan ses i Figur 3, da
kontona har sorterats fran minst forekommande till mest férekommande.

I stapeldiagrammet &r det svart att se frekvensen for de kontona som
forekommer véldigt séllan. I Figur 4 plottas endast de kontona som férekom
som mest 20 ganger.

Det finns tva egenskaper hos responsvariabeln som ar besvarliga for var
analys. Den forsta egenskapen &ar att datamaterialet dr obalanserat i och med
att forekomsten av konton skiljer sig sa kraftigt. Den andra egenskapen &r att
responsvariabeln antar ett stort antal olika konton. Problemen kan beskrivas
med begreppet number of events per variable som i en binar logistisk regres-
sion ar lika med antalet ingaende variabler i modellen delat med hur manga
ganger den minst forekommande hédndelsen forekommer i datamaterialet. Det
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Férdelning av konto

800 -

600 -

Férekomst
i
=
=
1

200-

0

Konto

Figur 3: Fordelningen hos forekomsten av konton i datamaterialet sorterat
fran minst forekommande till mest forekommande.

Fdrdelning av konton som férekommer mindre &n 20 ganger

. _I-IIII-IIII-IIII.IIII.IIIIIIII‘Illl

Konto

15-

10-

Farekomst

5 -

Figur 4: Forekomsten av varje konto bland konton som i datamaterialet fore-

kommer som hogst 20 ganger. Kontona &r sorterade fran minst forekommande
till mest forekommande.
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Férdelning av konto

1500-

1000-

Férekomst

500-

4

15 16 11 1 713 9 6

Figur 5: Fordelningen hos férekomsten av de 19 slutgiltiga kontona i data-
materialet sorterade fran minst forekommande till mest forekommande.

D-___-----.l
5 2 12 14 3 g 19 117 10 18
Konto

har visat sig att nér denna kvot dr mindre &n 10 uppstar problem sasom att
skattningarna av de ingdende parametrarna ar icke-vintevardesriktiga samt
under- eller 6verskattat standardfel (Peduzzi et al., 1996). Dessutom tenderar
en logistisk regression att underskatta sannolikheten for séllsynta héndelser,
vilket bokforing pa vissa séllsynta konton kan anses vara (King and Zeng,
2001). Dessa problem antas kunna vara problem &ven i var multinomiala
logistiska regressionsmodell.

For att forenkla problemet slas konton ihop utifran ett forslag till en
minimal kontoplan. Detta resulterar i 31 konton. Tyvérr finns det fortfarande
konton som har endast fatal observationer och den slutgiltiga atgiarden ar att
sla ithop de kontona som har 20 eller farre observationer. Detta resulterar i
en responsvariabel som antar 19 olika konton. Dessa konton namnges som
konto 1 till 19. I Figur 5 ser vi forekomsten hos kontona sorterade fran minst
forekommande till mest férekommande.

Som man ser i Figur 5 ar datasetet fortfarande obalanserat, men inte alls
till den grad som det var tidigare. En invindning mot att sla ihop konton
ar att modellen inte nédvéandigtvis predikterar det mest sannolika kontot av
de ursprungliga 31 i den minimala kontoplanen. Sannolikheten for att en
observation ska anta det sammanslagna kontot representerar sannolikheten
att observationen antar nagot av de sammanslagna kontona. Lat oss siga
att vi har slagit samman kontona A, B och C. Det kan vara sa att modellen
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skulle ha predikterat konto D for en observation men nu predikterar det
sammanslagna kontot eftersom summan av de skattade sannolikheterna for
A, B och C éar storre dn den skattade sannolikheten fér D. Detta forvantas
dock inte vara ett stort problem i praktiken.

3.2 Beskrivning av prediktorer

I Tabell 1 sammanfattas de atta prediktorerna som finns med i datamate-
rialet. Prediktorn antal artiklar ar strikt sdtt inte en kontinuerlig variabel

Prediktor Typ Faktornivaer Antal observationer
pris Kontinuerlig - -
antal artiklar Kontinuerlig - -
betalningssatt Faktor Kontant 535
Kort 6059
Oként /Annat 1560
arbetsdag Faktor Arbetsdag 5718
Inte arbetsdag 2436
kopare sni Modifierad 21 nivaer: Boksta- Se i avsnittet om SNI-
faktorvaria-  verna A till U prediktorer
bel
séljare sni Modifierad 21 nivaer: Boksté- Se i avsnittet om SNI-
faktorvaria-  verna A till U prediktorer
bel
momskategori  Faktor 0.25 Se avsnitt om
0.12 arbetstid och
0.06 momskategori
0
Okénd
arbetstid Faktor Arbetstid Se avsnitt om

Inte arbetstid

arbetstid och

Okénd/Odefinierad momskategori

Tabell 1: Tabell som sammanfattar de atta prediktorerna som finns tillgéng-
liga i datamaterialet.

eftersom den endast kan anta ett naturligt tal. Dock behandlas den som en
kontinuerlig variabel. Betalningssatt avser vilken sorts betalning som gjordes
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i samband med kostnaden. I de observationer dir betalningssittet antar ni-
van Oként/Annat handlar frimst om observationer dar bokforingsunderlaget
varit en faktura.

3.2.1 SNI-prediktorer

Prediktorerna kdpare sni och sdljare sni anger vilken eller vilka SNI-avdel-
ningar som foretaget som bokfor héndelsen har, respektive foretaget som ko-
paren interagerat med i héndelsen har. Normalt sétt &r sdljare sni foretaget
som foretaget som bokfor hindelsen kopt en vara eller tjénst ifran. Med SNI-
avdelning menas den grovsta uppdelning som finns av SNI-koder. SNI-kod
ar en kod som ett foretag har som beskriver féretagets verksamhetsomrade
(SCB (Statistiska Centralbyran), 2017). Det finns 821 olika SNI-koder vilket
for detta arbete beddémdes vara for manga for att ha som prediktorer. Los-
ningen var att istéllet anvinda sig av SNI-avdelning. Ett problem med de tva
SNI-prediktorerna ar att ett féretag kan ha flera SNI-koder och dérfor kan
man inte anvinda dessa som normala faktorvariabler. Det man kan gora ar
att forsoka generalisera det sdtt man annars hanterar faktorvariabler. Nar en
faktorvariabel anpassas i en logistisk regressionsmodell later man ena faktor-
nivan fungera som basfall och sedan har man en dummy-variabel for varje av
de resterande nivaerna. Om ett foretag har s SNI-koder kan det vara rimligt
att anta att varje enskild SNI-kod har % sa stor inverkan som om foretaget
endast hade denna SNI-kod. Utifran denna logik sa skulle dummy-variabeln
for en SNI-avdelning anta kvoten mellan antalet SNI-koder som foretaget har
i avdelningen och antalet SNI-koder som foretaget har 6verhuvudtaget. For
att klargora detta presenteras nagra exempel i Tabell 2. Dar antas det att
det endast finns 3 SNI-avdelningar, A, B och C. SNI-avdelningen A betrak-
tas héar som basfallet. De forsta tre exemplen ar fall déar foretaget endast har
en SNI-kod. Detta ger exakt samma resultat som om SNI-prediktorn endast
kunde ha en SNI-kod. De tva sista exemplen visar vilka virden som dummy-
variablerna fér B och C antar i tva fall dar foretaget har flera SNI-koder.
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SNI-koder i foretag Dummyvariabel for B | Dummyvariabel fér C

1 avd. A

1 avd. B

1 avd. C

lavd. A, 1 avd. B, 1 avd. C

Qi O —| O
ol = O O

3avd. A, 1 avd. B, 0 avd. C

Tabell 2: Exempel som illustrerar hur SNI-prediktorerna fungerar.

I Figur 6 presenteras forekomsten av koparens SNI-avdelningar bland
observationerna i datamaterialet. Eftersom flera SNI-avdelningar kan fore-
komma per observation, s& kommer summan av férekomsterna vara storre
an antal observationer.

Férekomst av SNl-avdelningar hos képare

3000

=]
=
=
=

Farekomst

: I I
D ._.__I EEN_= I_I-I
A B C D E F G H | J K L M N O P Q R

SNl-avdelning

5 T U

Figur 6: Forekomst av SNI-avdelningar hos koparen bland observationerna i
datamaterialet.

Avdelningarna B, E, O, T och U férekommer inte alls. Detta betyder
att de variabler som ger andelen av SNI-koder képarna har i dessa SNI-
avdelningar kommer anta véirdet 0 for alla observationer. Nagot man skulle
kunna gora ar att ta bort dessa variabler. Anledningen till att detta inte
gors, ar att modellen da inte kommer kunna appliceras pa nya observatio-
ner dar koparen faktiskt har en SNI-kod i nagon av dessa avdelningar. Om
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man instéllet later dessa variabler vara kvar, kommer koefficienten for dessa
variabler att bli 0 for alla delmodeller. For att se varfor, 1at oss titta pa funk-
tionen (9), som maximeras for att skatta parametrarna i modellen. Forsta
delen utgors av log-likelihood-funktionen. Eftersom variablerna for de fem
icke-forekommande SNI-avdelningarna alltid ar lika med 0, s& kommer log-
likelihood-funktionen vara helt oberoende av storleken hos koefficienterna for
dessa variabler. Dock ser vi att regulariseringstermen blir som storst da alla
dessa koefficienter &r lika med 0. Slutsatsen blir da att (9) maximeras nér
koefficienterna fér SNI-avdelningarna B, E, O, T och U éar lika med 0 for
alla delmodeller. I Figur 7 presenteras forekomsten av SNI-avdelningar hos
sdljare.

Férekomst av SNI-avdelningar hos séljare

3000

Férekomst
(%]
L= ]
=
=

1000

0 —_I--.
A B C D E F

G H I J K L M NP Q@ R § T U

SNl-avdelning

Figur 7: Forekomst av SNI-avdelningar hos séljarna bland observationerna i
datamaterialet

3.2.2 Arbetstid och momskategori

Prediktorerna arbetstid och momskategori bygger pa annan data som vi har
tillgang till. Detta betyder att vi kan omdefiniera variablerna och se vilken
av definitionerna som ar bést for var modell. Den data som arbetstid byg-
ger pa ar tidpunkten som kopet intriaffade. Om det saknas tidpunkt for en
observation, later vi arbetstid anta véirdet okénd/odefinierad. De resterande
observationernas tidpunkter ges av Figur 8.
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Férdelning av tidpunkter fér kdp

2 3 4 5 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
Timme

400

300

20

Férekomst

10

L=}

Figur 8: Fordelningen av vilken timme som kopet utférdes bland de obser-
vationer dér information om tidpunkt fanns tillgdnglig. Med timme x menas
tidsintervallet fran och med x.00 till och med x.59.

Vi kan nu definiera arbetsdag pa olika sétt genom att variera tidpunkten
nér arbetsdag borjar och nér en arbetsdag slutar. I modelleringen provas flera
olika start- och sluttider.

Vi har en likande situation for moms. I Sverige har vi momssatserna 0,
6, 12 och 25%. I det datamaterial som anvéinds finns det endast information
om den genomsnittliga momsen per héandelse. Detta betyder att ifall den
genomsnittliga momsen ar lat oss sdga 14%, sa finns det ménga olika sétt
som denna kan vara uppbyggd av momssatserna. Det sidtt som prediktorn
momskategori definieras dr att om den genomsnittliga momsen &r tillrackligt
nédra en av momssatserna, sa satts momskategor: lika med denna momssats.
Annars later man prediktorn anta viardet okdnd. Det man gor i modelleringen
ar att prova olika avstand som bestdmmer meningen i vad tillrackligt nira
betyder i sammanhanget.
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4 Statistisk modellering

4.1 Metod for statistisk modellering

Den modell vi ska anpassa ar den multinomiala logistiska regressionsmodell
(2) som beskrevs i teoriavsnittet. Applicerat pa vart klassificeringsproblem
sitts K = 19, eftersom vi har 19 olika konton som responsvariabeln kan anta.

Det som gors i detta avsnitt dr att bestamma vilka prediktorer som ska
vara med, eventuella omdefinieringar av prediktorer samt skattningar av mo-
dellens parametrar med hjalp av regularisering. Den méngd data vi har delas
upp i tva delar s att 80% av dataméngden &r i traningsdelen och 20% av da-
taméangden ar i testdelen. Vid anpassning av en modell utfors korsvalidering.
Anpassningen gors genom att maximera forlustfunktionen med en regulari-
seringsterm enligt funktion (9). Anpassat till vart problem sétts K = 19 och
N = 6530. Vardet pa N sétts enligt hur manga observationer som finns i tra-
ningsdata. Parametrarna anpassas genom att maximera funktionen for olika
viarden pa regulariseringskonstanten A. Innan modellen anpassas standardi-
seras prediktorerna, for att sedan transformeras tillbaka efter anpassning.
Detta sker automatiskt i mjukvaran som anvinds (Hastie and Qian, 2014).
Dessutom far vi for varje A som modellen anpassats pa ett uppskattat varde
pa den multinomiala deviansen. Delar vi detta virde med 2 far vi véardet
hos forlustfunktionen. Vi kommer da att vélja den anpassning av modellen
som ger lagst viarde hos forlustfunktionen. Detta gors for varje modell som
provas. Jamforelser gors genom att jamfora forlustfunktionen som anpass-
ningarna av modellerna gav upphov till dir den modell med ldgst virde pa
forlustfunktionen ar att foredra.

4.2 Algoritm for modellselektion

Eftersom det finns oéndligt manga modeller vi skulle kunna anpassa, ar det
en bra idé att utga fran nagon algoritm for modellselektion. Algoritmen som
anvands dr en blandning mellan forward selection och regularisering. Mat-
tet som anvéinds for modellselektion ér det genomsnittliga virdet pa forlust-
funktionen som fas genom korsvalidering. Algoritmen for modellselektion kan
sammanfattas med hjilp av foljande punkter.

Nar algoritmen har kort igenom huvudeffekterna sa borjar en selektion
av interaktionstermer. Denna selektion foljer ungeféar samma algoritm men
har en del godtyckliga inslag.

1. Anpassa en modell som helt saknar prediktorer for olika virden pa
regulariseringskontanten. Véalj den parameterskattning som ger lagst
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genomsnittlig forlustfunktion.

2. Utifran denna modell, anpassa alla modeller sadana att du endast lagt
till en extra prediktor. Alla modeller anpassas med olika virden pa
regulariseringskonstanten och den parameterskattning som ger lagst
genomsnittlig forlustfunktion véljs for varje enskild modell.

3. Jamfor forlustfunktionerna hos den ursprungliga modellen och de nya
modellerna. Den modell som har 1agst forlustfunktion ar den modell vi
gar vidare med. Om det visar sig vara den ursprungliga modellen sa ar
detta var slutgiltiga modell.

4. Om den modell vi valt i punkt (3) &r en av de nya anpassade modellerna,
sd utgar vi fran denna och gar tillbaka till punkt (2). Ifall det inte finns
fler resterande prediktorer sa véljer vi den modell som innehaller alla
prediktorer som slutmodell.

Vi gor ett ingrepp i algoritmen vid den tidpunkt den eventuellt ger konse-
kvensen att vi ska inkludera nagon av variablerna arbetstid och momskategori.
Ingreppet bestar av att vi lagger till variabeln i modellen och sedan provar
olika versioner av hur variabeln &r definierad. Anledningen till att vi gor det-
ta dr att dessa tva variabler skapats fran data vi har tillgang till. Detta gor
det mojligt for oss att modifiera dessa. Dessutom finns det ett visst matt av
godtycklighet i hur vi definierat dessa variabler. Variabeln arbetstid modifie-
ras genom att forst prova olika starttider for arbetstid, anpassa modellen for
varje starttid, och sedan vilja den starttid vars modell hade lagst forlust-
funktion. Néar vi valt starttid gor vi samma sak for sluttiden for arbetstiden.
Variabeln momskategori modifieras genom att vi d&ndrar avstandet mellan
momssatsen och granserna for vilka observationer som ska inga i momssat-
sen. T.ex. om vi har satt avstandet till 2, sa géller det att alla observerade
momssatser som befinner sig i intervallet (23,27) anges som momssats 0.25.

4.3 Mjukvara for modellselektion

Den mjukvara som anvéands for modellselektionen ar R-paketet glmnet (Fri-
edman et al., 2010). Genom att anvénda funktionen cv.glmnet() anpassar vi
en modell for en sekvens av olika viarden pa regulariseringskonstanten. Ge-
nom att plotta vardena pa regulariseringskonstanten mot den multinomiala
deviansen for de motsvarande anpassade modellerna kan vi se vilket varde
pa regulariseringskontanten som ger ldagst virde hos forlustfunktionen. Ett
exempel illustreras med Figur 9.
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Exempel pa multinomial devians fér en model som funktion av vérde
pa regulariseringskonstanten

50

45

Multinomial devians
4.0
T,

Virde pa regulariseringskonstant

Figur 9: Ett exempel pa virdet pa multinomial devians for olika varden pa re-
gulariseringskonstanten. Den vénstra vertikala streckade linjen markerar det
viarde pa regulariseringskonstanten som ger ldgst multinomial devians. Den
hogra vertikala streckade linjen markerar det virde pa regulariseringskon-
stanten vars skattning av multinomial devians har ldgst standardavvikelse.

Paketet beridknar inte vardet hos forlustfunktionen, utan berédknar istél-
let den multinomiala deviansen (MD). Sasom tidigare visats i teoriavsnittet
finner vi véirdet hos forlustfunktionen genom formeln

MD
F(a,B;X,y):T

4.4 Anpassning av modellselektionen till mjukvara

Pa grund av begréansning i paketet glmnet behover vi gora en mindre for-
andring i modellselektionsalgoritmen. Denna forandring innebér att vi inte
anpassar modellen utan prediktorer eller modellerna som innehaller endast
en av prediktorerna pris, antal artiklar och arbetsdag. Detta for att funktio-
nen cv.glmnet kraver att modellen som anpassas ska innebara skattning av
minst tre parametrar i varje delmodell som ar inkluderad i den fullstdndiga
modellen. Detta betyder att vi inte kan anvinda funktionen fér att anpassa
dessa modeller. Detta ses inte som ett stort problem eftersom ingen av dessa
modeller férviantas ha den bésta prediktionsférméagan.

29



4.5 Modellselektion

I Tabell 3 sammanfattas forsta delen av modellselektionen dar endast hu-
vudeffekter ingar. Vi ser att vi forst lagger till variabeln sdljare  sni, sedan

Ingaende variabler Vérde pa for-
lustfunktion
Modell 1 | saljare sni 1.7858
Modell 2 | séljare sni, kpare sni 1.6618
Modell 3 | séljare sni, kopare sni, momskategori 1.5765
Modell 4 | séljare sni, kopare sni, momskategori 1.5765
Modell 5 | séljare sni, kopare sni, momskategori, ar- | 1.5373
betstid

Modell 6 | séljare sni, kopare sni, momskategori, ar- | 1.5417
betstid korr

Modell 7 | séljare sni, kopare sni, momskategori, ar- | 1.5417
betstid korr

Modell 8 | séljare sni, kopare sni, momskategori, ar- | 1.5094
betstid korr, pris

Modell 9 | séljare sni, kopare sni, momskategori, ar- | 1.5001
betstid korr, pris, antal artiklar

Modell 10 | séljare sni, kopare sni, momskategori, ar- | 1.4919
betstid, pris, antal _artiklar, betalningssatt

Tabell 3: En tabell 6ver den inledande modellselektionen med enbart huvu-

deflfekter.

kdpare sni och darefter momskategori. Darefter modifieras modell 3 genom
att prova olika versioner av variabeln momskategori. Vi kommer fram till att
hur momskategori redan var definierad, dvs. att vi satter avstandet lika med
1, ar det som ger lagst viarde pa forlustfunktionen. Pa grund av detta &r
modell 3 och 4 densamma. Vi aterupptar selektionsalgoritmen och resultatet
blir att lagga till variabeln arbetstid. Modell 6 ar resultatet av att vi provat
olika starttider for variabeln arbetstid i modell 5. Vi kommer fram till att
vi far lagre virde pa forlustfunktionen om vi &ndrar starttiden fran 08.00
till 09.00 och dérav har vi ersatt arbetstid med arbetstid_ korr i modell 6. 1
modell 7 provar vi olika sluttider for arbetstidsvariabeln. Vi kommer fram
till den urspungliga sluttiden, 17.00. Detta betyder att modell 6 och 7 &r
samma modeller. Nagot att notera ar att viardet pa forlustfunktionen i mo-
dell 6 och 7 &r storre dn i modell 5. Detta har att géra med att funktionen
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cv.glmnet() anvinder sig av slump da den delar upp tréningsdelen i fem oli-
ka delar. Eftersom delarna da inte blir identiska kan resultaten skilja sig vid
olika tillfidllen nar man anropar funktionen pa samma dataset. Modell 8 till
10 &r resultat av att vi fortsatt med selektionsalgoritmen. Vi finner att alla
variabler har tagits med forutom variabeln arbetsdag.

Modelleringen fortskrider med att inkludera interaktionstermer. Tabell
4 visar de modeller som var kandidater till att bli modell 1. Vi ser att va-

Ingéende variabler | Virde pa forlustfunktion | 95% konfidensintervall
for forlustfunktion
betalningssatt 2.4178 (2.4060, 2.4296)
képare sni 2.2589 (2.2504, 2.2673)
saljare sni 1.7858 (1.7708, 1.8009)
momskategori 2.2230 (2.2081, 2.2380)
arbetstid 2.3107 (2.3060, 2.3154)

Tabell 4: Tabell over forlustfunktionsvardena hos de modeller som var kandi-
dater till att bli modell 1. 95% konfidensintervall for forlustfunktionsvardena
har aven inkluderats.

riabeln sni_ sdljare var den prediktor som fick lagst forlustfunktionsvarde.
Utifran konfidensintervallen kan vi dra slutsatsen att skillnaden dven &r sta-
tistiskt signifikant. Pa grund av detta ansags att det vara intressant att utfora
samma algoritm som pa huvudeffekterna, men for de interaktionstermer déar
sni_sdljare ingar. Eftersom huvudeffekten hos arbetstid inte kom med provar
vi inte ens interaktioner som innehaller denna variabel. Tabell 5 sammanfat-
tar denna del av modellselektionen. Bortsett fran interaktionstermerna utgors
modellerna dven av alla de huvudeffekter som ingar i modell 10. I modell 15
ingar alla interaktionstermer med sdljare_sni forutom med variablerna an-
tal_artiklar och arbetstid.
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Ingaende interaktionstermer med séljare sni

Vérde pa for-

betalningsséatt

lustfunktion
Modell 11 | kopare sni 1.4805
Modell 12 | képare sni, momskategori 1.4583
Modell 13 | képare sni, momskategori, arbetstid 1.4417
Modell 14 | képare sni, momskategori, arbetstid, pris 1.4354
Modell 15 | kopare sni, momskategori, arbetstid, pris, | 1.4335

Tabell 5: En tabell 6éver modellselektionen for interaktionstermer med pre-
diktorn sdljare sni.

Ingaende interaktionstermer med képare sni

Vérde pa for-

lustfunktion
Modell 16 | sédljare sni, momskategori 1.4205
Modell 17 | séljare sni, momskategori, arbetstid 1.4102
Modell 18 | sédljare sni, momskategori, arbetstid, pris 1.4051

Tabell 6: En tabell 6ver modellselektionen for interaktionstermer med pre-
diktorn kopare sni.

Modellselektionen fortsatter sedan genom att titta pa interaktioner dér
variabeln kopare sni ingar. Resultatet sammanfattas av Tabell 6. Notera att
interaktionen mellan kdpare sni och sdljare sni ingar sedan tidigare. Alla
andra prediktorer som aterfinns i modell 15 finns med i modell 16-19.

Nu har vi med alla interaktionstermer dér sdljare sni ingar féorutom in-
teraktionerna med antal artiklar, betalningssdtt och arbetsdag. Vinsterna i
att lagga till fler interaktionstermer ar nu sa sma och darfor prévas en sista
modell dar interaktionstermen mellan arbetstid och momskategori har lagts
till. Det visar sig bli en liten forbéttring och darfér later vi denna modell bli
var slutgiltiga modell. Denna modell (modell 19) sammanfattas av Tabell 7.

4.6 Slutgiltig modell

Hér presenteras endast formen pa den slutgiltiga modellen och inte de exakta
koefficienterna.

32




Ingaende prediktorer Vérde pa for-
lustfunktion

Modell 19 | Alla prediktorer 1 modell 18, arbets- | 1.4044

tid:momskategori

Tabell 7: Sammanfattning av den slutgiltiga modellen.

pr(T)

log
pio(x)

=i + Bklxpris + 5k2$antal_a7“tiklar + Bk,betalningsatt + Bk,kopare_sni

+ Bk,saljare_sm' + Bk,momskategom' + Bk,arbetstid + 7k,kopare_sni$pris

+ f}/k,kopare_sm':saljare_sni + fYk,kopare_sni:momskategori

+ ’Yk,kopareisni:arbetstid + /yk,saljareisnixpris + ’Yk,saljareism':betalningssatt
+ fyk,saljare_sni:momskategori + Vk,saljare_sni:arbetstid

+ Vk,momskategori:arbetstid

k=1,2,...18

Indexeringen k framhaller att dessa termer dr specifika for den k:te mo-
dellen. Den forsta termen som noteras med «y, ar interceptet. De termer som
noteras med [ ar effekter fran endast en prediktor. Utav dessa termer, ér de
som inte innehaller nagon faktor benamnd z skrivna i faktorformat. T.ex.
antar By momskategori Olika virden beroende pa vilken niva denna faktor antog.
For att modellens parametrar ska vara entydigt bestdmda finns det en niva
i varje faktorvariabel vars motsvarande term i modellen alltid antar vérdet
0. De termer som noteras med v dr interaktionseffekter. For entydighet hos
modellens parametrar krivs det att om nagon av de ingaende faktorerna i en
interaktionsterm antar basfallet, s& kommer interaktionstermen att vara lika
med 0.

5 Modellutvardering

5.1 Exakthet

Den kanske mest naturliga fragan som man vill ha reda pa ar hur ofta mo-
dellen far ratt. Genom att lata modellen prediktera pa testdata, vilket &r
oberoende av den data som anvéandes for att anpassa modellen, far vi en
exakthet pa 57.02%. For att jamfora, s far man en exakthet pa 5.26% om
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man predikterar genom att likformigt slumpa ett konto och en exakthet pa
18.41% om man gissar pa det mest forekommande kontot.

Exakthet som matt beror pa vilken data som rakar hamna i testdelen.
Det matt vi egentligen &r intresserad av ar forvintad exakthet. Vi kan med
hjalp av exakthet berdkna ett 95% konfidensintervall for forvantad exakt-
het. Om vi multiplicerar Acc med antalet observationer i testdata, N, far
vi antalet observationer som predikterades ratt. Vi utgar fran antagandet
om att vi inte kan forespa vilka varden som prediktorerna antar for varje
observation. Fran detta utgangslage ar sannolikheten for att den i:te obser-
vationen predikteras ratt densamma som for den j:te observationen for alla
1,7 = 0,...,N. Detta pastaende &r rimligt eftersom vi inte vet om den i:te
eller j:te observationer kommer ha virden som ger sidkrare prediktioner eller
inte. Vi utgar dven fran antagandet om att observationerna i testdata ar obe-
roende. Antalet observationer som predikteras ratt ges darmed av en summa
av likaférdelade och oberoende Bernoulli-slumpvariabler, vilket &r detsamma
som den binomialférdelade slumpvariabeln

p(z) = <]D9$(1 -0V r=0,1,...,N.

déar 0 representerar E[Acc|. Det konfidensintervall som vi hittar for 6 blir
dédrmed detsamma som konfidensintervallet for E[Acc]. Om vi utgar fran
(12) far vi Wald-konfidensintervallet

Clwarp = (0.5461,0.5943).

5.2 Modellen som stod for bokforing

Modellen kan anvindas som ett beslutstod i bokforing. Da vill man att mo-
dellen endast ger forslag da den &r relativt sdker i sin prediktion. Om vi
later modellen endast prediktera nir den skattade sannolikheten for det pre-
dikterade kontot &r minst 0.9 s& predikterar modellen 11.27% av gangerna.
Detta skulle betyda att forutsatt att sannolikheten 0.9 ar tillfredstéllande,
kan modellen ge beslutsstod for uppskattningsvis runt 11% av bokforings-
héndelserna. Notera att modellen &ven kédnner av vilka bokforingshéndelser
som den ger rekommendationer for.

Nér vi har tillgang till testdata, bor vi inte ta for givet att modellen verk-
ligen predikterar med 90% sikerhet for dessa observationer, utan vi bor dven
testa detta. Vi kan nu berékna exakthet endast for de observationer som en-
ligt modellen kan predikteras med minst 90% sikerhet. Exakthet beraknas till
95.08% vilket tyder pa att modellen verkligen predikterar med denna séker-
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het. Analogt med foregaende avsnitt kan vi konstruera ett konfidensintervall
for den forvintade exaktheten. Denna ges av

Clwarp = (0.9195,0.9822)

5.3 Jamforelse av forlustfunktioner

Nér man provar olika modeller i traningsdelen, finns det risk att man véljer en
modell som av slump ger en bra anpassning for alla datapunkter i traningsda-
ta. Om detta héander, upptéacker vi inte detta genom korsvalidering. Ett satt
att upptécka detta dr att berdkna forlustfunktionen i testdelen. Med helt ny
data ar sannolikheten att &ven denna data av slump skulle passa val till mo-
dellen liten. Forlustfunktionen i testdelen beréknas till 1.4426 vilket dr nagot
storre dn 1.4051 som forlustfunktionen blev da vi anvénde korsvalidering i
traningsdata. Vi bor ocksa ta héansyn till att nar vi utférde korsvalidering
anvande vi endast % av trianingsdelen i anpassningarna som anvéandes for att
berdkna forlustfunktionen. Nér vi berdknar forlustfunktionen i testdelen an-
vander vi hela traningsdelen. Detta talar for att forlustfunktionen borde vara
lite mindre for testdelen, givet att vi inte har den slumpeffekt som beskrevs
tidigare. Trots detta anses 1.4426 vara tillrackligt néara for att vi ska anse att
korsvalideringen valt ut en vél presterande modell i jamforelse med de andra
modellerna vi hade att vilja mellan.

5.4 Analys med inlarningskurvor

Traningsdata delades upp i tio delar. Déarefter anpassades modellen pa de
tva forsta delarna. Regulariseringskonstanten justeras sa att den &r lika med
konstanden i den slutgiltiga modellen multiplicerad med hur stor andel ob-
servationer som den data modellen anpassas pa utgor av hela traningsdata.
Detta gor sa att styrkan i regulariseringen ar densamma vid alla anpassning-
ar. Darefter utokades data med nésta del och modellen anpassades aterigen.
Detta upprepades tills data hade utokats till att omfatta hela tréningsdata.
Modellen har da anpassats 9 ganger pa data av olika storlekar. For alla dessa
anpassningar berdknades forlustfunktionen pa testdelen samt forlustfunktio-
nen da den berdknas pa den data som modellen anpassats till. Detta leder
till Figur 10.

Kurvorna i Figur 10 indikerar att mer data sdkerligen skulle leda till en
béttre modell. Dels har vi ett stort gap mellan vardet hos forlustfunktionen
for test respektive traningsdata i den sista punkten, dels ser det ut som att
forlustfunktionsvérdet for testdata minskar snabbare dn det 6kar for tréanings-
data. Uppskattningsvis dr det mojligt att komma ner till ett viarde pa 1.25.
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Vérde pa forlustfunktion i test- respektive tréningsdel
som funktioner av antal ochservationer

Data
Testdata

—*— Traningsdata

Varde pa forlustfunktion
T

2000 3000 4000 5000 6000
Antal observationer

Figur 10: Forlustfunktionsvéirdet for trdningsdata respektive testdata som
funktioner av hur manga observationer som finns i traningsdata.

Virdet hos forlustfunktionen applicerad pa hela traningsdata &r enligt figu-
ren 1.07. Det bor vara omojligt att hamna under detta utan att lagga till eller
byta ut prediktorer, alternativt dndra vardet pa regulariseringskonstanten.
For att fa en kéinsla av vad detta betyder, plottas i Figur 11 inldrningskurvor
dar vi istéllet for forlustfunktionsvirdet anvinder oss av exakthet.

Forlustfunktionsvéirdet 1.07 motsvaras i detta fall enligt Figur 11 av en
modell som har 66,8% i exakthet. Om vi anser att vi inte dr nojda med ett
sadant viarde pa exakthet bor vi komplettera atgarden att skaffa mer data
med andra sitt att forbattra modellen. Ett alternativ dr att dndra regulari-
seringskonstanten. I Figur 12 plottas en inldrningskurva med exakthet som
matt, men dar regulariseringskonstanten har korrigerats i varje anpassning
med hjalp av korsvalidering.
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Exakthet i test- respektive tréningsdel som funktioner
av antal observationer

07-

B Data

i

% Testdata

|_>|j —*— Traningsdata
0.6-

2000 3000 4000 5000 6000
Antal observationer

Figur 11: Exakthet for trédningsdata respektive testdata som funktioner av
hur manga observationer som finns i traningsdata.

Exakthet i test- respektive tréningsdel som funktioner
av antal observationer dér regulariseringskonstanten

korrigeras

o '/\\\\"_/"‘

0.65-
o Data
=
R Testdata
® 0.60-
LLi —*— Traningsdata

055-

2000 3000 4000 5000 6000

Antal observationer

Figur 12: Exakthet for trdningsdata respektive testdata som funktioner av
hur manga observationer som finns i trédningsdata, nir regulariseringskon-

stanten korrigerats vid varje anpassning for att minimera forlustfunktionen i
korsvalidering.
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Tanken med Figur 12 att detta ska ge oss en uppfattning om hur éndring
av regulariseringskonstanten i samband med 6kat datamaterial kan forbéttra
modellen.

Vi ser i Figur 12 att exakthet berdknat pa testdata borjar med att dka
nagot for att minska langsamt med antalet observationer. Om vi antar att
den minskande trenden kommer att fortsdtta nar vi okar antalet observatio-
ner, betyder detta att vi inte kan rédkna med en modell som &ar béttre an
drygt 65% exakthet d&ven om vi 6kar méngden data och samtidigt korrigerar
regulariseringskonstanten.

Enligt den analys som gjorts med inlarningskurvor skulle modellen bli
béattre med en 6kad méngd data. Utover detta kravs det nya prediktorer som
kan séarskilja klasserna i responsvariabeln pa ett béattre sdtt &n de nuvarande
prediktorerna gor.

5.5 Felmatris

I Figur 13 presenteras felmatrisen for hur modellen har presterat pa testda-
ta. Elementet pa rad ¢ och kolumn j séger oss hur manga observationer som
bokfordes pa konto ¢ men predikterades enligt modellen som konto j. Diago-
nalen ar gronmarkerad och anger hur manga héndelser som predikterats ratt
per konto.

5.6 Modellens prestation for de enskilda kontona

For att méata hur val modellen presterar pa de enskilda kontona anvénder
vi mattet kinslighet. Kénsligheten for varje enskilt konto presenteras i Figur
14.

Vi ser i Figur 14 att inga observationer som tillhér konto 12, 14 och 19
predikteras ratt. Om vi vill att modellen ska prestera lika bra oberoende av
vilket konto som observationen till slut hamnar, kan det vara en god idé att
hitta prediktorer som kan sérskilja konton forknippade med lagt kinslighets-
matt gentemot de andra kontona. Som ett komplement till exakthet kan vi
anvinda oss av felmatrisen som presenterades i foregaende avsnitt. Déarifran
kan vi utlédsa vilka konton som predikterades istéllet for att prediktera det
ratta kontot. Vi ser t.ex. att for de observationer dar kontot som bokfordes
var konto 12, predikterade modellen tva ganger konto 1, tva ganger konto
6 och en gang konto 10. For att fa modellen att prediktera konto 12, skulle
introducerandet av en prediktor som kunde skilja konto 12 fran dessa konton
vara idealt.

Ifall vi ar framst intresserade av att hitta sidtt att oka exakthet, ar det
béttre att hitta prediktorer som séarskiljer konton som i absoluta tal har flest
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Figur 13: Felmatris for den slutgiltiga modellen applicerad pa testdata. Ele-
mentet pa rad ¢ och kolumn j anger antalet observationer som bokfordes pa
konto ¢ och predikterades pa konto j.

observationer som blir felaktigt predikterade. Da ar det battre att utga fran
Figur 15.

Om vi nu tittar pa konto 12, 14 och 19 i Figur 15 sa ar de bland kontona
som ar av lagst intresse fran ett perspektiv dér vi vill 6ka exaktheten med sa
mycket som mojligt. Detta har att gora med att dessa konton férekommer
sdllan. Istéllet ar det kontona 1, 6, 7 och 16 som vi vill 6ka prediktionsfor-
magan for.
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Kénslighet hos modellen fér den enskilda kontona

0.75

0.580

m 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Konto

Kanslighet

o

Figur 14: Kénsligheten hos de enskilda kontona nar modellen appliceras pa
testdata.

Antal felaktiga prediktioner

100
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e I- ]|

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
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Antal observationer

o

Figur 15: Antal felaktiga prediktioner per konto da modellen appliceras pa
testdata.
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6 Resultat och diskussion

For att sammanfatta resultaten har vi nu en modell med uppskattad exakthet
pa 57.02%. Med hjalp av mattet kanslighet har de kontona som modellen
presterar speciellt daligt pa identifierats. Ett bra satt att forbéattra modellen
vore att hitta prediktorer som pa ett bra sitt kan sirskilja dessa konton fran
andra konton. Analysen med inldrningskurvor leder oss till slutsatsen att om
vi ska fa en modell med hog exakthet bor vi oka bade méngden data och
introducera nya prediktorer.

Ett annat alternativ ar att byta modelltyp. Ett problem med att anvin-
da en generalisering av logistisk regression ar att om man vill fanga effekten
av interaktioner pa responsvariabeln eller kvadratiska relationer mellan pre-
diktorer och responsvariabeln, blir det snabbt vildigt manga parametrar att
skatta i delmodellerna. Detta géller speciellt om man vill introducera en stor
méngd av nya prediktorer. For att fanga icke-linedra samband &r det béattre
att anvanda icke-linedra metoder. Tva vanliga icke-linjara klassificeringsme-
toder ér support vector machine och artificiella neurala ndatverk. Gemensamt
for bada metoderna ar de resulterande modellerna forst transformerar rum-
met dar vektorerna som ger vardena for prediktorerna &r definierade. Det
giller alltsa att x = (x1,...,2,) transformeras till f = (fi(x),..., fi(x)).
Dérefter kan metoderna ses som linjdra metoder pa dessa nya prediktorer
som ges av f (Hastie et al. 2016 s.392, 417).

Eftersom detta &ar ett kandidatarbete i matematisk statistik, var arbetet
framst inriktat pa att de statistiska aspekterna i att bygga en modell. Man
skulle sékerligen ha fatt battre resultat om man hade anvént ett bredare an-
greppssatt. Ett mycket vanligt angreppssétt inom industrin dr att anvinda
sig av CRISP-DM, som star for The cross-industry standard process for data
mining (Larose and Larose, 2015, s.6). I Figur 16 presenteras denna som ett
flodeschema. Vad Problemformulering och strategi &r sdger sig sjélvt, men
hér ingar dven att vérdera vilket ekonomiskt viarde som kan ténkas komma
ut fran projektet. Nar det kommer till att samla och utforska data, ingar det
att avgora kvalitén hos data. Detta gjordes inte i denna uppsats, och ar myc-
ket viktigt for att fa rattvisande resultat. Mer tid for att hitta fler passande
prediktorer hade &ven det troligtvis forbéattrat resultaten. Huvudfokus i upp-
satsen lag pa Statistisk modellering och Modellutvirdering. Nagot att notera
i Figur 16 &ar att flodet dven gar bakat i alla noder férutom i den sista. Om
man t.ex. upptéicker nagot i modellutvarderingen som man tror kan atgérdas
kan man ga tillbaka till modelleringen. Ett sadant arbetssitt hade kunnat
anvindas mer i uppsatsen. Speciellt hade matten for kénslighet for varje kon-
to kunnat anvandas som komplement till forlustfunktioner i selektionen av
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modeller. Da hade kinsligheten berdknats genom korsvalidering.

Problemformulering
och strategi

i

Samla och ut-
forska data

i

Forberedelse av
data for analys

i

Statistisk modellering

i

| Modellutvardering |

| Anvéandning av modell |

Figur 16: Ett flodesschema enligt CRISP-DM.

Trots att modellen dr langt ifran att kunna fungera som underlag for
automatiserad bokforing, bér man kunna kinna sig hoppfull 6ver att det
faktiskt ar mojligt att skapa en sadan modell. Som papekats finns det flera
aspekter for forbattring. Det som &dnda talar framst for att det ar mojligt
med automatiserad bokforing ar foljande resonemang. Nér en person som ar-
betar med bokforing ska bokfora en kostnad anvinder denne en viss méangd
information, t.ex. det som finns pa kvittot eller vad bokféraren vet om fo-
retagen som dr inblandade i héndelsen. Vi kan se detta som att bokféraren
utgar fran en internaliserad modell for vilket konto som ska bokforas, och att
denna internaliserade modell ar sa gott som helt felfri. Lat oss kontrastera
detta mot att handla med aktier eller prediktera resultatet i fotbollsmatcher.
Aven de som #r mycket duktiga pa att prediktera dessa fenomen har ofta fel.
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En aktiehandlare som presterade pa samma niva som bokforaren gor nar det
kommer till bokforing, skulle antagligen anses vara synsk.

Eftersom bokférare anviander relativt begridnsad méangd information och
kan sdga med sa stor sannolikhet vilket konto som en kostnad bor bokforas
pa, kan man anta att det finns prediktorer som, givet att den antar vissa
virden, ndstan helt flyttar sannolikhetsmassan till en del av utfallsrummet.
Vad detta betyder &r att i vissa fall fungerar prediktorerna néastan som logiska
satser sadana att om de antar ett visst viarde, sa vet vi nastan helt sikert att
kontot kommer tillhora en viss dkta delméngd av méangden av alla konton.
Ett exempel skulle kunna vara ifall vi hade en prediktor som séger ifall ordet
bensin férekommer pa bokforingsunderlaget eller inte. For de observationer
dér ordet bensin férekommer, kan vi nog vara relativt sékra pa att det &r
en resekostnad vi ska bokfora. Att hitta dessa prediktorer, vilka sdkert ar
valdigt manga, kommer troligtvis vara nyckeln till en vél presterande modell
for prediktion av kostnadskonto.
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Bilagor

A Harledning av forlustfunktion

Vi antar att observationerna vi har &r oberoende. Detta betyder att likelihood-
funktionen ges av produkten av likelihood-funktionerna for alla enskilda ob-
servationer. Lat oss nu titta pa slumpvariabeln for den i:te observationen
som vi bendmner Y;. Vi later virdena som prediktorerna antar for denna ob-
servation ges av vektorn ;. Enligt modellen ges férdelningen for Y; av den
multinomiala férdelningen.

1!
p(ny, na, ... ng; ;) = (@) pa(@a)"™ - - - pre(a3)"

n1!n2! s TLKflan.
= p1(@)" p2 (i)™ - - - pic (i)™

dér ny ar lika med 1 om Y; antar kategori k, och 0 annars. Vi skulle kunna

skriva fordelningen i termer av K — 1 parametrar men detta sétt att repre-

sentera blir tydligare. Lat oss sdga att Y; antog vardet k, dvs. y; = k. Da ges
likelihood-funktionen av

L(o, B;x;,y;) = pl(mi)o e 'pkz(wi)l e 'pK(wi)O
= pi(i)

Likelihood-funktionen for alla observationer ges da av

N K
L(a,B;X,y) = szzkpk(wz)v

i=1 k=1
dér y;. ar lika med 1 om den i:te observationen antar virdet k, och an-
nars 0. Vektorn y dr de observerade utfallen hos responsvariabeln. Log-
likelihood-funktionen fas genom att ta logaritmen av likelihood-funktionen.
Log-likelihood-funktionen ges av

44



l(a, B; X,y) = log <H Z yikpk(wi))

i=1 k=1
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Viktigt att notera ar att da vi for in logaritmeringen innanfér summeringen
over alla k, sa kan vi gora detta eftersom det endast finns en nollskild term
i denna summering. Nagot annat som &r viktigt att halla reda pa &ar att
termerna y; log pr(x;) dér den i:te observationen inte antar vérdet k ska
tolkas som 0. Vi kan nu anvinda uttrycket for sannolikheterna py(x;) som
ges av (5).

N K
oo BiXoy) =323 zk10g< exp (o + 7 )

Sy exp (ax + Bra)

N K

= Z Z <log exp (o + B x;)) — log <Z oxp (a + B ;)

i=1

N K
= Z yir log (exp (o + B z;)) — log (Z exp (ax + Bi x:)

i=1 k=1 i=1

Vi har har utnyttjat den kinda regeln log 3 = log a —log b och att oberoende
av vilket virde som responsvariabeln antar vid den i:te observationen, ar tél-
jaren i kvoten innanfor logaritmfunktionen lika med Efik exp (o + B ;).
Delar vi uttrycket for log-likelihood-funktionen med —% far vi forlustfunk-
tionen vi uttryckt i (7).

B Studie av partiell derivata av forlustfunktio-
nens i ett specialfall

I avsnittet om regularisering togs det upp ett fall dar de observationer dar
prediktorn x antog viardet 1 endast bestod av sadana som antog en klass c.
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Prediktorn antog annars vardet 0. Vi ska nu visa att den delsumma av log-
likelihood-funktionen som prestenterades ar strikt vixande med avseende pa
parametern (3, som ar parametern som bestdmmer vilken paverkan som x har
pa kvoten mellan sannolikheten for klass ¢ och sannolikheten for basfallet.
Summanden i (10) kan delas upp i en yttre och tva inre funktioner.

fi(z) =logx
foz) =

SSE L I(k # c)exp (ax + Blx;) +
f3(z) = exp ((ae + B @; + 7))

Anledningen till att det nu finns ett streck ovanfér 3 och @ &r att vi tagit bort
[, och virdet pa prediktorn x fran vektorerna. Later vi sammanséttningen
vara

Jio faofs

och sétter x = [, i f3 s& kommer vi fa summanden i (10). Med hjélp av
den sammansatta funktionen och kedjeregeln kan vi berdkna den partiella
derivatan med avseende pa .. Vi later g = fi o fy 0 f3.

dg _8f1 dfs Ofs

0B, Ofy 0fs 0B
S exp (o + Bia) it I(k # ) exp (o + Br i)

exp (. + B, & + ) (Zgwm%+%%0z

exp (e + B, & + 5.)
Sy Ik # ) exp (an + Bra)
Soisy exp (ax + Bl ;)

Att derivatan &r positiv for alla varden pa [, framgar tydligt i och med att
bade ndmnaren och téljaren utgors av operationer med multiplikation och
addition av potenser av talet e, vilken alltid &r positiv. Vidare ser vi att
viardet pa téljaren inte beror pa ., medan ndmnaren gar mot oandligheten
da [, gar mot odndligheten. Detta betyder att derivatan gar mot 0 da 3, gar
mot odndligheten.
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C Harledning av Wald-konfidensintervall for pa-
rametern 1 en binomialfordelad slumpvaria-
bel

Vi ska hérleda Wald-konfidensintervallet for parametern i en binomialfor-
delad slumpvariabel som ges av (12). Vi utgar fran definitionen av Wald-
konfidensintervall:

- A
Clwarp = Our £ %; (13)
I(0n1)

dir 0y, = ~ Det vi maste hitta ar Oa1 och I(éML). Vi borjar med O
Kérnan for likelihood-funktionen for ges av
L(O:x)=06%(1—-0)N"

Logaritmering ger log-likelihood-funktionen

00 :x)=1log(f) -z +log(l—0) (N —uz).
Derivering av log-likelihood-funktionen ger Score-funktionen
r N-—-z
0 1-6

For att hitta 0yr, sétter vi Score-funktionen lika med 0 och léser ut 6 och
tilldelar det vardet till GML Vi far dven notera att det utlosta GML inte far
vara 0 eller 1 eftersom Score-funktionen inte ar definierad for dessa varden.

0=.5(0)
~r N-u
6 1-46
v —0x— 0N +0x
0(1—0)
T —0N
01 -0)

Det enda sattet som det sista uttrycket i hogerledet kan vara lika med O ar
om téljaren &r lika med 0. Loser vi ut 6 far vi
A x
HML - N
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Vi 6vergar nu till att hitta ett uttryck for fisherinformationen, (). Den-
na definieras som den negativa andraderivatan av log-likelihood-funktionen.
(Held and Bové, 2014 5.27), eller enklare i vart fall som den negativa derivatan
av Score-funktionen. Derivering av Score-funktionen ger att

o452

T N —=zx

2 =62

Satter vi in 0y = § 1 fisherinformationen far vi

N T N —=x
(%) (1-%)
_N2 N —x
x %(N—x)z
_N2 N?
o N —z
N3
::L'(N—x)
N N
—N.__.
r N-—z

Nu behover vi endast stoppa in de hirledda uttrycken for Oy och T (é ML) i
(13). Detta ger oss Wald-konfidensintervallet

. 1 - A
Clwarp = Onr £ /\0‘025\/N9ML(1 —Omr),

vilket ar exakt det vi skulle visa.
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