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Sammanfattning

Syftet med uppsatsen ar att studera hur pensionsskulder berdknas och
hur berdkningarna paverkas av de antaganden som gors avseende livs-
langd och rénta. I huvudsak pa tva sitt, dels genom att berdkna egna
kommutationsfunktioner och dels genom att studera egenskaperna hos en
stokastisk réantemodell. Den forsdkringsmatematiska fragestéllningen ar
dérfér hur man boér ga till viga for att berdkna en pensionsskuld enligt
vissa givna antaganden. Vilket antagande som &r det mest sanna &r hér
sekundart eftersom det viktiga dr att folja de antaganden som en viss
myndighet eller ett visst forsékringsbolag anvinder. Behovet uppstar nér
man vill jamfoéra tva tjdnstepensionsplaner med varandra eller retroak-
tivt kopiera en pensionsplan for en viss individ. Livslingdsantagandet i
den hir studien utgar fran 2006 ars dodlighetsundersokning (DUS [7]).
For att kunna nyttja fordelarna med s& kallade kommutationsfunktio-
ner men inte vara begrénsad av ett i vissa fall vil hogt rdnteantagande
berdknas egna kommutationsfunktioner. Dér framkommer att forvintad
livslangd efter 65 ar for en individ fodd pa 1970-talet d&r omkring 23 ar.
Detta tillsammans med den arliga rdnta som beddémts rimlig i nuvarande
marknad om 2% ger ett s& kallat delningstal p& 18,34 for 65-aringar. De
egna kommutationsfunktionerna har fatt namnet MM16. Rénteantagan-
det behandlas dels deterministiskt och dels utifrdn en stokastisk modell
vid namn Hull-White. En del studier gors kring hur olika réntor férhaller
sig till varandra och varfor arbitragefrihet ar ett vanligt antagande. Inga-
ende data i rdntemodellen Hull-White &r spotréntor med olika l6ptider.
Upprepade simuleringar har gjorts och resulterat i en méngd kortréntor.
Vanteviarde och varians berdknas for dessa vid olika tidpunkter. Darefter
visas schematiskt hur de olika rdnteantagandena paverkar pensionsskul-
dens storlek. Néra forknippat med pensionsskulder dr pensionsprognoser.
Beroende pa typ av forsdkring kan pensionen vara given pa férhand eller
s& har den viss variation. I de fall en prognos behover géras har Pensions-
myndigheten tagit fram en instruktion som de kallar Prognosstandard som
fatt stort genomslag i branschen.

Nyckelord: Forsakringsmatematik, Aktuarie, Pensionsskuld, Livslingd, Rén-
ta, Kommutationsfunktioner, M90, Delningstal, Hull-White.
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Abstract

English title: Calculation of Pension Benefit Obligations - with deterministic and stochas-
tic interest rate.

This paper deals with the calculation of pension liabilities, in particular the mortali-
ty and interest rate assumptions that the calculations are based on. First by calculating
new commutation functions och second by study the properties of the stochastic interest
rate model Hull-White.

The studied mathematical question is therefor how to calculate a benefit according with
given assumptions. Which assumptions is closest to the true value is a secondary question
since the important part is to do the calculations in the same way as a certain authority
or a certain insurance company. The need arise when you want to compare two different
pension schemes or calculate a retroactive benefit according to a specific plan.

The mortality assumption is based on DUS 2006 ([7]) and from the calculated com-
mutation functions we find an expected life length of about 23 years for a 65-year old
individual born in the 1970’s. This, together with the current estimated yearly interest
rate at 2% returns a divisor for the capital of 18,34 for a 65-year old. The commutation
functions in this paper are named MMI6.

The interest rate assumption is treated first with a deterministic model and second with
a stochastic model called Hull-White. Also included is studies of how different types of
interest rates are related to each other and why the assumption of no-arbitrage is quite
common and reasonable.

Incoming data in the Hull-White model consists of spot rates for different maturities.
A number of simulations have been made and resulted in equally many short rates. Ex-
pected value and variance is calculated for different durations and schematic calculations
of pension obligations from different interest rates assumptions are made.

Closely related to the pension obligation is the pension prognosis. The Standard of Pro-
gnosis written by the Swedish Pension Agency has had a large impact at the insurance
business and this standard is treated in the final chapter.

Keywords: Insurance mathematics, Actuary, Pension obligation, Pension liability, Life
length, Interest rate, Commutation functions, M90, Hull-White.



Forord

Denna uppsatsﬂ utgor ett masterarbete i forsdkringsmatematik om 30 hbgskolepoéingﬂ
vid Stockholms Universitet. Uppsatsen kommer dven att ldggas fram for Svenska Aktu-
arieféreningens diplomnamnd som det sista steget infor anstkan om aktuariediplom.

Arbetet med uppsatsen har varit mycket intressant och givande. Jag vill framforallt
tacka min handledare Mathias Lindholm, Lektor i Matematisk Statistik vid Stockholms
Universitet for stort stod och bra idéer under arbetets gang, samt Anders Aronsson,
Chefsanalytiker vid Max Matthiessen for alla goda rad och mojligheten att integrera
delar av uppsatsarbetet med min tjanst vid Max Matthiessen.

Magnus Weiderling,

Aktuarie vid Max Matthiessen. Stockholm, 2016-10-18

WWW.Maxm.Se

"Kodad i W¥TEX genom https://www.sharelatex.com?r=3cc992c6&rm=d&rs=b
2Equivalent to 30 ECTS credits according to the European Credit Transfer System.


www.math.su.se
www.maxm.se
https://www.sharelatex.com?r=3cc992c6&rm=d&rs=b

Innehall

[2.3  Forsakringstyper| . . . . . .. ...
2.4 MMI6 . . ...

4.2 Kalibrering| . . ... ... ... ...........
4.3 Simuleringf. . . ... ... 000
44 Historisk réntal . . . . . ... ... ... ... ...

0.4 Forsakringsredovisning . . . . . ... ... ... ..
5.5 Prognosstandard| . . ... ... ... .. .. ... .

[6  Avslutning|

6.1 Diskussion|. . . . . . . . ... ...

[ Symbolforteckning|

[ Sakregister|

11
12
13

16
16
17
21
22

23
23
24
28
31
32
35
36

39
39
40
42
45
46

47
47
48

49

56

57

58



1 Inledning

Denna uppsats behandlar pensionsskulder och antaganden i samband med berdkning av
dessa. En vanlig utgangspunkt &r att lata berdkningen styras av de redovisningsregler
som géller medan tyngdpunkten i den hér uppsatsen &r berdkningarna som sadana och
de antaganden som anvands.

Forst ges har nedan nagra generella kommentarer till hur ranta anviands i den har tex-
ten och i vilken omfattning rénta antas vara ett ként begrepp sedan tidigare. Dérefter
studeras riantan vidare i Kapitel

1.1 Ranta

Ett viktigt begrepp i alla pensionssammanhang &ar rdnta eller mer allmént avkastning.
Beteckningarna foljer i stort boken Livférsdkringsmatematik skriven av Gunnar Anders-
son, se [1] eller [2]. Detta innebér att en 1-arig nominell rinta betecknas i och dédrmed
att ett visst kapital vixer med faktorn (1+1i) varje ar. Sambandet mellan nominell réanta
och real rinta ges, se Riksbanken [12], av

real rinta = nominell rinta — inflation
I den héar uppsatsen gors ingen skillnad mellan nominell och real rédnta utan den kortare

beteckningen rénta anviands. Detta kan ocksd uttryckas som att inflationen antas vara
noll.

Med ranta menas ocksa all typ av avkastning oavsett hur den uppstatt. Forsdkrings-
bolagens placeringar kan till exempel besta av obligationer, aktier och fastigheter men
detta paketeras och presenteras ofta som en enda ranta gentemot kunderna, se [14].

Om réntan dterinvesteras ger det en exponentiell tillvixt (ranta-pd-rinta). I och med
det ar det naturligt att anvinda sig av kontinuerlig ranteberédkningsteknik och da talar
man istéllet om rdnteintensitet (se Andersson [2] sid 6). Denna betecknas ¢ och foérhaller
sig till den 1-ariga réntan ovan genom sambandet

e = (1+1) (1)

Exempel 1. Arlig rinta och rinteintensitet.
Det galler att en darsrdinta om i = 0,02 motsvarar en rdanteintensitet om

d=1In(1+0,02) ~ 0,019803

eller med andra ord
60’019803 ~ 1’02

O



1.2 Disposition

Uppsatsen ar gjord som en litteraturstudie och uppdelad enligt f6ljande. I Kapitel 2] be-
handlas teori for livslangder och egna sa kallade livslangdstabeller, dopta till MM 16, tas
fram.

Kapitel [3| behandlar olika réantor och rantebegrepp.

I Kapitel [4] introduceras variabel rinta genom en stokastisk rdntemodell. Sarskilt mo-
dellen Hull-White behandlas samt hur simulering utifran denna kan géras undersoks.

Kapitel [p] ssammanfattar resonemanget kring pensionsskuldsberdkningar med nagra olika
exempel. Har ingar ocksa bokforingsstandarden TAS 19 och Pensionsmyndighetens rela-
tivt nya standard for pensionsprognoser.

Det sista kapitlet innehaller analys och diskussion av resultatet.

Langst bak aterfinns appendix, referenser, symbolférteckning och ett sakregister.



2 Livslangd

En pensionsskuld innehaller pensionsutbetalningar som forvéntas ske vid olika framtida
tidpunkter. De tva dominerande antagandena nér dessa utbetalningar virderas ar livs-
ladngdsantagandet och rinteantagandet (Skandia [14] del 2, sid 4).

Lite allméant uttryckt haller dédligheten nere viardet genom att utbetalningen bara sker
om individen &r vid liv och rdntan haller nere viardet genom att kapitalet tillats vixa
med réanta fram tills det &r dags for utbetalning.

Intressant att notera &r att matematiskt ar dodlighet och rénta ungefir samma sak.
Den som inte avlider under ett visst ar har klarat av risken att avlida det aret och den
som far rénta har klarat av risken att foretaget eller staten som ger ut réantan gar i kon-
kurs.

Storleksmassigt skiljer sig dessa at genom att en vanlig 1-arig rénta typsikt ar ett par
procent medan en vanlig 1-arig dddsrisk, se Definition [3| dr ett par promille. Férutom
storleken sa ar rantan ocksa viktig av tva andra skil. Det ena ar att den, till skillnad mot
dodlighet, gar att paverka pa flera siatt. Det andra dr att den varierar mer &n dédligheten.

En grundliggande idé med forsdkring dr riskutjimning. Nér det géller pension dr en
av riskerna fran forsikringsbolagets sida att den forsdkrade lever léngre dn berdknat.
Denna risk hanteras i stor utstréckning genom att de individer som lever kortare an
genomsnittet betalar for de som lever langre dn genomsnittet ([I] sid 258-259).

2.1 DMatematisk modell

Pension utbetalas tempordrt eller livsvarigt. For den som utlovar en livsvarig pension ar
det forstas av stor betydelse hur ldnge mottagaren forvintas leva.

Livslangdsantagandet anges i dessa sammanhang vanligen som en forviantad aterstaende
livslangd for en person som &r 65 &r gammal. For att berikna hur stora pensionsut-
betalningarna blir givet ett visst kapital anvinder bland annat Pensionsmyndigheten
delningstal, se [11] och definitionen nedan.

For en livsvarig pension motsvarar delningstalet i princip de aterstdende antal ar in-
dividen forvéntas leva. Normalt ingar ocksa rénta i delningstalet och ju hogre réanta
desto lagre delningstal.

Definition 1 (Delningstal, Pensionsmyndigheten [11]). Med delningstal menas det antal
utbetalningsar en individs pensionskapital ska fordelas éver med hdnsyn tagen till ranta
och dddlighet.

O

Hur ldnge en individ lever beror pa méanga faktorer men bland de som i forsédkrings-



sammanhang anses rimliga att observera finns kon, alder och fodelsetid. Berdkningar
av delningstal i den hér uppsatsen &ér, pa samma séitt som hos Pensionsmyndigheten,
kénsneutrala vilket innebér att ett pensionskapital utbetalas i samma takt for kvinnor
och mén. Ser man till en hel population beror férvantad livslangd i denna dérmed ocksa
pa fordelningen mellan kvinnor och mén.

Med alder forhaller det sig s att ju dldre man blir desto storre ar risken att dé. Men
det dr ocksa sa att ju dldre man blir desto ldngre total livslingd kan man forvéanta sig.
Ar man exempelvis 65 ar har man klarat av en del faror pa viigens som bland annat
spadbarnsdodligheten. Statistik visar ocksa att livsldngderna i Sverige dkar (DUS [7]).
Dérmed kan en individ som ar fodd pa 1970-talet forvanta sig langre livslangd &n en som
ar fodd pa 1950-talet.

Innan vi boérjar rdkna behover nagra begrepp undersokas. Vi borjar med att definiera
aterstaende livsldngd. Beteckningarna foljer Kapitel 2 i Andersson [2].

Definition 2 (Aterstaende livslingd, [2] sid 55). Lit t vara forfluten tid och T, den
aterstaende livsldngden for en individ som dr x ar gammal. Férdelningsfunktionen for Ty,
skrivs som

E.(t)=P(T, <t), t>0

O
For att formulera en aterstdende livslangd om minst ¢ ar, alltsd sannolikheten att en
r—arig individ lever i ¢ ar till, anvands dverlevelsefunktionen I, och det géller att

_ lo(x + t)

(1) = P(T, > 1) = 1= Falt) = 25

(2)

Eftersom aterstaende livslangd &r en stokastisk variabel som skiljer sig mellan olika in-
divider &r det framférallt vintervirdet, alltsa forvintad aterstdende livslangd, som &r
intressant. Denna betecknas e, och ges av (se Andersson [2] sid 63)

ex = E[T,]

Av tradition och praktiska skél ar risken att avlida inom precis ett ar viktig. Vi definierar
den 1-driga dodsrisken nedan.

Definition 3 (Ddodsrisk, [1] sid 51). Den 1-driga dodsrisken q vid dldern x ar definieras
som

Q:E:P(ngl)



Sambandet mellan den 1-ariga dédsrisken g, och 6verlevelsefunktionen I, ges (Andersson
[1] sid 84) av

r—1

lo(z) = [T —a) (3)

=0

Den dominerande livslangdsmodellen i Sverige dr uppkallad efter William Makeham och
bygger pa dodlighetsintensiteter. Modellen ar bestdmd genom de tre parametrarna «, 3
och v och ger dodlighetsintensiteter, u,, genom

e = a+ B’ (4)

dar x som tidigare ar alder och f &r en aldersforskjutning for man/kvinna.

Dédsrisken (Definition och dodlighetsintensiteten forhaller sig till varandra ge-
nom ett approximativt samband som enligt Andersson [2] ges av

Hg41/2
1+ ,uz—gl/Q

()

4z =~

Exempel 2. Ar 1990 gjordes en stirre svensk studie dir forslag pé Makeham-parametrar
presenterades. Modellen kom att kallas M90 och ser ut som f(')'ljeﬂ

a = 0,001
B =0,000012
v =0,101314

Aldersforskjutningen sattes till f = 0 for man och f = 6 for kvinna. Sedan ér 2012 kriver
lagen konsneutrala premier for de flesta pensionsférsikringar, i dessa fall anvinder man
ofta f = 3. Vi aterkommer till M90 lingre fram.

O

I en senare studie, kallad DUS 2006, se [7], togs aldersférskjutningen f bort helt. Istéllet
gjordes en parameteruppséttning for man och en for kvinna. Parametrarna i denna skiljer
sig ocksa beroende pa fodelsetid. De olika parameteruppséttningarna som namnts ovan
sammanfattas i Tabell [l nedan.

3Ibland #r parametrarna angivna i basen 10 istillet for basen e.



Modell Q@ B y

M90 - man / kvinna 0,0010 | 0,000012000 | 0,101314
DUS 2006 - man, 70-tal 0,0011 | 0,000000147 | 0,152000
DUS 2006 - kvinna, 70-tal | 0,0011 | 0,000000129 | 0,150000
DUS 2006 - snitt, 70-tal 0,0011 | 0,000000138 | 0,151000

Tabell 1: Oversikt parametrar.

I samma undersckning, DUS 2006, gjordes ocksa berdkningar av férvintade aterstaende
livslangder vid 65 ars alder fordelat pa kOhOTteﬁ, se Tabell .

Aterstaende livslingd, vid 65 ar Man | Kvinna
Generellt 20,2 ar | 23,1 ar
Fodd 1910-tal 16,0 ar | 19,9 ar
Fodd 1920-tal 16,7 ar | 20,5 ar
Foédd 1930-tal 18,4 ar | 21,9 ar
Fodd 1940-tal 19,6 ar | 22,8 ar
Fodd 1950-tal 20,8 ar | 23,5 ar
Fodd 1960-tal 21,6 ar | 24,1 ar
Foédd 1970-tal 22,6 ar | 24,5 ar
Fodd 1980-tal 23,5 ar | 24,5 ar

Tabell 2: Forvintade aterstaende livslangder, DUS 2006.

Det framgar av tabellen att kvinnor generellt lever langre &n mén. Tabellen indikerar
ocksa tydligt att genomsnittlig livslangd har 6kat under 1900-talet.

Den kombination av antaganden som bildar M90 innehaller bade antaganden for ranta
och livslangd medan DUS 2006 bara &r ett livslingdsantagande. Genom att kombinera
livslangden fran DUS 2006 med en egen ranta kan vi berdkna ett nytt paket med anta-
ganden som fatt namnet MM16, se Kapitel [2.4]

Vérdena i tabellen ovan kan ses som delningstal, se Definition [I] utan rdnta och kan
garna jamforas med de delningstal som beréknas langre fram, for att fa en uppfattning
om kénsligheten i rdnteantagandet.

“Individer med samma, eller niraliggande fodelsedr.

10



2.2 Kommutationsfunktioner

Vid praktisk rdkning underldttar det att anvénda sig av kommutationsfunktioner. Dessa
ar hjalpfunktioner for att berikna kapitalvirden med héansyn tagen till rédnta och dod-
lighet. Det ger mojligheten att (mer eller mindre) genom huvudrikning ta fram ett pris
pa en pensionsforsikring. Kommutationsfunktionerna ar tre till antalet och bendmns

D(z) = de levandes diskonterade tal
N(z) = summan av de levandes diskonterade tal

M (z) = de avlidnas diskonterade tal

Eftersom pensionsforsikringar &r forsikringar mot att leva lange dr M (x) av mindre
intresse har och behandlas inte vidare. De 6vriga tva definieras enligt

Definition 4 (Kommutationsfunktioner, [I] sid 119). Lat 0 vara en konstant for rin-
teintensiteten. Kommutationsfunktionerna D(z) och N(z) definieras for daldern z > 0
som

I M90 anvands en ranteintensitet om § = 0, 026559 vilket motsvarar ungefar 2,7% i arlig
ranta efter forsiakringsbolagets avgifter eller 3% fore avgifter. Vid denna studies berak-
ning av delningstal och kommutationsfunktioner kommer § = 0,019803 anvéindas vilket
motsvarar en rinta om i = 2% utan avgifter, berdknad enligt .

Nér § ar bestdmd kan D(z) beréknas direkt fran Definition 4| medan N(z) berdknas
genom att anvinda Fuler-Maclaurins summationsformel, (Andersson [1] sid 122)
w

N@) = YD+ - A0 L+ 6)D@) )
=0

dér summationens 6vre grians w fatt ersidtta oo fran integralen ovan vilket inte &r nagon
storre begransning, eftersom sannolikheten att en individ blir dldre &n sdg w = 120 ar &ar
férsumbar.

Utforliga tabeller for dessa, berdknade enligt M90 finns i Appendix sid [49]- 52

For att kommutationsfunktionerna ska kunna anviandas fullt ut behover de olika pen-
sionsforsdkringarna kategoriseras. Detta gors nedan.

11



2.3 Forsikringstyper

De grundldggande egenskaperna hos en pensionsforsékring kan beskrivas genom en in-
delning i tempordr eller livsvarig utbetalning samt genast borjande eller uppskjuten ut-
betalning. De fyra olika varianterna (urval fran Andersson [I] sid 118) listas nedan:

1. En livsvarig, genast borjande pensionsforsdkring innebér av att det utbetalas 1 kr
per ar sa lange den forsikrade lever.

2. En temporir, genast borjande pensionsforsdkring innebér av att det utbetalas 1
kr per ar sa ldnge den forsikrade lever men hogst i s ar.

3. En livsvarig, uppskjuten pensionsforsakring innebér av att det utbetalas 1 kr per
ar med borjan om m ar sa lange den forsdkrade lever.

4. En temporar, uppskjuten pensionsforsékring innebér av att det utbetalas 1 kr per
ar med borjan om m ar sa lange den forsdkrade lever men hogst i s ar.

Med hjalp av kommutationsfunktionerna fran Kapitel later sig alla dessa latt berak-
nas.

Om vi studerar den forsta varianten lite ndrmare (en genast bérjande livsvarig pen-
sionsforsékring, se punkt 1 ovan) sa géller (Andersson [I] sid 150) att nuvérdet av utbe-
talningarna kan berdknas med hjélp av kommutationsfunktioner utifran

N(z)
D(x)

- utbetalningsbelopp (7)

Nar detta viarde utbetalas med 1 kr per ar sammanfaller nuviardet med det antal ar
kapitalet utbetalas under, det vill sdga delningstalet, se Definition [I| Exemplet nedan
illustrerar hur det ser ut med vérden fran M90.

Exempel 3. En pensionsforsikring for en 65-arig man med ett lofte om 1 kr/ar i livsva-
rig pension har (enligt M90 som har ungefir 2,7% arlig rdanta) ett nuvdrde om

N (65)
D(65)

[ enligt M90 man, sz’d] = g’i’ggg ~ 15,33 kr

Eller med andra ord s dr nuvdrdet av 1 kr i livsvarig utbetalning fran 65 ars dalder 15,33
kr.
O

12



2.4 MM16

I det hér kapitlet beskrivs berdkningen av egna kommutationsfunktioner. Podngen &r
mojligheten att kunna vélja rédntan fritt efter aktuella forsédkringsvillkor eller radande
rantelédge.

En rénta om ¢ = 0,02 har anvints i berdkningen och resultatet for individer fédda under
1970-talet redovisas hér medan resultatet for individer fédda under 1950- och 1960-talet
aterfinns i appendix.

Berakningsstegen sammanfattas i de sex punkterna nedan:
1. Berdkna p, for alla aldrar med parametrar fran DUS 2006, sista raden i Tabell
2. Berdkna ¢, for alla aldrar med hjalp av (j5)).
3. Berékna [, for alla aldrar med hjélp av och att [(0) = 1.

4. Berdkna D(z) for alla aldrar med hjilp av Definition |4] och 6 = 0,019803 vilket
motsvarar 2% i arlig ranta.

5. Beriikna N(z) for alla aldrar med hjélp av (6]).

6. Utfor divisionen N(z)/D(z).

Resultatet visas nedkortat i tabellen nedan. Alltsd med en ranta om 2% och parametrar

fran DUS 2006 far man for en individ f6dd under 1970-talet tabeller for N(x), D(x) och

delningstal % enligt foljande

13



Alder | N(x) | D(x) | Delningstal

55 || 7,4703 | 0,3156 23,67
56 || 7,1581 | 0,3089 23,18
57 | 6,8525 | 0,3023 22,67
58 || 6,5535 | 0,2958 22,16
59 | 6,2609 | 0,2894 21,64
60 || 5,9747 | 0,2831 21,11
61 | 5,6947 | 0,2769 20,57
62 || 5,4209 | 0,2707 20,02
63 || 5,1532 | 0,2647 19,47
64 || 4,8915 | 0,2587 18,91
65 | 4,6358 | 0,2527 18,34
66 || 4,3860 | 0,2468 17,77
67 || 4,1420 | 0,2410 17,19
68 || 3,9040 | 0,2351 16,61
69 || 3,6718 | 0,2292 16,02
70 || 3,4454 | 0,2234 15,42

Tabell 3: MM16, 2% ranta, konsneutralt 1970-tal.

Begreppet rédnta behandlas vidare i nésta kapitel men exemplet nedan visar hur de olika
formlerna i detta kapitel kan anvindas och hur man med hjilp av kommutationsfunktio-
ner ocksa kan berdkna hur mycket ett kapital vaxer med avseende pa ranta och dodlighet.

Med K, avses kapitalet vid aldern « och med K4, avses kapitalet vid aldern = + m.

Exempel 4. Berdikna kapitalvirdet Kss om Kgs = 1 kr, m = 10 dr, rantan dr 2% med
livslingd enligt MM16 1970-tal.

Sannolikheten att bli 65 ar givet att man ar 55 ar ges med hjilp av (2]) av

lo(ZL‘—F’ITL) _ l0(65)
lo(x) lo(55)

Tillvdzten fran ranta under 10 ar fas med hjdlp av genom (se dven Kapitel@)

Tillsammans ger det
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K55 = ’OEff(;;”) cefm = l(f(gn) . eiz(f;m = [ enligt Deﬁm‘tion] = LDx(Z ;”)

vilket i sin tur efter avldsning i tabeller ger

D(z+m D(65 . 0,2527 _
Ky = (D(z) ) = DE55; = [ enligt Tabell@] = oats6 ~ 0,8007 kr

Annorlunda uttryckt dr 0,8007 kr efter 10 ar vdrt 1 kr, om man tar hinsyn till ranta och
dadlighet.
O

Darmed avslutas detta kapitel om livsldngdsantagandet och vi gar 6ver till rinteantagan-
det. I nédsta kapitel studeras réntan da den &r konstant medan kapitlet darefter undersoker
hur rdntan kan tillatas variera genom att anvinda en stokastisk réantemodell.

En graf 6ver skillnaden i delningstal mellan del olika modellerna M90 och MM16 vi-
sas nedan i Figur

20 a

15

10

Delningstal

0
95565758596061626364656667686970

BeM90 e MM16

Figur 1: Jamforelse av delningstal per alder
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3 Deterministisk rantemodell

En matematisk modell dar utfallet gar att forutse, givet tillrdcklig information, kallas
deterministisk. Det finns med andra ord ingen stokastisk variation i modellen. Att anta
en konstant ranta om 2%, som i foregaende kapitel, ar exempel pa en deterministisk
modell.

I den héar uppsatsen antas réantan generellt vara positiv men negativ rénta tillats i simu-
leringarna lédngre fram. Med rénta menas fortfarande, se dven sid [5, den genomsnittliga
avkastning en pensionsforsikring kan tillgodoréikna sig oavsett i vilka tillgangar pensions-
kapitalet har placerats. Eftersom obligationer &r det mest intressanta matematiskt antas
réantan vid berédkningarna hér komma fran dessa.

Réntebegreppet har delvis behandlats i foregaende kapitel men gors mer utforligt hér.

3.1 Ranta

Réknar man framat i tiden far man det férréntade vérdet (slutvirdet). Raknar man bak-
at 1 tiden far man det diskonterade vérdet (nuvérdet).

Vid berékningar kan man anvénda rak ranta eller sammansatt rinta (Filipovié [4] sid 8).
Vid rékning med sammansatt ranta kan man anvanda diskret teknik eller kontinuerlig
teknik. Forhallandet mellan dem syns i . Det finns for- och nackdelar med bada.

Fordelen med kontinuerlig teknik &r framst att den har trevliga matematiska egenskaper.
Fordelen med diskret teknik &r att den passar battre till inbetalningar av premier och
utbetalning av pension som ju sker diskret (méanadsvis).

Nér man anger en rinta (t.ex. ¢ = 0,04) avser man underforstatt for en viss period
(vanligen 1 ar). Den rénteperioden kan i sin tur innehalla en eller flera (n stycken) réin-
teutbetalningar.

Ju oftare man far utbetalning av rénta (avkastning) desto oftare kan den aterinveste-

ras och déarmed i slutdndan ge mer réintaﬂ Ett omatematiskt men illustrativt sétt att
uttrycka det ar (se ocksa Hull [8] sid 78)

arlig ranteutbetalning < manad < dag < kontinuerlig ranteutbetalning

Nedan foljer exempel pa ranteberdkningar for rak respektive sammansatt rénta.

5A. Einstein lir ha benimnt sammansatt ranta som virldens attonde underverk.
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Exempel 5. Rak rdnta.

(i) Ett startkapital Ko = 1 kr dar, med en drsrinta om i = 0,04, efter 1 ar vart
K; = Ko(1+0,04-1) = 1,04 kr.

(ii) Ett startkapital Ko = 1 kr ar, med en drsranta om i = 0,04, efter 2 ar vart
Ky = Ko(140,04-2) = 1,08 k.

O
Exempel 6. Sammansatt rinta.

(i) Ett startkapital Ko = 1 kr dr, med en drsrinta om i = 0,04, efter 1 ar vdrt
K1 = Ko(1+0,04)! =1,04 kr.

(i) Om forrantning sker kvartalsvis, n = 4, blir virdet Ko(1 + %)4 ~ 1,04060 Fkr.

(i1i) Om forrantning sker manadsvis, n = 12, blir virdet Ko(1 + 0i24)12 ~ 1,04074 kr.

Skillnaden kan tyckas liten men blir forstas avgérande efter tillrackligt lang tid eller med
tillrackligt stort startkapital.
a

Fran ovanstaende foljer att flerarig forrdntning, dar n ar ar, ges av

K,
Koy=—— 8
0T @t ®
vilket &r det diskonterade virdet av K, och ﬁ kallas diskonteringsfaktorn.

3.2 Andra rantor

Det finns ett flertal finansiella instrument kopplade till réntor. Med korta réantor brukar
man avse 16ptider upp till ett ar (kallat penningmarknaden) och med langa réntor 16pti-
der over ett ar (kallat obligationsmarknaden).

Bade korta och langa réntor har en omedelbar starttidpunkt. Det finns ocksa rantor
som har en uppskjuten starttidpunkt. Dessa kallas forwardrintor (eller terminsrintor).
Ett forwardrantekontrakt ar sadant att det signeras idag men betalning sker nagon gang
i framtiden.

Det &ar rimligt och vanligt att anta att de olika réntorna férhaller sig till varandra pa
ett sadant satt att det inte gar att gora riskfri vinst, sa kallat arbitrage. Om det omvéanda
skulle gélla, till exempel att tva pa varandra foljande 6-méanaders rantor gav mer avkast-
ning &n en 1-ars ranta, sa skulle intresset for att kdpa 1-ars kontraktet sjunka och dess
pris pressas nedat. Vilket d&r marknadens sétt att fa den arbitragemdjlighet som finns att
upphora.
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Definition 5 (Arbitrage, Filipovi¢ [4] sid 1). Med arbitrage menas att det summerade
kassaflodet (i samband med, och till foljd) av en investering

(i) inte blir negativt i nagot fall (forlust) och darutéver
(i) blir positivt i minst ett fall (vinst).
O

Om man exempelvis utan nagra som helst risker kunde lana in kapital till 2% ranta och
lana ut kapital till 3% ranta sa finns det vinst i form av arbitrage att gora. Upplagget ar
vanligt hos banker men eftersom bankverksamhet ar forknippad med risker ar det inte
rent arbitrage.

Fran ett matematiskt perspektiv finns minst tre grundliggande typer av réntor. Des-
sa definieras nedan och bendmns spotranta, kortrédnta och forwardréanta. Terminologin ar
tydligare pa engelska men notera att en kortranta (nedan) inte &r detsamma som en kort
ranta. Alla rdntor nedan avser arliga réntor nir man berdknar avkastning, skillnaden
bestér i att kortrantan prissétts kontinuerligt medan exempelvis den 1-ariga spotréntan
ar konstant under aret.

Definition 6 (Spotrénta, Filipovi¢ [4] sid 15). Med spotrinta, r(t,T'), avses en drlig
ranta som borjar lopa omedelbart ("on the spot”) vid t och loper fram till T. Spotrintan
ar okdnd, och gar inte handla, fore tiden t.

g

Spotridntorna brukar ha olika namn som 3-ménaders rénta, 2-ars ranta och sa vidare.
Detta syftar bara pa hur ldnge rédntan géller och nér de kvantifieras relateras de alltid
till en arlig ranta. Med det menas att om 2-ars rdntan ar 2% sa ges 2% under det forsta
aret och déarefter 2% till under det andra aret.

Definition 7 (Kortranta, Filipovi¢ [4] sid 7). Med kortrinta, r(t), avses en darlig rin-
ta med godtycklig starttid t > 0, och odndligt kort loptid. Kortrintan dr en teoretisk
konstruktion och finns inte att handla pd marknaden, men kan ndrmast liknas vid 1-
dagsrdntan.

0

Ovanstaende innebér att man rdknar med att en kortrdnta om 2% efter en dag har
avkastat 2% - %, eller 2% - ﬁ om man foredrar de lite jaimnare braken dar manad ar
30 dagar och kvartal ar 90 dagar.

Definition 8 (Forwardrénta, Filipovi¢ [4] sid 6). Med forwardrinta, f(t,S,T), avses en
rdinta som handlas (avtalet ingds) vid tiden t men ger avkastning i ett framtida tidsin-
tervall, fran S >t till T > S. Kapitalet dr alltsd egentligen endast bundet under tiden
(S, 7).

O
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Vi infor ocksé ett forkortat skrivsitt for den momentana forwardrintan (Filipovié [4] sid
7), som har odndligt kort 16ptid,

f(0,t) = Alir_r)lof(oa t,t+Al) (9)

Ett samband mellan kortrédntan och forwardrantan ges av att r(t) = f(t,t), se till
expempel [4] sid 9, medan sambandet mellan spotrénta r(¢,7) och forwardrénta ges
av r(t,T) = f(t,t,T).

I och med detta har vi de ingdende delarna i den stokastiska réntemodellen Hull-White
som presenteras i nasta kapitel (se Kapitel . Sjalva modellen simulerar kortrantor.
Innan obligationer behandlas i ndsta avsnitt studeras har sambanden mellan olika rantor.

Eftersom bade spotrdntor och forwardrdntor handlas pa4 marknaden behdver de kun-
na prissattas, vilket ar detsamma som att berdkna det diskonterade vérdet.

Om ett spotrantekontrakt med tillhérande spotranta r(t,T") for perioden (¢,7) ger 1 kr
vid 16ptidens slut ges dess pris idag P(t,T), dvs diskonteringsfaktorn, jamfor uttrycket

@), av

1

POT) = GG my

(10)

Om man istallet for att kopa ett spotrantekontrakt for hela perioden (¢,7) delar upp
perioden och képer ett spotrantekontrakt vid ¢ och ett till ett ar senare vid .S, med 16p-
tiderna (t,S) respektive (S, T), dar som tidigare t < S < T, s& ar

nuvérdet vid ¢ av 1 kr vid S, se ([10))
P(t,S) = (1+r(t,S)~ "D
nuvardet vid £ av 1 kr vid T', se
P(t,T) = (1 +r(t,T))" T
Men den senare finns inte att kopa utan det aterstar att berdkna nuvardet vid S av 1 kr
vid T som ges av

(1+7rT)"TH  PT)
(1+r(t,S)~-5=  P(t,5)

Eftersom vardet av de tva spotrantekontrakten ska motsvara 1 kr vid T behover kapitalet
under intervallet (S,7T) vixa med

P T) (11)



Pa grund av antagandet om icke-arbitrage hade denna investering ocksé kunnat goras
med ett forwardrantekontrakt med rénta f(¢,5,7) och eftersom all avkastning for ett
sadant ges under (S, T") géller att

T-S _ P(ta S)
P(t,T)

(14 f(t,5,71)) (12)

Vi studerar det med ett praktiskt exempel.

Exempel 7. Antag ett tidsintervall om 0—2 ar. Fran beteckningarna ovan sdtter vit = 0,
S =1, T = 2. Antag ocksd att den 1-driga spotrdntan dr 2% och den 2-driga spotrintan
ar 3% (per ar).

De mdjliga investeringarna dr antingen ett 2-arigt spotrintekontrakt eller tva stycken
1-driga spotrdantekontrakt. Den 1-driga spotrantan om 1 dr finns inte att képa idag, vid
t =0, och dr dirmed okdnd men berdknas i detta exempel.

Vi far att
P(0,8) = (140,02)~1=9 = 0,980392

P(0,T) = (14 0,03)~(2~9 = 0,942596

Kapitalets tillvixt under (S,T) dr okdnd vid t =0 men kan berdknas genom

P(0,S)
P(0,T)

= 1,040098

Léser vi ocksd ut forwardrintan, fran (12)), fds

£(0,5,7) =1,040098 — 1 ~ 4,01%

Eftersom det skiljer precis ett ar mellan S och T fis en arlig ranta. Antagandet om
icke-arbitrage, Definition[5, gav alltsd losningen genom uttrycket

(1+7(0,8))- (14 f(0,8,T)) = (1 +7(0,T))?

eller uttryckt i siffror
1,02-1,040098 = 1,03 - 1,03

Slutsatsen blir, i linje med antagandet, att tvd stycken efterféljande 1-driga investeringar
ger samma avkastning som en 2-arig investering.

O
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3.3 Obligationer

Den vanligaste typen av spotréantekontrakt, se foregaende avsnitt, &r obligationer. De
prissdtts bland annat efter det rdnteldge som rader. Efter en viss tid, l6ptiden, forfaller
obligationen och investeraren far tillbaka det nominella virdet. Om man har kopt en
obligation och marknadsréntan stiger sa sjunker vérdet pa obligationen, eftersom det
finns nyare och béttre obligationer att kopa.

Definition 9 (Obligation, Filipovié¢ [4] sid 5). En obligation dr ett lan i form av ett
vardepapper ddr utgivaren forbinder sig att vid forfallodatum T [6sa in obligationen till
dess nominella vdrde. Under loptiden utbetalas en pd forhand bestimd rdnta. Rdintan
forfaller till betalning vid bestimda tidpunkter. Forfall av rinta kallas kupong. Om inga
kuponger utges kallas obligationen mnollkupongobligation och all avkastning kommer fran
skillnaden 1 inkdpspris och forsdljningspris.

O

En nollkupongobligation prissétts pa samma siatt som spotrantekontrakten i foregaende
avsnitt. Antag att det nominella vérdet &r 1. Att berdkna priset ar det samma som att
nuvérdesberdkna framtida betalningar som ges fran obligationen. En nollkupongobliga-
tion har bara en framtida utbetalning. Om vi befinner oss vid tiden ¢ och férfallodatum &r
T och obligationens ranta (spotrdnta, se avsnitt ar r(t,T) sa géller att obligationens
pris som tidigare ges av ([10)).

Marknaden for nollkupongobligationer ar mycket begransad i Sverige. Svenska staten
anvander for sitt kapitalbehov pa kort sikt (mindre &n ett ar) statsskuldsvéxlar (SSVX)
och pa medellang och lang sikt statsobligationer (SSO). Statsskuldsvéxlar brukar inte ha
kupong medan statsobligationer brukar ha det.

Ovanstaende tva obligationstyper ges ut av Riksgélden, se [13]. I Tabell 4| nedan finns
auktionshistorik for nagra sddana obligationer. Eftersom staten &r langivare finns "ingen”
kreditrisk och réantan som dessa 16per med brukar kallas for den riskfria rédntan.

Instrument Forfall Kupong | Snittranta | Pris Nominellt
SSVX, 2-méanaders || 2016-05-18 | 0,00% -0,6191% | 100,141 | 100
SSO 1057, 7-aring || 2023-11-13 | 1,50% 0,3718% 108,539 | 100
SSO 1059, 10-aring || 2026-11-12 | 1,00% 0,8357% 101,672 | 100
SSO 1056, 16-aring || 2032-06-01 | 2,25% 1,3307% 113,376 | 100

Tabell 4: Auktionshistorik for obligationer.
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3.4 Rantekurva

Istdllet for att lista réantor for obligationer som i Tabell ] d&r det vanligt att anvinda en
rantekurva med spotrantor, aven kallat nollkupongrintekurva (Filipovié [4] sid 15).

Réntekurvan utgar fran obligationer utan kupong och kan skapas utifran Tabell [4] ovan
efter omrakning for kuponger. Se illustration i Figur [2] nedan, med spotréinta pa y—axeln
och 16ptid pa z—axeln. Normalt &r kurvan vixande men planar ut vid nagon hogsta ran-
ta. For att kurvan ska vara meningsfull bor obligationerna vara likvirdiga riskmaéssigt.
Kurvan visar saledes vilka investeringar som gar att vélja mellan idag men bestammer
inte hur rénteldget ser ut om 5 eller 10 ar.

Spotrinta %

3+

: : : : . . . i | Loptid, ar
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ’

Figur 2: Rantekurva for nollkupongobligationer

Finansinspektion (FI) publicerar manadsvis, sedan november 2013, sddana hér diskonte-
ringsrantekurvor for forsakringsbranschen. Till FI:s numera upphévda forfattningssam-
ling FFFS 2013:2§f| finns berdkningsregler och forklaringar till de publicerade réantekur-
vorna (FI [5]). Exempelvis framgar att den langsiktiga forwardréntan ska vara 4,2%
hérrérande fran ett inflationsantagande om 2% och en real rénta om 2,2% (jamfér sid [5).
De publicerade rantekurvorna strécker sig visserligen 100 ar framat i tiden men redan
efter 10 ar ges marknadsréntorna lagre vikt till forman for den langsiktiga forwardrantan
enligt ovan. Efter 20 ars 16ptid ges inte langre marknadsrantor nédgon vikt vid bestdmning
av kurvan.

EIOPAEL som dr en EU-myndighet for forsdkringstillsyn, publicerar liknande kurvor for
flertalet linder, inklusive Sverige. Aven dér anviinds en ultimate forward rate om 4,2%
och en sé kallad last liquid point for marknadspriser pa obligationer om 10 &r. Noterbart
ar att Sverige getts den hogsta konvergenshastigheten mot nivan 4,2% av alla 52 lander
som redovisas. Det betyder att rdntan okar tdmligen raskt mot 4,2% for varje ar som
loptiden okas.

Shttp://www.fi.se/sv/vara-register/sok-fffs/2013/201323/
7https://eiopa.europa.eu/regulation-supervision/insurance/solvency-ii-technical-information/
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4 Stokastisk rantemodell

En matematiskt naturlig utvidgning av den deterministiska modellen fran féregaende ka-
pitel ar att lagga till en stokastisk komponent. I och med detta kan man simulera réntans
utveckling. Det innebér i sin tur att slumpen paverkar rantekurvans utseende.

Det finns tva huvudinriktningar pa modeller av den hér typen. Den ena typen simu-
lerar forwardrantan medan den andra simulerar kortrantan (Definition . Den senare
behandlas i nésta avsnitt genom den stokastiska rantemodellen Hull- White medan den
forra kommenteras kort i Kapitel [6]

4.1 Hull-White

Hull-White ar en modell for att simulera kortréntan r(¢) som funktion av tiden t. Den
presenterades av John Hull och Alan White pa 1990—taletﬂ Bland férdelarna med denna
modell ar att den har analytisk 16sning och det gar tdmligen fort att genomféra simu-
leringar. Bland nackdelarna kan ndmnas att kortrdntemodeller tenderar att vara nagot
svarare att relatera till pa grund av kortréantebegreppet (Hull [9]).

Modellen skrivs (Filipovi¢ [4] sid 90 och Hull [§] sid 691-693) enligt

Definition 10 (Hull-White). Den stokastiska rantemodellen Hull-White definieras som
differentialen

dr(t) = [0(t) — ar(t)|]At + o-dW(t) (13)
dr,
dr(t) = fordindring i kortrinta
At = fordindring i tid
0(t) = forwardrinta vid t, enligt rantekurva for nollkupongobligationer, se K. apz'tel

a = konstant som anger i vilken takt r(t) dtergar till 6(t) (Hull [8] sid 692)

Q
I

konstant for volatilitet i %

W(t) = Wienerprocess (se vidare Hull [8] sid 282-286)

Konstanterna a och ¢ estimeras antingen utifran aktuella marknadsnoteringar pa réante-
kontrakt eller fran historisk data [9]. Detta kallas att kalibrera modellen vilket undersoks
narmare i nésta kapitel.

8Modellen benidmns ibland som ’the extended Vasicek model’
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4.2 Kalibrering

Hull-White modellen paverkas forst och framst av vilken réntekurva som anvinds. Néast
efter det beror den av parametervalen. Modellen kalibreras med hjalp av parametrarna
for drift och wvolatilitet. Drift motsvarar forvintad avkastning per tidssteg och volatilitet
motsvarar standardavvikelse i forvintad avkastning per tidssteg (Filipovié¢ [4] sid 33, 90).

Precis som i tidigare avsnitt kommer fokus att vara pa hur kalibreringen goérs snara-
re dn att bestdmma parametrar. Det beror pa att syftet inte dr bestdmma en faktisk
pensionsskuld for ett visst forsakringsbestdnd. Men det har ocksa att gora med att i det
fall Hull-White modellen anvénds for att prisséitta optioner eller réntekontrakt pa en bors
ar kalibreringen oerhort viktig eftersom prisséattningen gors kontinuerligt i realtid, men
for ett forsdkringsavtal ar det inte lika tvéira kast. Vanligt &r istéllet att forsédkringsbo-
laget inte far &ndra berdkningsrantan sa lange forsdkringen géller och om réntan dndras
sa galler det bara framtida premier.

Kaliberingen héar gors utifran de forutsattningar som gavs i féregaende avsnitt. Fram-
forallt att drift och volatilitet 4r konstanta och inte beroende av tiden. Att lata para-
metrarna vara beroende av tiden gor att man kan fa en battre anpassning, nackdelen &ar
att risken for 6verparametrisering 6kar (se [9]). Valméjligheterna man har sammanfattas
i punkterna nedan,

- Valet mellan konstanta eller tidsberoende parametrar.
- Vilken data som anvinds och om kalibreringen gors lokalt eller globalt fér kurvan.
- Kalibrera drift och volatilitet tillsammans eller separat.

Parametrarna « och o ska enligt Hull [§] véiljas sa att en 6nskvérd struktur pa volatili-
teten uppnésﬂ

Till att borja med visas en graf utan simulering, det vill sdga for ¢ = 0, vilket mot-
svarar den arbitragefria kortrantekurvan r(t) = f(¢,t) utifran ingadende r(0,¢). Den ser
ut som i Figur [3| nedan.

Notera att for kortrantan vandrar man langs kurvan (variabel rdnta) under en viss period
medan for nollkupongkurvan ldser man av vid en viss punkt och vandrar ldngs en tankt
horisontell linje (fast rénta). Det dr alltsd samma rénta i kronor réknat.

9Fallet o = 0 &r ett specialfall av Hull-White som kallas Ho-Lee.
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Rdnta, 1

0.05
0.04
______—— Kortrinta, r(t)
N
0.03 o
// — Nollkupongkurva, r(0,t)
0.02 -
/ //

0.01 //

i~

0 . 5 3 i Tid, t (ar)

Figur 3: Nollkupongrénta samt kortréanta for « =1 och ¢ =0

Flera andra virden pa « undersoktes ocksé. I Figur [f nedan visas rantekurva och berdk-
nad kortranta for a = 10 och o = 0%. Den taggiga effekten, slagigheten, uppstar nar a
inte ar anpassad till steglangden, en tillrackligt liten steglangd hade gett en sldt kurva
dven hér.

Rdnta, 1
0.05
0.04
- Kortranta, r(t)
/\//\/
0.03 P
JfN _ Nollkupongkurva, r(0,t)
0.02 /
/J //
0.01 //
tl Tid, ¢
? )
0 1 2 3 4

Figur 4: Parameterval a = 10 och o = 0%
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I en studie gjord av Hull, se [9] sid 24, fas efter provning och berikning av rotmedel-
kvadratfel (RMSE) en i det fallet optimal 16sning for 16ptider pa upp till 5 ar, till

a = 0,027 och ¢ = 0,015

Om « okas far kurvan storre rorelser och dess frihet att vandra ivig langre tid fran den
ingdende rantekurvan minskar i och med dettam Pa grund av Figur [4| behéver o darfor
viljas i kombination med steglingden. I ndmnd studie ar steglangden i genomsnitt 1
ar medan den i min unders6kning ar 0,2 ar. Det allménna parameterantagandet som
anvands i [9] &r darfor ocksé intressant och det bestér av,

a=1,0o0ch o =0,03

Okad « ger en minskning i vintevirde och varians. Dock paverkas vintevirdet inte sir-
skilt mycket. Gor man manga simuleringar ar det fortfarande den ingaende réntekurvan
som till 6vervigande del styr vinteviardet. Darav ar o den intressantare av parametrarna.

Néar det géller volatiliteten, o, beror den framst pa vilka tillgdngsslag som undersoks.
Alltsa hur kapitalet &r placerat, vilket inte &r ett &mne for den hér studien. En enkel
modell ar att tdnka sig en vanlig fondplacering och for estimering av volatilitet kan man
da fa ledning hos Fondbolagens Férening([0], sid 23).

Uppdelat efter riskklass finns historisk data som ger god végledning om volatilitet. Med
volatilitet avses dven hos dem standardavvikelse. De kategoriserar fonder i riskklasser-
na 1—7 och man kan ldsa av att en forsiktig placering vanligen har en volatilitet om 0-5%.

Givet en viss volatilitet kan sannolikheten fér negativa réntor beréknas. Eller sanno-
likheten for en viss avvikelse fran rantekurvan. Negativa réntor ses ofta ndmnt i litte-
ratur som en nackdel nér det géller Hull-Whites modell. De senaste aren har det dock
marknadsléget gjort att det funnits ett behov att dven ta hénsyn &ven till negativa réntor.

For den hér studien har, utifran ovanstaende resonemang, foljande parametrar valts for
simuleringen i ndsta avsnitt.

a=1,0och o =0,02

Samtidigt har dven flera andra parametrar testats i simuleringen, se Figur [7] och[§]i nésta
avsnitt for resultatet fran dessa.

'0Ftt test finns hir, http://lombok.demon. co.uk/financialTap/montecarlo/hullwhite
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I nésta avsnitt simuleras kortrédntorna under 5 ar enligt denna modell. Anledningen till
den 5-ariga tidsperioden &ar att nést efter livslang utbetalning &r 5 ar den vanligaste ut-
betalningstiden for tjdnstepension. Till det kommer resonemanget kring rantekurvan, se
sid som ju beror pa att marknaden for langa obligationer (och dérmed rénteinforma-
tionen) ar mycket begrénsad i Sverige. Avsikten dr ocksa alltjamt att studera modellen
och inte en faktisk pensionsskuld.

Nedan visas en graf for kortrantans kénslighet med en 6vre och undre grans i form
av +/— en standardavvikelse (o = 2%). For att komma upp i Solvens II-nivan om 99,5%
behdver man ta till +/— tre standardavvikelser och da asyftas ett ar framat i tiden.

Rdnta, 1
0.0 L — E[r(@®)] +1 std avv., (1)
/’/——’
" // K Er(t)]
— ortranta, E|r(t
0.03 = _— "
/ //
_—
0.02 / // ———————— E[r(t)] —1 std avv., r(1)
/’///’—

0.01 /

/ ]

//

Tid, t
0 1 2 3 4

Figur 5: Kortranta vid o = 1 samt kurva for +/— en standardavvikelse.
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4.3 Simulering

Vid simulering behovs ett diskret angreppsséitt d&ven om modellen ar kontinuerlig. Ett
lampligt uttryck for simulering av Hull-White utifran en diskretisering av ar

r(t+At) = r(t) + 0()At —ar()At + o - Z - VAL (14)

dér Z ar slumpmaéssiga oberoende observationer fran N(0,1) och 6(¢) véljs enligt nedan
(Hull [8] sid 692) for att matcha den ingéende nollkupongréntekurvan som anvéinds i
modellen.

o) ~ LOLFADZ O | pg 4 T 1 - e

At 200 (15)

Den momentana forwardrantan f(0,t) fas i sin tur fran nollkupongréntekurvan genom
det approximativa sambandet

r(0,t + At) — r(0,t)

£(0,t) ~ r(0,t+ At) +1t- i

(16)

Berakningen gors nu i tre steg enligt
1. Berékna f(0,¢) for t =0,...,n fran
2. Berékna 6(t) for ¢ =0,...,n fran
3. Berékna r(t + At) enligt

Steglangden sattes till At = 0,2 ar (n = 25) och slumpmassiga avvikelser Z togs fram
med hjalp av dator.

Resultatet visas i Tabell |5| nedan, dar r;(¢) betecknar simulering nr i. Tabellen visar
bara de forsta fem kolumnerna av 1000 simuleringar och bara raderna da ¢ &r ett helar.
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t || r(0,t) | £(0,8) || ri(t) | ro(t) | r3(t) | ra(t) | rs(t)
0,001 | 0,002 || 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,001

1| 0,010 | 0,020 || 0,032 | 0,029 | 0,019 | 0,019 | 0,047
2 || 0,016 | 0,026 || 0,041 | 0,020 | 0,015 | 0,016 | 0,028
3 || 0,020 | 0,029 || 0,046 | 0,013 | -0,020 | 0,010 | 0,018

4 1 0,022 | 0,032 | 0,027 | 0,032 | 0,010 | 0,034 | 0,025

51 0,024 | 0,034 || 0,041 | 0,045 | 0,016 | 0,023 | 0,030
Tabell 5: Berdknade och simulerade rantor i decimalform.

I grafen nedan, Figur [f] aterfinns kortrantan fran foregdende avsnitt men nu ar ocksd
de forsta fem simulerade kortrantorna fran Tabell [5] plottade. Nar alla 1000 kortréntor
ritades ut syntes inte langre kurvan for E[r(¢)] men de 6vriga simulerade kurvorna ror
sig pa liknande sdtt och varierar runt den berdknade kortréntan.

Rdnta, 1

0.05

N\
0.04 / \_/

/\ /\\ /\\ r1(t)
0.03 //\A{LIL/\ \/—_’Ar_’/%’—— Kortrinta, Er(t)]

e\ A D
0.02 Kﬂ\‘ﬁ/”ﬁ%/ 7—1 VNAP\/ r4(t)
ol <Y *
{

Tid, t

=N
—
N

3 4

Figur 6: 5 st simulerade kortrantor, « = 1 och o = 2%
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Vidare undersoktes hur de simulerade kurvorna paverkades vid olika o, men da o = 1.
Se Figur [7] nedan. Samt motsvarande kurva fér o« = 1 da o varierar. Kurvorna hér ar
olika varianter av r(t) fran Figur |§| dér slumpfelen fixerats men parametern o varierar.

Ranta, 1

0.05 | |

0.04 /\U/\ /—\ \ //\ r‘lgfg,o* — 2;
/ ] 1 t , 0 = 17%

/ — \7
0.02 L
0.01 /N
ﬁ Tid, t

0 1 2 3 4

Figur 7: Parameterval o = 1 och o = 1%, 2% respektive 3%

Rdnta, 1
0.05
0.04 / AN ANy
// \ /\ N\ /’__Hﬁﬂigzé
0.03 / u/\ /’R’/’g
0.02 | — \
0.01 ///
SN Tid, t
0 1 2 3 4

Figur 8: Parameterval o = 1,2,3 och o = 2%
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4.4 Historisk ranta

Den diskonteringskurva som FI publicerade i november 2013 (den forsta enligt FFFS
2013:23, se Kapitel har jamforts med Spiltan kort rintefond fran samma datum och
tre ar framat i tiden. Réntefonden avser motsvara en placering med lag risk och samtidigt
en 16ptid om en dag i taget. Ett alternativ hade varit att jamfora med STIBOR Tomor-
row/Next men dess beroende av Riksbankens forandringar i repordntan ar vil stort for
andamalet hér.

Under dessa tre ar utlovade diskonteringsrantan strax over 1% vid den langsta 16ptiden.
Réntefonden har dock gett hogre rinta, se Figur [0] Nérmare bestimt 1,9% i genomsnitt
med en volatilitet om 2,5%.

Ranta, 1 /\
0.05 /\
0.04 \ / \ Aépz'ltan kort rdintefond A \

0:03 \/ \ A / / / \ A

AN Y

ol Y N RN

_— Diskonteringsri ta_V / / \/ _—
1 \/ \/ 2\/ 3

Figur 9: Diskonteringsrinta vs. kort rantefond (nov 2013 — nov 2016)

Under denna tid publicerade Finansinspektionen lopande nyare, de flesta med lagre,
diskonteringsréantekurvor. Se Figur [10] for nagra som valts ut.
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Loptid, ar
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Figur 10: Diskonteringsrantor publicerade 2013-2016

Grafen antyder att kurvan haft liknande utseende men parallellférflyttats. I ndsta avsnitt
studeras en metod som undersoka variationen i dessa och andra rantekurvor.

4.5 PCA

Ett sdtt att undersoka tatt korrelerade risker, i det hér fallet rdntemarknadens olika 16p-
tider, ar att anvinda sig av Principal Component Analysis (PCA). Grundtanken &r att
observera fordndringar i marknaden och forscka forklara dem i en modell och PCA &r
en teknik for att reducera antalet dimensioner i problemstéllningen (4] sid 51). I det
hér avsnittet gors en deskriptiv analys av 1-ariga fordndringar i spotranta. Forst gar vi
igenom matrisrdkningarna och sen ser vi pa resultatet for PCA-analys.

Om man véljer ut nagra skilda 16ptider fran diskonteringsréntorna i Figur [I0] och stéller

upp dem i en tabell ger det foljande tabell med 16ptider langst till vinster och déarefter
observationerna per 16ptid,

Loptid || 2013-11-30 | 2014-11-30 | 2015-11-30 | 2016-11-30

24ar || 0,956% 0,000% 0,000% 0,000%
5ar || 1,655% 0,332% 0,050% 0,000%
104ar | 2,331% 1,011% 1,006% 0,734%
2 ar | 2,993% 2,121% 2,215% 1,926%

Tabell 6: FI:s Diskonteringsréantor ("tjanstepensionskurvan”)

Totalt alltsa 4 observationer for 4 olika l6ptider. Det ger en 4x4-matris och 16ptidernas
varians-covarians matris, Q, kan berdknas till
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0,228 0,365 0,338 0,216
10,365 0,605 0,552 0,352
@=10338 0.552 0517 0.335
0,216 0,352 0,335 0,220

Aven korrelationsmatrisen ar av intresse. Korrelationen berdknas pa klassiskt vis som

_ Cov(X)Y) . Lo . .
Pey = e vay vilket ger f6ljande symmetriska matris,

1,00 0,98 0,98 0,96

B 1,00 0,98 0,96
Pey = . 1,00 0,99
1,00

PCA bygger pa ett antal viktiga resultat fran linjar algebra. Av storst betydelse héar &r
Spektralsatsen som innebir att om @) ar en symmetrisk matris sa finns en ortogonalma-
triﬂ A och en diagonalmatriﬁ L sa att,

A'QA=L & Q= ALA (17)
dvs en symmetrisk matris dr diagonaliserbar (4] sid 51).

Kolumnerna i matrisen A ger en ortonormerad bas av egenvektorer till Q. Egenvek-
torerna kallas Principal Components (se [4] sid 52). I detta fall ar dessa fyra till antalet.

Egenvektorerna, och egenvirdena A som bildar matrisen L i , beridknas enklast med
hjalp av dator. Till exempel med hjélp av det 6ppna kéllkodsprogrammet GNU Octavﬂ

Berdkningen for matrisen Q ovan gav foljande (efter sortering i storleksordning) vérden,

A1 =1,56, Ay =0,028, A3 =0,012, Ay = 0,001

0,38 0,32 0,04 —0,87
0,62 0,48 —0,46 0,43
0,58 | [ 0,81 | —0,10 [ | —0,04
0,37 0,15 0,88 0,25

Egenvektorerna kallas ocksa "loadings” efter dess paverkan pa réantekurvan.

Efter sorteringen i storleksordningen motsvarar egenvektorerna de fyra PCA-komponenterna
i tur och ordning PC1-PC4 och summan av egenvidrdena motsvarar den totala variansen

NKvadratisk matris sddan att dess transponat &r detsamma som dess invers.
12Samtliga element utanfér huvuddiagonalen ar 0.
3https://www.gnu.org/software/octave/
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i data ([8] sid 493). Eftersom det forsta egenvirdet, A\; ar s mycket storre dn de Gvriga
kommer néstan alla variation fran denna, ndrmare bestdmt,

A1

~ 97T%
M+ A+ A3+ N\ ’

De 6vriga vardena bidrar per komponent med,

PC1 | PC2 | PC3 | PC4
97% | <2% | <1% | <0,1%

En graf 6ver komponenterna i det héar fallet skulle bara innehalla PC1 men det ar vanligt
vid PCA-analys av réantekurvor med tvéa till tre signifikanta komponenter, dar PC1 ofta
paverkar rdantekurvan parallellt medan PC2 péaverkar réntekurvan genom en brantning.
Med brantning menas att rdntan for korta loptider gar ner medan den for langre l6ptider
stiger.

Se nedan typiska illustration for PCA inpirerad av Filipovié¢, [4] sid 54,

Factor loadings

f\

0.2 {
1 1 1 1 : Loptid, ar
) 10 15 20 25 30
—0.2 |
—PC1
—04 | —PQC2

Figur 11: Typisk "loading” fér PC1-PC2
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4.6 Vantevarde och varians

Kortrantornas vantevirde och varians vid en viss tidpunkt kan antingen tas fram fran de
simulerade véirden eller berdknas utifran formlerna (se Filipovi¢ [4] sid 86) nedan

E[r(t)] = @ + (T(O) - 9<t)> et

« «

och
Var[r(t)] = —(1 — e 29

Fran uttrycket for varians noteras att ett 6kat a ger lagre varians i en given punkt medan
ett okat o ger hogre varians.

For den sista tidpunkten t = 5 (se Figur @ gav simuleringen ett vanteviarde om 3,56%
medan det teoretiska véirdet blir

motsvarande varians, vid ¢ = 5, blev for simuleringen 0, 0003 medan det teoretiska vardet
blir

0,022

Var[r(5)] = 51

(1—e?1%) ~0,0002

I Figur [I2] nedan visas slutligen i ett histogram hur alla 1000 simulerade kortrantor for-
delade sig vid tidpunkten, ¢ = 5, med frekvens pa y-axeln och rianta pa x-axeln.
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Figur 12: Fordelning av kortrantor vid t = 5

4.7 Diskontering

Efter simulering kan diskonteringsfaktorer for olika tidsintervall berdknas (Hull [§] sid
79). I teorin skiljer man pa om det gors under det riskneutrala mattet @ (i en arbitrage-
fri varld) eller det verkliga mattet P beroende pa vid vilken tankt tidpunkt berikningen
gbrs men ingen skillnad goérs mellan dessa i den héar studien.

Nér den betraktade tidsperioden ar kort (till exempel At = 3%5) ges den genomsnittliga
avkastningen under densamma approximativt av kortrantan multiplicerat med langden
pé intervallet, r(t) - At, se Hull [§] sid 682.

Diskonteringsfaktorn P(t,T') for godtyckligt lang period (¢,7') ges vidare av uttrycket
nedan (se [4] sid 79). Minns ocksa att r(¢t) = f(¢,t), se sid |19} och jamfér med uttrycket
i Hull [8] pa sid 86,

P(t,T) = Eg [e” /"% (18)

dar F; motsvarar information som ar kénd vid tiden ¢.
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Med denna formel fas till exempel for kortrantekurvan med o = 0 att

P(0,5) = e~ Jo 7(9)ds — ¢=0125 () 883 (19)

Vilket motsvarar en avkastning under perioden om ﬁ ~ 13,3% medan den ingaende
7(0,5) = 2,45% (se Tabell [5) under fem ars tid hade gett (1 + 0,0245)° ~ 12,9%.

Ovriga diskonteringsfaktorer for kortrantekurvan vid ¢ = 0 beriiknas pa precis samma
satt och man far da foljande tabell

Period | Faktor
P(0,1) | 0,989
P(0,2) | 0,967
P(0,3) | 0,940
P(0,4) | 0,912
P(0,5) | 0,883

Tabell 7: Diskonteringsfaktorer per t =0

Om man simulerat sig 1 ar framat i tiden kan forvintade diskonteringsfaktorer vid t = 1
berdknas utifran alla 1000 simuleringar med hjilp av och de bildar da tabellen nedan

Period | Faktor
P(1,1) 1

P(1,2) | 0,977
P(1,3) | 0,949
P(1,4) | 0,920
P(1,5) | 0,894

Tabell 8: Diskonteringsfaktorer per t = 1
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For att fa en kinsla for storleken rdknar vi om dessa vérden till rantor, fortfarande
vid t = 1, och ritar in den tidigare grafen. Detta ger en ny réantekurva enligt nedan
(motsvarande uttrycket langst ner pa sid 90 i [4]),

Rdnta, 1
0.05
0.04
SR ()

// /—"—’_— T(O’ t)

0.02 =
/ //
0.01 //
~ Tid, t
7’ bl
0 1 2 3 4

Figur 13: Simulerad spotréntekurva betraktad vid ¢t =1

For Hull-White modellen ges diskonteringsfaktorer (priset pa nollkupongobligationer)
ocksa direkt av det analytiska uttrycket (se [8] sid 692), vid den framtida tidpunkten ¢,
av

P(t,T) = A(t,T) - e~ B&Dr®) o0
dar
1— e—a(T—t)
B(L,T) =~ o
och
_P(0,T) I
AT = P(0,1) +BETIFO1) = 7507 () (e 1) (22)

I nésta kapitel berdknas alla n = 1000 stycken diskonteringsfaktorer P(1,7") och visas i
ett histogram.
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5 Berakning av pensionsskuld

Nér man lagt fast en modell for ranta och livslangd utifran resultaten i tidigare kapitel
kan man berdkna pensionsskulden. Allmént géller att en pensionsskuld okar i takt med
att pension tjanas in och minskar i takt med att pension betalas ut eller individen avlider.

5.1 Allmant

Om 16ftet om pension géller en momentan engéngsutbetalning ar virdet (sett fran ar-
betsgivarens hall ar det en skuld) lika stor som utbetalningen. Om utbetalning déremot
sker i framtiden har pensionen ett kapitalvirde idag och ett annat vérde nér det dr dags
for utbetalning eftersom réanta ges under tiden fram till utbetalning samtidigt som en del
personer kommer avlida innan de far sin utbetalning.

Man skiljer oftast pa spartid som intraffar fore pension och wutbetalningstid som intraffar
efter pensionsaldern. Se exempel nedan.

Exempel 8. Berdkning av kapitalvirde.

Antag att en person dr 55 ar och ska ga i pension vid 65 drs dlder. Individens arbetsgivare
har kommit fram till att pensionskapitalets virde behéver vara 120 000 kr ndr denne dr
65 ar.

Eftersom spartiden dr 10 ar behover foretaget grovt rdaknat sditta av 12 000 kr per ar.
Men dd de ocksd far rdnta pa pengarna kan de sdtta av lite mindre.

Om foretaget istillet sdtter av precis 9 844 kr (jfr Exempel @ for ar 1 kommer den-
na avsattning efter 10 ar med 2% arlig ranta ha vdxt och blivit ett kapital om 12 000 kr,
vilket motsvarar det dnskade beloppet for ar 1.

O

Det ar av intresse bade att berdkna skulden per idag och att gora en prognos Gver hur
skulden kommer utveckla sig de kommande aren. Se illustration i Figur nedan dar
pensionsskuldens utveckling illustreras. Figuren avser en individ medan de flesta pen-
sionsskulder normalt bestar av ett flertal individer i olika aldrar varav en del &r i tjénst
(spartid) och en del &r pensionerade (utbetalningstid), se Skandia [14].
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Figur 14: Illustration av en individs pensionsskuld.

Om en berdkning syftar till att berdkna pensionsskulden bér man ta hédnsyn till att
individen kan avlida fore pensionsaldern, typiskt 65 ar. Om berdkningen i férsta hand
avser en individs pensionsprognos finns det god anledning att géra berdkningen givet att
man Gverlever (minst) fram till pensionsaldern. Detta ger pa sétt och vis en nagot lagre
prognos eftersom utbetalningen i det senare fallet sékert paborjas (Pensionsmyndigheten

[11).

5.2 FoOr deterministisk modell

Om réantan ar konstant ar det lampligt att anvidnda kommutationsfunktionerna fran Ka-
pitel De tar hansyn till bade rianta och livslingd.

Exempel 9. Antag att en 65-drig individ har en genast borjande tempordr pensionsfor-
sakring om 10 000 kr per manad, dvs 120 000 kr per ar, som utbetalas mellan 65 och 70
ars dlder.

Med hjdlp av kommutationsfunktioner fran MM16 ges nuvdrdet av en sadan forsikring
(Andersson [2] sid 225) av

N(65) — N(70)
D(65)

4 —3,4454
:[seTabell]:120000- , 6398 = 3, 445 ~ 120 000 - 4,71

12 :
0000 0,2527

Vilket ger en pensionsskuld om strax dver 565 000 kr. Anvinder man ddremot M90 fas

N(65) — N(70)
D(65)

2,3452 — 1,6481
120 000 - , 345 , 048

0, 1530

Vilket ger en pensionsskuld om straz over 547 000 kr. Att den blir ldgre med M90 beror
bade pa den hégre rintan och den kortare livsldngden.

O
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Om vi fortfarande tdnker oss en deterministisk modell men med variabel ranta i form av
en rantekurva, se Kapitel [3.4] gar det inte att anvinda kommutationsfunktionerna direkt
utan en uppstéllning i tabellform &r lampligare.

Exempel 10. Om vi antar en att vi har en 65-drig individ med 5 ars utbetalning och
anvander ett ranteantagande med spotrintor enligt nedan (samma som i Tabell@) sd kan
kapitalet placeras med olika loptider beroende pa ndr det ska utbetalas.

Alder || Loptid | Nominell utb | Rénta | Disk. faktor | Diskonterad utb
65 ar 0 ar 0 kr - 1,000 0 kr

66 ar 1 ar -120 000 kr 1,0% 0,990 -118 812 kr
67 ar 2 ar -120 000 kr 1,6% 0,969 -116 250 kr
68 ar 3 ar -120 000 kr | 2,0% 0,942 -113 079 kr
69 ar 4 ar -120 000 kr | 2,2% 0,917 -109 996 kr
70 ar 5 ar -120 000 kr | 2,4% 0,888 -106 581 kr
Totalt -600 000 kr -564 718 kr

Tabell 9: Pensionsskuld, olika 16ptider.

Vilket sammantaget ger en pensionsskuld om drygt 564 000 kr och da dr det diskonterat
med avseende pd ranta men inte med avseende pa dodlighet. Men sannolikheten att hela
beloppet utbetalas, alltsa att individen blir minst 70 ar, kan till exempel fas fran overlevel-
sefunktionen genom ;gggg% ~ 94% (tabell i [2] sid 452). Varvid den sista utbetalningen
kan diskonteras med denna faktor. Se ocksi Exempel [}

O

Genom att rdkna om tabellen ovan med en forandring +/— 1 procentenhet pa alla rén-
tor (parallellforflyttning av hela rantekurvan) kan man med enkla medel fa en anviandbar
kénslighetsanalys i de fall rantelédget skulle bli ett annat &n det antagna.

I exemplet ovan ar skuldens langd i &4r (den s& kallade durationen, se Hull [8] sid 97)
tamligen kort. I alla héndelser hogst fem ar. Ju langre duration desto kénsligare blir
forstas skulden for dndringar i réntan. Vid den hér aldern ger fortfarande réntan stor-
re utslag &n dodligheten pa den arliga diskonteringen men efter omkring 75 ars alder
kommer normalt merparten av diskonteringen fran dodlighetsrisken.
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5.3 For stokastisk modell

I den stokastiska rédntemodellen med kortrénta antas inte ldngre kapitalet fordelat pa
olika l6ptider utan allt investeras direkt och foljer den simulerade réantan.

Exempel 11 (Simulerad Hull-White). I det hir exemplet anvinds diskonteringsfakto-
rerna fran foregiende kapitel, Tabell[7, for tidpunkterna t = 1,2,3,4,5 vilket ger féljande
tabell

Alder [ t [ Nominell utb | Disk. faktor | Diskonterad utb
65 ar 0 0 kr 1,000 0 kr

66 ar 1 -120 000 kr 0,989 -118 680 kr
67 ar 2 -120 000 kr 0,967 -116 040 kr
68 ar 3 -120 000 kr 0,940 -112 800 kr
69 ar 4 -120 000 kr 0,912 -109 440 kr
70 ar 5 -120 000 kr 0,883 -105 960 kr
Totalt -600 000 kr -562 920 kr

Tabell 10: Pensionsskuld, ar 0.

Sammantaget en pensionsskuld om knappt 563 000 kr. Variansen fran simuleringarna ger
dven en indikation pd vilken osdkerhet som finns i rinteantagandet och kan anvdindas till
berdkna ett intervall for pensionsskulden, se nedan.

O

En berékning av den framskrivna skulden med 1 ar (precis innan den forsta utbetalning-
en) ger en skuld om knappt 569 000 kr. Férmodligen finns ocksé tillgangar som oOkat
nér skulden blir ett &r &ldre men hér behandlas bara skulden. Diskonteringsfaktorerna
kommer fran Tabell [8| och berdkningen gors enligt nedan,

Alder [ t | Nominell utb | Disk. faktor | Diskonterad utb
65 ar 0 0 kr 1,000 0 kr

66 ar 1 -120 000 kr 1,000 -120 000 kr
67 ar 2 -120 000 kr 0,977 -117 256 kr
68 ar 3 -120 000 kr 0,949 -113 898 kr
69 ar 4 -120 000 kr 0,920 -110 436 kr
70 ar 5 -120 000 kr 0,894 -107 316 kr
Totalt -600 000 kr -568 906 kr

Tabell 11: Pensionsskuld, ar 1.
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Tabellen ovan visar den forvantade pensionsskulden vid ¢ = 1. Om man tittar pa sprid-
ningen av pensionsskulden utifran de 1000 simulerade kortréntorna far man nedanstaende
histogram innehallande 1000 olika vérden pé pensionsskulden. Utfallet ar i intervallet 540
000 kr till 600 000 kr.

Diagrammet ger vardefull information om hur kénslig skulden &ar for fordndringar i réanta
och en uppfattning bade om hur sannolika olika utfall &r och vilken hogsta respektive
lagsta skuld som rimligen kan forvintas.
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Figur 15: 1000 st simulerade pensionsskulder vid t = 5
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Det sanna véardet ar alltid av intresse men i praktiken &r ofta det efterfragade véirdet helt
styrt av redovisningsregler eller av andra pa forhand bestdmda principer. I nésta avsnitt
ges en kortfattad redogorelse for nagra av dessa och nedan visas ovanstdende diagram
men med relativ x—axel i procent.
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Figur 16: 1000 stycken pensionsskulder, relativt vid ¢t = 5
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5.4 Forsikringsredovisning

Forsdkringsredovisning &r ett omfattande omrade, vért en egen studie. Hér ges bara en
mycket kort 6versikt av redovisning enligt IAS 19 samt av den prognosstandard som ta-
gits fram av Pensionsmyndigheten.

I Sverige &r det for borsnoterade bolag obligatoriskt att redovisa enligt de sa kallade
IFRS-reglerna. Redovisningsreglerna dndras kontinuerligt och en inte obetydlig del av
andringarna tillkommer genom EU-direktiv. Av sérskilt intresse for pensionsskulder &r
den del av IFRS som kallas TAS 19.

Reglerna i IAS 19 omfattar olika typer av ersdttningar till anstdllda. Dock &r bara (en del
av) de ersdttningar som ska betalas i en nagorlunda avlagsen framtid av aktuariellt in-
tresse, namligen de som kraver antaganden om avkastning, livsldngd, annulationer (flytt
eller aterkop) och dylikt.

IAS 19 (FAR [3]) slar fast att avgiftsbestdmda (dven kallat premiebestdmda) planer
ar sadana att foretaget betalar faststilld avgift till annan part, till exempel ett forsak-
ringsbolag. Av detta foljer att den forsdkrade star for en stor del av den finansiella risken
och att foretagets redovisning inte heller ar alltfor komplicerad.

Formansbestdmda planer ddremot defineras som “andra planer for ersittning efter avslu-
tad anstéllning &n avgiftsbestamda”, FAR [3], sid 317. Den stora skillnaden mot avgifts-
bestdmda planer ar att foretaget star for aktuariell och finansiell risk. Beroende pé till
exempel okande livsldngder i befolkningen kan det hénda att den avséttning (antingen
faktisk eller utlovad) som gjorts under anstéllningstiden (spartiden) inte ar tillracklig.
Foretagen maste da skjuta till ytterligare medel och déarfor &r pensionsskuldsberdkningar
av stor vikt for dessa foretag.

Avslutningsvis kan ndmnas att FAR foreskriver att aktuariella antaganden ska vara "ne-

utrala och émsesidigt forenliga” och vidare att de ar neutrala om “de varken dr oférsiktiga
eller dverdrivet forsiktiga” (FAR [3], sid 332).
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5.5 Prognosstandard

Med tanke pa &mnet for den hér uppsatsen bor ocksa Pensionsmyndighetens prognosstan-
dard, se [I1], ndmnas. Det bade &r en prognosstandard och den har namnet Prognosstan-
darden.

Den har tagits fram med det uttalade syftet att pensioner (speciellt deras prognoser)
ska bli ldttare att jamfora oavsett vem som star bakom berékningen.

Standarden omfattar allmén pension, tjanstepension och privat pension och gar i korthet
ut pa foljande:

- Prognosen gors med antagande om nolltillvixt, i dagens penningvérde. Detta for
att det ska vara enklare att sdtta prognosen i relation till dagens lénenivé.

- Lon och dérmed inséttningar i form av premier antas oférdndrade fram till pen-
sionsaldern. Arbetar man exempelvis halvtid antas detta fortsétta fram till pension.

- Om en viss forsakring har en fast pensionsalder ska den anvéndas, annars anvinds
65 ar som pensionsalder.

- Kapitalavkastningen estimeras till 2,1% utan inflation men fore skatt och avgift.
- Arlig avkastningsskatt sétts till 0,6% av kapitalet.

- Forsidkringsbolagens avgifter dr beriknade till 0, 7% — 1,5% av kapitalet per ar.
- Livsvarig utbetalning ska normalt anvéndas.

- Tryggandegrundernas generationsdodlighet (FFFS 2007:24@ fran Finansinspek-
tionen anvinds med ett genomsnitt for kvinna/man. For generationen fodd pa
1970-talet finns parametrarna angivna i Tabell [I}

- Pensionsbeloppet anges i kronor per manad fore inkomstskatt och avrundas till
narmaste 100-tal kronor.

En san har modell behover vara relativt enkel men samtidigt dr en av svagheterna med
standarden att kapitalavkastningen, som har mycket stor paverkan pa pensionernas niva,
ar konstant. Det gor det trots syftet anda svart att jamfora olika pensionsforsdkringar.

Yhttp://www.fi.se/sv/vara-register/sok-fffs/2007/200724/
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6 Avslutning

Héar ges nagra egna avslutande kommentarer till den hér studien och en framéatblick med
ett par forslag till fortsatta studier. Arbetet ska ses som ett svar pa ett behov vi haft att
undersoka vissa delar mer teoretiskt. For mig ar det flexibiliteten och mdojligheten att
anpassa en berdkning efter forutsittningarna som varit det mest givande.

6.1 Diskussion

Det viktigaste resultatet av studien for mig ar tabellerna med kommutationsfunktioner
som ger mojlighet att kunna gé fran forman till kapital vid valfri tidpunkt och med valfri
ranta. Detta for att kunna besvara fragor som vad kostar det idag att kopa en livsvarig
forman om 10 000 kr/méan. Eftersom kopet gors inom en viss pensionsplan ar rantan for
det mesta given. Om réntan sedan blir en annan har mindre betydelse eftersom det vid
det laget redan har getts ett 16fte som kommer att uppfyllas oavsett rénteldge. Detta
resultat ar presenterat i tabellerna med kommutationsfunktioner och uppsatsen ger god
vigledningen i hur de ar konstruerade for de fall tabellerna behéver anpassas till en annan
ranta. Eller for den delen andra livslangdsantaganden.

En fordel ndr man jamfor tva olika rdnteantaganden med varandra ar ocksi att den
absoluta nivan, som alltid ar svar att veta, inte har samma betydelse nir man fokuserar
pa differensen.

Mojligheten att simulera rdntan, som gjordes med Hull-White, gér att man kan kom-
binera flera olika antaganden eller rdkna pa ett helt forsédkringsbestand och samtidigt fa
en analys av kénsligheten. Sarskilt anvindbart &r det ocksa ndr man jamfor olika port-
foljer, som en aktieportfolj mot en rénteportfolj. Det finns gott om historisk data om
forvintad avkastning och volatilitet for olika finansiella instrument och déa passar simu-
lering bra for att fanga upp egenskaperna och stressa en portfolj.

I de enklare fallen l6nar det sig inte att simulera men bland fordelarna med Hull-White
kan ndmnas att den &r rattfram och mojlig att berdkna analytiskt. Den stora nackdelen
ar att det finns relativt lite vigledning kring hur parametrarna bor bestdmmas. Sedan
kommer man heller inte ifran att den ingéende ranta man anvénder i simuleringen ocksa
ar ett antagande och den har stor paverkan pa utfallet av simuleringen.

Jag gjorde ocksé en hel del undersokningar kring HJM-modellen (Heath, Jarrow & Mor-
ton) men valde till slut att inte ta med den i rapporten. Min slutsats kring den var att
den &r vil komplicerad for mitt syfte och om man ska studera den sa bor det goras i ett
separat arbete pa grund av omfattningen och den extra notation som krévs. Hull-White
ar dock ett specialfall av HJIM sa det finns flera likheter. Vidare &r, som tidigare ndmnts,
exempelvis Ho-Lee i sin tur ett specialfall av Hull-White. De vanligaste modellerna har
dérfor en hel del gemensamt och steget fran den ena till den andra modellen behéver inte
vara alltfor stort.
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Sammanfattningsvis har det i studien inte varit huvudfokus pa att hitta det sanna vérdet
pa en pensionsskuld utan hur berdkning kan utforas tillfredsstdllande utifran de anta-
ganden som valts.

6.2 Framtida studier

For fortsatta studier inom detta omrade skulle det vara intressant dels att studera si-
mulering av andra stokastiska rantemodeller och dels att jamfoéra simulerade Hull-White
rantor med faktiska, historiska rantor och utifran detta betrakta ett visst forsdkringsbe-
stand. I samband med detta ocksa utvidga undersékningen av lampliga parametrar for
simulering.

Beroende pa hur framtiden utvecklar sig kan det vara lampligt att géra en uppfoljnings-
studie om nagra ar nar det &r lattare att vardera om det nuvarande och ovanligt laga
ranteldget ar ett nytt normalldge eller om det ar en tillfillig svacka. Detsamma géller in-
flationens storlek i férhallande till den nominella réantan. Det &r ocksa ganska troligt att vi
i nértid ser en hojd pensionsalder vilket skulle ge anledning att justera en del berdkningar
i enligt med detta, &ven om den forsdkringsmatematiska teorin dr densamma.
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Appendix

A1 - Aterstaende livslingd per alder, M90

Forviantad aterstaende livslangd, e, M90 man (Andersson [I] sid 349)

X €y X €y X €y
0 | 80,08 41 | 41,96 82 | 9,26
1| 79,16 42 | 41,04 83 | 8,73
2 | 78,24 43 | 40,11 84 | 8,22
3 | 77,32 44 | 39,19 85 | 7,73
4 | 76,40 45 | 38,27 86 | 7,26
5 | 75,48 46 | 37,36 87 | 6,80
6 | 74,55 47 | 36,44 88 | 6,37
7 | 73,63 48 | 35,53 89 | 5,96
8 | 72,71 49 | 34,62 90 | 5,56
9 | 71,78 50 | 33,72 91 | 5,18
10 | 70,85 51 | 32,82 92 | 4,83
11 | 69,93 52 | 31,92 93 | 4,49
12 | 69,00 53 | 31,03 94 | 4,17
13 | 68,07 54 | 30,15 95 | 3,86
14 | 67,14 55 | 29,27 96 | 3,58
15 | 66,21 56 | 28,39 97 | 3,31
16 | 65,28 57 | 27,52 98 | 3,06
17 | 64,35 58 | 26,66 99 | 2,82
18 | 63,42 59 | 25,80 100 | 2,60
19 | 62,49 60 | 24,95 101 | 2,39
20 | 61,55 61 | 24,11 102 | 2,20
21 | 60,62 62 | 23,28 103 | 2,02
22 | 59,69 63 | 22,46 104 | 1,85
23 | 58,75 64 | 21,65 105 | 1,70
24 | 57,82 65 | 20,84 106 | 1,55
25 | 56,88 66 | 20,05 107 | 1,42
26 | 55,95 67 | 19,27 108 | 1,30
27 | 55,01 68 | 18,50 109 | 1,19
28 | 54,08 69 | 17,74 110 | 1,08
29 | 53,15 70 | 17,00 111 | 0,99
30 | 52,21 71 | 16,27 112 | 0,90
31| 51,28 72 | 15,55 113 | 0,82
32 | 50,34 73 | 14,85 114 | 0,74
33 | 49,41 74 | 14,16 115 | 0,68
34 | 48,47 75 | 13,49 116 | 0,61
35 | 47,54 76 | 12,83 117 | 0,56
36 | 46,61 77 | 12,19 118 | 0,50
37 | 45,68 78 | 11,57 119 | 0,45
38 | 44,75 79 | 10,97 120 | 0,41
39 | 43,82 80 | 10,38

40 | 42,89 81 | 9,81
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Forvintad aterstaende livslangd, e,, M90 kvinna (Andersson [I] sid 350)

X € X ey X €
0 | 85,58 41 | 47,54 82 | 12,33
1 | 84,67 42 | 46,61 83 | 12,19
2 | 83,75 43 | 45,68 84 | 11,57
3| 82,84 44 | 44,75 85 | 10,97
4 | 81,92 45 | 43,82 86 | 10,38
5 | 81,00 46 | 42,89 87 | 9,81
6 | 80,08 47 | 41,96 88 | 9,26
7 | 79,16 48 | 41,04 89 | 8,73
8 | 78,24 49 | 40,11 90 | 8,22
9 | 77,32 50 | 39,19 91 | 7,73
10 | 76,40 51 | 38,27 92 | 7,25
11 | 75,48 52 | 37,36 93 | 6,80
12 | 74,55 53 | 36,44 94 | 6,36
13 | 73,63 54 | 35,53 95 | 5,95
14 | 72,71 55 | 34,62 96 | 5,55
15 | 71,78 56 | 33,72 97 | 5,18
16 | 70,85 57 | 32,82 98 | 4,82
17 | 69,93 58 | 31,92 99 | 4,48
18 | 69,00 59 | 31,03 100 | 4,16
19 | 68,07 60 | 30,15 101 | 3,85
20 | 67,14 61 | 29,27 102 | 3,56
21 | 66,21 62 | 28,39 103 | 3,29
22 | 65,28 63 | 27,52 104 | 3,04
23 | 64,35 64 | 26,66 105 | 2,80
24 | 63,42 65 | 25,80 106 | 2,58
25 | 62,49 66 | 24,95 107 | 2,37
26 | 61,55 67 | 24,11 108 | 2,17
27 | 60,62 68 | 23,28 109 | 1,99
28 | 59,69 69 | 22,46 110 | 1,82
29 | 58,75 70 | 21,65 111 | 1,66
30 | 57,82 71 | 20,84 12 | 1,52
31 | 56,88 72 | 20,05 113 | 1,38
32 | 55,95 73 | 19,27 114 | 1,25
33 | 55,01 74 | 18,50 115 | 1,13
34 | 54,08 75 | 17,74 116 | 1,02
35 | 53,15 76 | 17,00 117 | 0,92
36 | 52,21 77 | 16,27 118 | 0,83
37 | 51,28 78 | 15,55 119 | 0,74
38 | 50,34 79 | 14,85 120 | 0,66
39 | 49,41 80 | 14,16

40 | 48,47 81 | 13,49
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A2 - Kommutationsfunktioner M90

Kommutationsfunktioner M90 man (Andersson [I] sid 351)

X N, D, x N, D, x N, D,
0 | 32,3955 | 1,0000 41 | 7,8606 | 0,3207 82 | 0,5085 | 0,0646
1 | 31,4092 | 0,9728 42 | 7,5444 | 0,3117 83 | 0,4464 | 0,0597
2 | 30,4497 | 0,9463 43 | 7,2371 | 0,3030 84 | 0,3892 | 0,0549
3 | 29,5162 | 0,9206 44 | 6,9384 | 0,2944 85 | 0,3367 | 0,0501
4 | 28,6082 | 0,8956 45 | 6,6482 | 0,2861 86 | 0,2889 | 0,0455
5 | 27,7249 | 0,8712 46 | 6,3661 | 0,2780 87 | 0,2456 | 0,0410
6 | 26,8656 | 0,8475 47 | 6,0921 | 0,2701 88 | 0,2069 | 0,0366
7 | 26,0296 | 0,8245 48 | 5,8259 | 0,2624 89 | 0,1724 | 0,0324
8 | 25,2165 | 0,8020 49 | 5,5673 | 0,2548 90 | 0,1419 | 0,0284
9 | 24,4254 | 0,7802 50 | 5,3162 | 0,2474 91 | 0,1154 | 0,0246
10 | 23,6559 | 0,7590 o1 | 5,0724 | 0,2402 92 | 0,0926 | 0,0211
11 | 22,9073 | 0,7383 52 | 4,8357 | 0,2332 93 | 0,0731 | 0,0178
12 | 22,1790 | 0,7182 53 | 4,6059 | 0,2263 94 | 0,0568 | 0,0148
13 | 21,4707 | 0,6987 54 | 4,3830 | 0,2195 95 | 0,0433 | 0,0121
14 | 20,7815 | 0,6796 55 | 4,1668 | 0,2129 96 | 0,0324 | 0,0098
15 | 20,1112 | 0,6611 56 | 3,9571 | 0,2065 97 | 0,0237 | 0,0077
16 | 19,4591 | 0,6431 57 | 3,7539 | 0,2001
17 | 18,8248 | 0,6256 58 | 3,5569 | 0,1939
18 | 18,2078 | 0,6086 59 | 3,3661 | 0,1878
19 | 17,6075 | 0,5920 60 | 3,1813 | 0,1818
20 | 17,0237 | 0,5758 61 | 3,0025 | 0,1758
21 | 16,4558 | 0,5601 62 | 2,8296 | 0,1700
22 | 15,9033 | 0,5448 63 | 2,6624 | 0,1643
23 | 15,3660 | 0,5300 64 | 2,5010 | 0,1586
24 | 14,8433 | 0,5155 65 | 2,3452 | 0,1530
25 | 14,3348 | 0,5014 66 | 2,1949 | 0,1475
26 | 13,8403 | 0,4877 67 | 2,001 | 0,1421
27 | 13,3593 | 0,4744 68 | 1,9107 | 0,1367
28 | 12,8915 | 0,4614 69 | 1,7767 | 0,1313
29 | 12,4365 | 0,4487 70 | 1,6481 | 0,1260
30 | 11,9939 | 0,4364 71| 1,5247 | 0,1207
31 | 11,5635 | 0,4245 72 | 1,4066 | 0,1155
32 | 11,1449 | 0,4128 73 | 1,2937 | 0,1103
33 | 10,7378 | 0,4014 74 | 1,1860 | 0,1051
34 | 10,3419 | 0,3904 75 | 1,0835 | 0,0999
35 | 9,9569 | 0,3796 76 | 0,9861 | 0,0948
36 | 9,5825 | 0,3692 77 | 0,8938 | 0,0897
37 | 9,2185 | 0,3589 78 | 0,8067 | 0,0846
38 | 8,8646 | 0,3490 79 | 0,7246 | 0,0795
39 | 8,5204 | 0,3393 80 | 0,6476 | 0,0745
40 | 8,1858 | 0,3299 81 | 0,5756 | 0,0695
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Kommutationsfunktioner M90 kvinna (Andersson [I] sid 352)

X N, D, X N, D, X N, D,
0 | 32,9868 | 1,0000 41 | 8,4390 | 0,3218 82 | 0,8358 | 0,0804
1 | 32,0005 | 0,9728 42 | 8,1217 | 0,3129 83 | 0,7576 | 0,0760
2 | 31,0410 | 0,9464 43 | 7,8131 | 0,3042 84 | 0,6837 | 0,0717
3 | 30,1075 | 0,9206 44 | 7,5131 | 0,2958 85 | 0,6141 | 0,0674
4 | 29,1995 | 0,8956 45 | 7,2215 | 0,2876 86 | 0,5489 | 0,0632
5 | 28,3161 | 0,8712 46 | 6,9379 | 0,2796 87 | 0,4878 | 0,0589
6 | 27,4568 | 0,8475 47 | 6,6622 | 0,2718 88 | 0,4310 | 0,0547
7 | 26,6208 | 0,8245 48 | 6,3943 | 0,2642 89 | 0,3784 | 0,0506
8 | 25,8076 | 0,8021 49 | 6,1338 | 0,2568 90 | 0,3298 | 0,0465
9 | 25,0165 | 0,7803 50 | 5,8807 | 0,2495 91 | 0,2853 | 0,0425
10 | 24,2469 | 0,759 51 | 5,6346 | 0,2425 92 | 0,2448 | 0,0386
11 | 23,4982 | 0,7384 52 | 5,3956 | 0,2356 93 | 0,2082 | 0,0347
12 | 22,7699 | 0,7183 53 | 5,1633 | 0,2289 94 | 0,1753 | 0,0310
13 | 22,0614 | 0,6988 54 | 4,9377 | 0,2224 95 | 0,1461 | 0,0275
14 | 21,3722 | 0,6798 55 | 4,7186 | 0,2160 96 | 0,1203 | 0,0241
15 | 20,7017 | 0,6613 56 | 4,5057 | 0,2097 97 | 0,0978 | 0,0209
16 | 20,0495 | 0,6433 57 | 4,2991 | 0,2036
17 | 19,4150 | 0,6258 58 | 4,0985 | 0,1976
18 | 18,7978 | 0,6087 59 | 3,9038 | 0,1918
19 | 18,1974 | 0,5922 60 | 3,7148 | 0,1861
20 | 17,6134 | 0,5760 61 | 3,5316 | 0,1805
21 | 17,0452 | 0,5603 62 | 3,3539 | 0,1750
22 | 16,4926 | 0,5451 63 | 3,1816 | 0,1696
23 | 15,9549 | 0,5302 64 | 3,0146 | 0,1643
24 | 15,4320 | 0,5158 65 | 2,8529 | 0,1591
25 | 14,9233 | 0,5017 66 | 2,6963 | 0,1540
26 | 14,4284 | 0,4880 67 | 2,5448 | 0,1490
27 | 13,9471 | 0,4747 68 | 2,3982 | 0,1441
28 | 13,4788 | 0,4618 69 | 2,2566 | 0,1392
29 | 13,0234 | 0,4492 70 | 2,1197 | 0,1344
30 | 12,5804 | 0,4369 71| 1,9876 | 0,1297
31 | 12,1495 | 0,4250 72 | 1,8603 | 0,1250
32 | 11,7304 | 0,4133 73 | 1,7375 | 0,1204
33 | 11,3227 | 0,4020 74 | 1,6194 | 0,1158
34 | 10,9262 | 0,3910 75 | 1,5059 | 0,1113
35 | 10,5405 | 0,3803 76 | 1,3968 | 0,1068
36 | 10,1654 | 0,3699 77| 1,2922 | 0,1023
37 | 9,8006 | 0,3597 78 | 1,1921 | 0,0979
38 | 9,4458 | 0,3499 79 | 1,0965 | 0,0935
39 | 9,1008 | 0,3402 80 | 1,0052 | 0,0891
40 | 8,7653 | 0,3309 81 | 0,9183 | 0,0847
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A3 - Kommutationsfunktioner MM16, 2% 1950-tal
Alder | N(x) D(x) | Delningstal

10 | 12,5224 | 0,4293 29,17
41 | 12,0976 | 0,4203 28,78
42 | 11,6817 | 0,4114 28,39
43 | 11,2746 | 0,4027 27,99
44 | 10,8762 | 0,3942 27,59
45 | 10,4861 | 0,3859 27,18
46 | 10,1044 | 0,3777 26,76
47 | 9,7308 | 0,3696 26,33
48 | 9,3651 | 0,3617 25,89
49 | 9,0073 | 0,3540 25,45
50 | 8,6571 | 0,3464 24,99
51 | 8,3144 | 0,3389 24,53
52 | 7,9792 | 0,3316 24,07
53 | 76513 | 0,3243 23,59
54 | 73305 | 0,3172 923,11
55 | 70167 | 0,3102 922,62
56 | 6,7099 | 0,3034 922,12
57 | 6,4100 | 0,2966 21,61
58 | 6,1168 | 0,2899 21,10
59 | 5,8302 | 0,2832 20,58
60 | 55502 | 0,2767 20,06
61 | 5,2767 | 0,2702 19,53
62 | 5,0097 | 0,2638 18,99
63 | 4,7490 | 0,2574 18,45
64 | 4,4947 | 0,2511 17,90
65 | 42468 | 0,2448 17,35
66 | 4,0051 | 0,2385 16,79
67 | 3,7696 | 0,2322 16,23
68 | 3,5405 | 0,2259 15,67
69 | 3,3177 | 0,2196 15,11
70 | 3,1012 | 0,2132 14,54
71 | 2,8911 | 0,2068 13,98
72 | 2,6874 | 0,2004 13,41
73 | 2,4902 | 0,1938 12,85
74 | 2,2996 | 0,1871 12,29
75 | 2,1157 | 0,1803 11,73
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A4 - Kommutationsfunktioner MM16, 2% 1960-tal
Alder | N(x) D(x) | Delningstal

40 | 12,7906 | 0,4313 29,65
41 | 12,3638 | 0,4223 29,28
42 | 11,9459 | 0,4223 28,89
43 | 11,5368 | 0,4135 28,50
44 | 11,1362 | 0,3963 28,10
45 | 10,7441 | 0,3880 27,69
46 | 10,3602 | 0,3799 27,27
47 | 9,9843 | 0,3719 26,85
48 | 9,6164 | 0,3640 26,42
49 | 9,2562 | 0,3563 25,08
50 | 8,9037 | 0,3488 25,53
51 | 8,5586 | 0,3414 25,07
52 | 8,2209 | 0,3341 24,61
53 | 7,8904 | 0,3269 24,13
54 | 75669 | 0,3199 23,65
55 | 17,2505 | 0,3130 23,16
56 | 6,9409 | 0,3062 22,67
57 | 6,6380 | 0,2995 22,16
58 | 6,3418 | 0,2929 21,65
59 | 6,0521 | 0,2864 21,13
60 | 5,7688 | 0,2800 20,60
61 | 54920 | 0,2737 20,07
62 | 52214 | 0,2674 19,53
63 | 4,9571 | 0,2612 18,98
64 | 4,6990 | 0,2550 18,42
65 | 4,4470 | 0,2489 17,87
66 | 4,2011 | 0,2428 17,30
67 | 3,9613 | 0,2367 16,73
68 | 3,7275 | 0,2307 16,16
69 | 3,4998 | 0,2246 15,58
70 | 3,2783 | 0,2185 15,01
71 | 3,0628 | 0,2123 14,43
72 | 2,8535 | 0,2061 13,85
73 | 2,6504 | 0,1998 13,26
74 | 2,4537 | 0,1934 12,69
75 | 2,2634 | 0,1869 12,11
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A5 - Kommutationsfunktioner MM16, 2% 1970-tal
Alder | N(x) D(x) | Delningstal

40 | 13,0430 | 0,4332 30,11
41 | 12,6143 | 0,4242 29,73
42 | 12,1945 | 0,4154 29,35
43 | 11,7834 | 0,4068 28,97
44 | 11,3808 | 0,3984 28,57
45 | 10,9866 | 0,3901 28,17
46 | 10,6006 | 0,3819 27,75
47 | 10,2227 | 0,3740 27,33
48 | 9,8526 | 0,3662 26,91
49 | 9,4902 | 0,3585 26,47
50 | 9,1355 | 0,3510 26,02
51 | 8,7881 | 0,3437 25,57
52 | 8,4481 | 0,3365 25,11
53 | 8,1152 | 0,3294 924,64
54 | 77893 | 0,3224 24,16
55 | 74703 | 0,3156 23,67
56 | 7,1581 | 0,3089 23,18
57 | 6,8525 | 0,3023 22,67
58 | 6,5535 | 0,2958 22,16
59 | 6,2609 | 0,2894 21,64
60 | 59747 | 0,2831 21,11
61 | 5,6047 | 0,2769 20,57
62 | 54209 | 0,2707 20,02
63 | 5,1532 | 0,2647 19,47
64 | 4,8015 | 0,2587 18,91
65 | 46358 | 0,2527 18,34
66 | 4,3860 | 0,2468 17,77
67 | 4,1420 | 0,2410 17,19
68 | 3,9040 | 0,2351 16,61
69 | 3,6718 | 0,2292 16,02
70 | 3,4454 | 0,2234 15,42
71 | 3,2249 | 0,2175 14,83
72 | 3,0103 | 0,2116 14,23
73 | 2,8016 | 0,2056 13,63
74 | 2,5990 | 0,1995 13,03
75 | 2,4025 | 0,1933 12,43
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