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Sammanfattning

Det ar nodvéndigt att ett forsakringsforetag innehar ett kapital som
kan técka oviantade forluster. I samband med Solvens II-direktivet har
darfor tva olika kapitalkrav inforts, solvenskapitalkravet (SCR) och mi-
nimikapitalkravet (MCR). I och med dessa kalibreringar har man fatt
en omedelbar och permanent parameter med vilken dodlighetsintensi-
teterna stressas. Det kan dock anses vara mer realistiskt att se till arlig
dodlighetsforbattring och stressa denna. I denna undersékning har vi
tillampat de metoder som anvands for att berdkna solvenskapitalkra-
vet enligt Solvens II pa en produkt som representerar langlevnadsrisk
och en som representerar dodlighetsrisk. Vi har modellerat dodlighets-
intensiteterna med Lee Carter baserat pa svensk befolkningsdata. Den
analys vi har genomfort baserat pa befolkningsdata stodjer Solvens
[T-kalibreringen. Vi har kommit fram till att en arlig dodlighetsfor-
battring om ca 1% for livfallsrisk ger samma resultat som de vi far vid
kalibrering enligt Solvens II, samt att en arlig dodlighetsférsamring om
ungefar 1% ger samma resultat for dodsfallsrisk.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige.
E-post: sandra.brannstam@hotmail.com. Handledare: Mathias Lindholm.
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1 Introduktion

1.1 Syfte

Syftet med denna undersdkning har varit att tillimpa de metoder som
anvands for att kalibrera stressparametrarna for dodlighetsintensiteterna
vid berdkning av SCR enligt Solvens Il-principer pa befolkningsdata, samt
att tillimpa de metoder som anvands for att finna en stressparameter som
dr konstant over alla t for att hitta en tidsberoende forskjutning av av
dodlighetsparametrarna, vilket eventuellt representerar en mer realistisk for-
skjutning av dédlighetsforbéttringen/ forsamringen. Metoden vi har anvéant
for framskrivning av dédlighetsintensiteten dr Lee Carter

1.2 Data
Befolkningsdata

Vi har anvant oss av historisk data av Sveriges befolkning, hdmtad fran Hu-
man Mortality Database (HMD) [3] for modellering av historisk och fram-
skriven dodlighet. Lat
Ng.+ - populationsstorlek hos individer med alder x vid bérjan av ar ¢,
D, ; - antal z-ariga individer som avlidit under ar ¢.
Antal dodsfall vid tid ¢ ar binomialfordelat, och vi far att sambandet mellan
Ny och Dy ar

Dzﬂg ~ Bin(Nm, qzﬂg), (121)

dar N, ér definierat enligt ovan, och ¢, &r den ettariga dodsrisken for en
x-arig individ vid tid ¢.

Human Mortality Database tillhandahéller data fran 1751 till 2014 for
Nt och till 2015 f6r D, ;, med aldrar fran 0 till 109, samt 110+ som en
alderskategori.

Population size

Year Age Female Male Total
1751 0 28595.61 28608.93 57204.54
1751 1 26191.55 25873.44 52064.99
1751 2 26508.24 26127.31 52635.55
2015 110 2 0 2

Tabell 1.2.1: Populationsstorlek for individer med alder x vid tid ¢.



Deaths
Year Age Female Male Total

1751 0 5988.00 6902.00 12890.00
1751 1 1286.45 1359.88  2646.33
1751 2 834.56  882.13  1716.69

2014 110 0.31 0 0.31

Tabell 1.2.2: Antal dodsfall for individer med alder x vid tid ¢.

Diskontering

Vid berékning av framtida kassafldden anvénder vi oss av diskonterings-
rantekurvor r; fran Finansinspektionen [17] per 2016-12-31. Dessa stracker
sig fran ¢t = 1 till ¢ = 100. For ¢ > 100 anvénder vi rdntan fér ¢ = 100.
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Figur 1.2.1: Diskonteringsrdnta ry



2 Teori

2.1 Solvenskapitalkrav

Solvenskapitalkravet (SCR) beskrivs som det buffertkapital som ett forsik-
ringsforetag behover halla for att garantera att bolaget ska klara av att
infria sina ataganden gentemot forsdkringstagare under de kommande 12
manaderna med en sannolikhet pa minst 99,5 procent.

Virdet pa kapitalkravet kalibreras med hjélp av Value at Risk (VaR) for
ett eget forsdkrings- eller aterforsdkringsforetags grundlaggande kapitalbas,
med en konfidensniva pa 99,5% o6ver en ettarsperiod. Detta kalibreringsmal
tillampas pa varje enskild riskkategori och eventuell underkategori.

distribution of bof,

0 bof E(bof,)
a

¥

- bof; g5 o

Figur 2.1.1: Fordelning av bdsta skattning, bild hamtad fran FIOPA-14-322
[15]. bof - best estimate of own funds

Solvens II-utredningen [13] forklarar vidare att berédkning av kapital-
kraven enligt standardformeln goérs separat for ett antal riskkategorier och
eventuella underkategorier, for att sedan adderas till ett sammanlagt SCR.

Forenklat innebar detta att

e For varje risk bestéms forst ett 1-arsscenario som kan forvéntas intréffa
med en sannolikhet av 0.5%.

e Sedan beridknas den beloppsméssiga paverkan detta scenario skulle ha
pa forsikringsforetagets tillgangar och skulder (det samlade buffertka-
pitalet). Detta motsvarar kapitalkravet for den aktuella risken.

e Nir kapitalkraven har berdknats for de enskilda riskerna summeras de
till ett s.k. baskapitalkrav.

e Kapitalkravet for operativa risker berdknas separat med en annan me-
todik och adderas sedan till det framréknade baskapitalkravet.



Dessa berdkningar tar dven hénsyn till diversifieringseffekter, justering for
uppskjutna skatter etc., som vi inte kommer att ga in pa héir. Vi kommer
att fokusera pa steg 1 och 2 for tva olika forsdkringsprodukter bade for ett
helt bestand och pa individniva.

Nar alla steg har genomforts har man fatt fram det belopp som krévs for att
forsdkringsforetaget med 99,5 procents sannolikhet under en ettarsperiod
ska kunna uppfylla sina forpliktelser, dven uttryckt sa att ett foretag kan
forvantas fallera en gang per 200 ar.

Enligt Kommissionens delegerade forordning géllande Solvens IT [14]
motsvarar detta for dodsfallsrisk den minskning i kapitalet hos forsdkrings-
foretaget som foljer av en omedelbar och permanent 6kning av dédlighetsin-
tensiteterna om 15%. For livfallsrisk motsvarar kapitalkravet minskningen i
kapitalet som foljer av en minskning av dodlighetsintensiteterna med 20%.

Antaganden

Stressfaktorerna for dodlighetsrisk och langlevnadsrisk dr avsedda att ater-
spegla osdkerheten i doédlighetsparametrar som en f6ljd av felbedémning
och/eller forandringar i dodlighetens niva, trend och volatilitet och fangar
risken for att fler forsdkringstagare dn forvintat dor under forsdkringens
16ptid samt att forsdkringstagare lever langre dn forvintat.

Ett av de underliggande antagandena for liviorsédkringsrisk enligt EIOPA-
14-322 [15] ar att forsdkringsportfoljerna ar véldiversifierade med hénsyn
till alder, kon, rokstatus, socioekonomisk status, livférsakringsniva, typ av
forsdkringsskydd, forsdkringsgrad tillampad vid ingdende av forsdkringsavtal
och geografisk plats.

De underliggande antagandena for dédlighetsrisk och langlevnadsrisk
kan sammanfattas enligt féljande:

Dodlighetsrisk

e Foretaget minimerar negativt urval (adverse selection).

e Sannolikhetsférdelningen fér dédligheten &r skev, med en trend mot
forbattring av dodligheten.

e Vid en forenklad berdkning av kapitalkravet for dodlighetsrisken antas
det att det inte foreligger nagon vésentlig nedgang av respektive risk-
kapital under de ndrmaste n aren, dar n ar den modifierade durationen
(i antal ar) av betalningar vid dodsfall inkluderade i den bésta skatt-
ningen. Det antas vidare att de forsékrades genomsnittliga dédlighet
(viktad med forsakringssumma) inte kommer att 6ka véisentligt under
de nidrmaste n aren.

Langlevnadsrisk



e De arliga dédlighetsforbéattringarna dr normalférdelade.

e Vid forenklad berdkning av kapitalkravet for langlevnadsrisk antas att
medelaldern for forsdkringstagare inom portféljen &r 60 ar eller mer.

e Det antas vidare att de genomsnittliga dodlighetsintensiteterna for
respektive forsikringstagare inte okar med mer &n 10% per ar.

2.2 Lee-Carter

Teorin i detta avsnitt kommer i huvudsak fran Lee (00) [8], Lee & Carter
(92) [7], Lundstron & Qvist (04) [9], samt Girosi & King (07) [6].

2.2.1 Skattning av parametrar

Lat m,; beteckna den centrala dédskvoten for en individ som &r = ar vid
tid ¢, vilken definieras som

Dx,x-‘,—t

My x4+t = )
Rac x4+t
K

dér R, g4+ dr den sa kallade risktiden (summan av den tid som z-ariga
individer har varit del av bestandet under tid ¢, enl. s. 130 [11]). Risktiden
approximeras enligt

R o Nx—l,m—l—t—l + Nx,r—l—t
T, x4+t — 9 .
Vi far alltsa D
x,x+1
m = : . 2.2.1
ntt (Nx—l,ac—f—t—l + Nx,a:—i—t)/z ( )

Metoden enligt Lee & Carter [7] bygger pa att dodlighetsintensiteten for
lampligt valda parametrar kan uttryckas enligt

In(mg ) = ap + bpky + €at, (2.2.2)

eller ekvivalent

Myt = eax‘i‘bac’it"ﬁ?x,t’

)

dir a, och b, ar aldersspecifika konstanter, x; ar en tidsvarierande para-
meter som beskriver férdndringen i dodlighet Gver tid, €, dr approxima-
tivt normalférdelad med vinteviirde 0 och varians o2. Parametern a, be-
skriver ett allmidnt monster for dodligheten hos en z-arig individ, b, be-
skriver den relativa hastigheten for vilken dodligheten férdndras for var-
je alder, och k; indikerar den del av doédligheten som fangar tidstrenden i
dodlighetsintensiteterna. Skattningarna av b, och k; ar kompletterande, och
det ar produkten av dessa som visar tidsfordndringen i den &ldersspecifika



dodligheten, b, visar med andra ord hur tidseffekten sprids mellan de olika
aldrarna.
Genom att skriva om 2.2.2 far vi att residualerna kan skrivas som

ezt = In(mat) — az — bty (2.2.3)

Det ar dessa residualer som ligger till grund for parameterskattningarna av
az, by och ky.

Anta att (vektorerna) a, b,k dr en l6sning till ekvation 2.2.2; da géller
dven att foljande linjdra transformationer &r en l6sning for alla skalérer c

ad=a—bc, ¥ =b, och k' =k +c,
eller

a"=a, V' =bc, och K" = k/c.

Vi vet darfor att x endast dr bestdmd upp till en linjér transformation, b upp
till en multiplikativ konstant, och a ar bestdmd upp till en additiv konstant.
Vi infor darfor foljande begransningar

Z Ry = 0.
t=1

Daodlighetsundersokningen 2006 [4] menar att dessa normeringar inte
paverkar skattningen av m,(t) pa grund av de linjdra sambanden mellan
parametrarna. Detta ger att a, skattas som medelvirdet av In(mg;) over

tid.
A Zgzl ln(mx,t)
=TT
For att skatta modellen for ett givet antal dodlighetsintensiteter my ¢
soker vi minstakvadratlosningen till ekvation 2.2.2,

In(mgt) = az + byke + g4

For att hitta en minstakvadratanpassning kan vi anvidnda oss av singulér-
vardesuppdelning. Skattningarna av b, och k; med singuldrvirdesuppdelning
forklaras narmre i Appendix B.

Vidare, a, och b, ar tidsoberoende parametrar, medan parametern r;
beror pa tid och styr de projicerade framtida dddlighetsintensiteterna. I
denna modell ser vi k; som en stokastisk process, vilken kan modelleras
med en tidsseriemodell. Givet tidigare A; behover vi kunna prognosticera
framtida k;. Detta gors enligt



"%t = /%t—l —Z+ (& (224)
dar Z dr en konstant avtagande term som beskriver medelhastigheten med
vilken dodlighetsintensiteten avtar , och berdknas enligt

R — K1
T—-1"

X

dar vi later A7 vara vart sista kidnda vérde for #; vid tid T.
Slumptermen e; ar approximativt normalférdelad e, ~ N (O,U%W) dér
oy skattas enligt

Vi kan skriva om ekvation 2.2.4 ovan {for att undersoka residualerna
ét =Kt — K¢t—1+ =2 (225)

I vissa fall gér man en andra skattning av & (Lee, Carter (92) [7], Lee
(00) [8]) som givet de skattade parametrarna a, och b, ger det observerade
antalet dodsfall for ett specifikt ar. Vi skattar alltsa om &y sa att

D= N, seletbaht
T

D, &r antal dodsfall vid tid ¢t och N, ; ér antal z-ariga individer vid tid ¢.

Vi néjer oss dock med en forsta skattning av & for att inte 6veranpassa
modellen till historisk data eftersom syftet ar att prediktera dédligheterna
framat.

2.2.2 Prediktioner
Vi utvecklar ekvation 2.2.4

Ri=hi—1—2+e = (R—o—2+e—1)—2+e =Rh—2—22+e +e

Later vi sedan k7 vara vart senaste kinda k, kan vi utveckla ovanstiaende
uttryck for prediktionerna till

t
Ry = K — 2t + Z er4i—1-
i=1
Om vi antar att e; ar oberoende och med samma varians kan vi forenkla
uttrycket till
Ry = Rr — 3t + Ve, (2.2.6)



Vi ség i ovanstdende avsnitt att e, ~ N (0, 0%y, ) dér

6Fw = T z Rrr1 — Ry + 2)2,
-1

vilket enligt ekvation 2.2.5 kan skrivas som
1 I
~2 A2
= 2.2.7
ORW T-14 € ( )

Anvénder vi ekvationerna 2.2.6 och 2.2.7 far vi att variansen for predik-
tionerna kan skrivas som

Var(Rryt) = témy

Detta kan vi anvénda for att uttrycka ett prediktionsintervall for x4

Arat £ Aaja - VoW

dir A, /o ér kvantilen for ett (1 — a)%-igt konfidensintervall.
Vi kan sedan anvénda detta for att uttrycka ett prediktionsintervall f6r

mz,T—i—t
el +bg (AT 4tEN N VEIERW)

2.2.3 Feltermer

Som vi har namnt ovan kan variansen for s skrivas som

URW T Z

Vi later

pd samma sétt som vi skattade 6%;;,. Lee och Carter [7] beskriver dven hur
feltermer for a och b berdknas i ett appendix. Eftersom a, skattas som me-
delvardet av logaritmen av den centrala dédskvoten 6ver tid skattar vi dess
varians som variansen av In(mg ;) dividerat med 7', antalet observationer av
My

o Var(mgy)

e 2 T

Variansen fér b, beriiknas med mer omstandliga metoder dir bootstrap-
ping dr inblandat. Lee [8] menar dock att storre delen av variansen 6ver tid
forklaras av &y och att 6vriga feltermer &r mindre viktiga. Vid prediktioner
av dodlighetsintensiteterna kommer vi att géra samma antagande och lata
variationen i k¢ sta for variansen av skattningarna.



2.2.4 Ovrigt
Implementation i R

Paketet “demography” for programmeringsspréket R inkluderar olika funk-
tioner fér demografisk analys som hanterar bland annat berdkning av livs-
langder, Lee Carter modellering (baserad pa singulérvérdesuppdelning), data-
analys av dodlighetskvoter, fertilitetskvoter, migration och prognoser for
stokastisk befolkning [2].

Vi har dock valt att endast anvdnda paketet vid kontroll av egna be-
rakningar.

Skillnad i dédlighet mellan mén och kvinnor

Trots att kon sedan 2012 inte far paverka premien for forsdkringar s behover
forsékringsforetagen ta hinsyn till detta vid berdkning av reserver (DUS06
[4], DUS14 [5]), da det finns skillnader i férvantad livsldngd mellan kvinnor
och mén. Dessa skillnader paverkar det forsdkringsbolaget forviantas betala
ut till sina forsdkringstagare och behéver darfor tas hdansyn till vid uppskatt-
ning av reserverna.

2.3 Forvantad aterstaende livslangd

Andersson [11] visar att om vi later T, vara den aterstaende livslangden for
en x arig person, sa ar e, = E[T}] den forvintade aterstaende livslangden.

()
ex—/o iy (2.3.1)

dar vi har .
Uz 4t)=e Jo meds

sedan tidigare (ekvation 2.5.1).
Vi kan sedan approximera dessa enligt

. = l(z +t)

x+t
l(x+t)=e" Do beds

Om vi tar hénsyn till tid ¢ i berdkningarna ovan far vi
oo t oo t
ey = Ze— fO Mats,sds Ze— ZS:O Mats,s
t=0 t=0

dar vi anvént oss av att m,; antas vara konstant 6ver 1-arsperioder.



2.4 Portfolj

For berdkning av reserverna vid kalibrering av stressparametrarna anvéinder
vi oss av befolkningsdata fran Human Mortality Database (HMD), med
vissa begransningar. Vi antar att de som tecknar forsdkringar &r 6ver 25
ar . Ktt av antagandena for langlevnadsrisk ovan &r att medelaldern for
forsdkringstagare inom portfoljen dr 60 ar eller mer. Om x > 40 for befolk-
ningsdata far vi att den viktade medelaldern &ar 60.4.

Vid kalibrering fér uppskjuten livsvarig livranta anvinder vi oss darfor
av befolkningsdata fran 2015, med individer 40 ar eller dldre, Ny 2015, 2 >
40. For dodsfallsrisk finns inga sddana begrédnsningar for medeldlder, sa for
kapitalforsdkring for dodsfall anvénder vi oss av befolkningsdata fran 2015,
med individer som ar 25 ar eller dldre, N, 2015, 2 > 25.

Vi kommer dven att jdmfora de resultat vi far med denna diversifierade
portfolj med en portfdlj som har lika manga individer fédda mellan 1920-
1990, Nz.2015 = 50000 for alla x, (Medelvéirdet av N, 2015 &r ungefér 50000
i materialet frain HMD) for alla . Vi far da en medeldlder pa 62 ar.

2.5 Reserver

Om vi aterigen anvinder oss av Anderssons [11] definitioner far vi att
overlevelsefunktionen definieras enligt

och ar sannolikheten att en individ lever till ar x +t givet att individen lever
vid ar x.
Overlevelsefunktionen for en nyfédd individ definieras enligt

x

l(aj) — 67 fOI }LSdS =~ 6_ ZS:OMS’ (251)

dér p ar konstant 6ver 1-arsperioder.
Givet att forsdkringstagaren har uppnatt alder x ar definierar vi indivi-
dens aterstaende livslangd som T;. Vi kan da skriva
l(z+1)
I(z)

Vilket ger att sannolikheten att en individ avlider inom ett ar ar

P(T, >t)=

t>0.

Gz =P(T, <1)=1—(l(x+1))/l(z), t>0.

Uppskjuten livsvarig livrinta

Uppskjuten livsvarig livranta (ULL) &ar &ven kdnd som vanlig pensions-
forsdkring. Utbetalning sker arsvis fran det att en individ har uppnéatt en

10



pa forhand bestdmd alder k tills forsdkringstagaren avlider. Later vi utbe-
talningen Cy vara 1 kr géller for en hel portfolj att utbetalningen vid tid ¢
ar summan av antal individer som ar vid liv och har en alder som &r minst

k ar.
Utby =Y Nay~ Y Neola(t)
>k x>k
Reserverna beraknas som det diskonterade framtida kassaflodet multi-
plicerat med 6verlevnadssannolikheten, vilket under enkla antaganden kan
skrivas som

Cy

ULL
:—E P(T, >t §
Resyz ~ )(1+rt pot l—i-r) ’

t=1
dér C ar utbetalning vid tid t, r; dr diskonteringsrantan vid tid t¢.

Vi har befolkningsdata for x < 110, vilket ger n = 110 — z. For pen-
sionsprodukter dr det alltsd langlevnadsrisken som paverkar reserverna i
storst utstriackning. For att halla utrdkningarna sa enkla som mojligt later
vi Cp = 1, for alla t.

Vi far da att kassaflédet for hela portféljen blir

C%AQO

sUEE ZZ[ 7—{0—1w}_22z
1 t 1 =1
>k t=1 (1+7e)! o>k t=1 1+Ttt
= Z Ze s— Ol/fz+s T+s Nx70 .
o>k t=1 (L+ry)tt

Kapitalforsdkring for dodsfall

Om den forsdkrade avlider innan hon/han har uppnatt dldern z = = +m
betalas ett engangsbelopp om F' = 1 kr ut. Om forsédkringstagaren lever
lingre d4n x + m sker ingen utbetalning. Denna forsdkringstyp kallas ka-
pitalforsikring for dodsfall (KFD). For en hel portfolj géller alltsa att ut-
betalningen vid tid ¢ 4r summan av antal avlidna individer med en alder
mindre dn z.

Utby=> Doy~ Y Nuopostila(t)

<z <z
Vi kan skatta forvdntad utbetalning vid tid ¢ som sannolikheten att
personen lever vid tid ¢, men avlider inom ett kort intervall innan tid z,
multiplicerat med utbetalt belopp. For en z-arig individ far vi alltsd ett
forvantat framtida kassaflode som kan skattas enligt

F

KFD .
Res, .-, Zﬂerttl 1+7"t)t R

dar F ar forsikrat belopp (F' =1 for alla x,t), r; ar diskonteringsrantan vid
tid ¢.

11



Jamfort med pensionsforsikring (uppskjuten livsvarig livranta) ar det
istallet risken att do i fortid som i huvudsak paverkar storleken pa utbetalt
belopp for ett forsdkringsbolag.

Hér far vi pa samma sétt som for uppskjuten kapitalforsdkring for dédsfall
att det totala kassaflodet for portfoljen blir

MRS D) WIEROI IS

rx<zt=1
t
= Z Z U t€ ZS:O Hzs,T+s Nx,O i
) t— *
z<zt=1 (1 +7)

D& vi berdknar ettarsrisken kommer vi gora antagandet att forsidkringen
ar livsvarig, for att kunna undersoka alla aldrar. Eftersom vi med data fran
HMD endast kan berikna doédlighetsintensiteterna upp till z = 110, sa foljer
det att z = 110. Detta ar dock inte ett rimligt antagande att goéra allmént i
fallet med dodsfallsforsdkring, eftersom det leder till att risken endast ligger
i nér forsdkringsbeloppet betalas ut. Vi kommer senare att &ndra den 6vre
gransen till z = 70.
Se Andersson [11] fér kommutationsfunktioner och hérledningar.

Reserver efter stressade doédligheter

Under Solvens IT stressas g med en faktor f, sd att vi far ¢/ = p - f. Om vi

later .
KS = _/ MSdS,
0

far vi att 6verlevnadsfunktionen i ekvation 2.5.1 nér dédlighetssannolikheten
stressas kan skrivas som

l(z) = efsKs — (eKs)fs — l(x)fs

Variation hos simulerade reserver

Det ar tva faktorer som huvudsakligen paverkar variationen i reserverna.
Dessa ar varians i population och variation i parametern p. Reserverna
paverkas alltsa dels av att det finns en osédkerhet i skattningarna av dodlighets-
intensiteterna, samt att det finns en osdkerhet i forvantad populationsstorlek
och antal avlidna. Antal x- ariga individer som avlider vid tid ¢ simuleras
fran en binomialférdelning

Dl",t ~ Bin(Nx,b qy:,t)

dar N ar antal - ariga individer vid tid ¢ och g, ; &r den ettariga dodsrisken
for en x-arig individ vid tid ¢. Vi har dven att

Na:+1,t+1 = Na:,t - Dw,ta
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och

1
Gog =1 — ¢ Jo totssds,
k)

Vi kan alltsa anvanda oss av tva metoder i tre kombinationer for att simulera
olika utfall for reserverna, for att sedan underséka hur variationen paverkas.

e Vi later p = m,,; vara stokastisk vid simulering av reserverna, och
haller populationsstorleken fix.

e Vi later istéllet skattningen av populationsstorleken sta for variatio-
nen, och later p vara enligt vintevardesskattning.

e Lat bade pu och populationsstorlek vara stokastiska.

I avsnitt 3.4 kommer vi att se att skattningarna av reserverna skiljer sig
markant mellan punkt 1 och 2 for bade uppskjuten livsvarig livrdanta och
kapitalforsdkring for dodsfall. Sapass mycket att reserven som en funktion
av vantevardet av my (da bade p och populationen &r fix) inte ens visas
i histogrammet for punkt 2. Enligt Jensens olikhet géller att om X &r en
slumpvariabel, E[|X]|] &r dndlig och f &r en konvex funktion sa géller att
f(EIX]) < E[f(X)]. I vart fall &r X = log(mg,), och f(x) = Res, den

funktion vi anvander for att berakna reserverna.

E[|X|] = El|log(mat)[] = Ellag + bake + xtl] < Eflag + bakie|] + Ef|eq]
+ E[|5x,t|] < 00,

= |ax + bxﬁt
eftersom

E[_Ex,t] = —E[8x7t] =0 yExt < 0
E[Ex,t] =0 yEx,t > 0.

Elleasl] = {

Vi ser i figur A.1 i Appendix A, som #r en normering av ResV** och
ResEFD (reserverna som en funktion av &lder), att ResY ™ &r konvex mellan
27 < x <65 och 65 < x <97 och att ResfFD verkar vara konvex for 25 <
75. Det foljer alltsa att Res;(E[mg.]) < E[Resz(mgy)] bade for uppskju-
ten livsvarig livrdnta och kapitalforsdkring for dodsfall, vilket kan forklara
varfor vi i punkt 2 far en fordelning som ér hogre in ResUH(E[m,,]) och
ResBETP (Elmyg4)).

3 Analys

Vi baserar vara berdkningar och prediktioner pa 30 ars data, mellan 1985-
2014. Anledningen till detta ar att 30 ars data ger tillridckligt bra prediktio-
ner. Lundstrom och Qvist [9] foreslar de senaste 25 dren som basperiod, men
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da vi upptéckte att en basperiod pa ungefiar 20 ar var valdigt kénsligt for
féordndringar i data anser vi att 30 dr mer rimligt. Risken med att anvénda
datamaterial for langt tillbaka i tiden &dr dels att datamaterialet inte &r
tillforlitligt, vilket géller for svensk data 1750-1860 (detta ndmns pa hemsi-
dan for HMD [3]), dels att vi 6veranpassar modellen till historisk data nar
syftet med Lee Carter modelleringen &r att prediktera framtida vérden.

Vi kan dven se i bland annat figur 3.1.12 hur férbéttringen av dédligheten
har férdndrats nagot pa senare ar (efter ca 1950). Det kan da ge missvisan-
de prediktioner om vi baserar modellen pa data som eventuellt 6ver- eller
underskattar den tidsberoende férdndringen.

I de fall resultaten for mén och kvinnor inte skiljer sig ndmnvért presen-
teras plottar och resultat i huvudsak for mén och kvinnor tillsammans om
inte annat namns.

3.1 Precision hos Lee Carter
Parameterskattningar

Nedan visas plottar av skattade véirden for a,, lA)x och k¢. Vi kan se att
skattningarna foljer samma monster for mén, kvinnor, samt mén och kvinnor
tillsammans. Storst skillnad mellan kén blir det i prediktionerna av &; dar
béde lutningen och spridningen skiljer sig.

— Totalt
~ | Man
v 7 ---- Kvinnor
T —
(.‘.? —
ﬂlj —

0 20 40 60 80 100

Figur 3.1.1: Skattningar av G,
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Figur 8.1.4: Prediktioner av k¢ 50 ar framat i vantevdrde samt som 50 slump-
vandringar.

Vi paminner om att d, beskriver ett allmént monster for dodligheten, by
uttrycker hur tidseffekten paverkar fordndringen i dédlighet for olika aldrar,
och &; beskriver fordndringen av dédlighet 6ver tid.

Som véntat okar skattningarna for d, i och med att &ldern okar. Detta
dr rimligt eftersom doédlighetsintensiteterna okar exponentiellt med alder.
Skattningarna ser ut att vara relativt instabila for yngre aldrar, men verkar
stabilisera sig ungefar kring 40-50 ars alder.

Ett hogre virde pa b, innebir att tidseffekten &; far en storre inverkan
pa skattningarna av de predikterade dodlighetsintensiteterna. I och med att
k¢ ar avtagande, vilket foljer av den avtagande trenden i dédlighet 6ver tid,
innebéar det att dodlighetsintensiteterna avtar i en hogre hastighet ju storre
lA)x ar.

Att b, antar negativa virden for z > 100 kan foérklara de instabila och
avtagande vardena for fi,; =~ M, for hoga aldrar, se figur 3.1.6 nedan.

Fér bade b, och &, gar skattningarna for mén och kvinnor omlott, men
for skattningarna av a, ligger kurvan fér mén 6ver kvinnor foér alla x. En
rimlig utveckling eftersom doédlighetsintensiteterna normalt sett ar ldagre for
kvinnor &n for mén, vilket hor ihop med langre forvintade livslangder.

Vi paminner &ven om ekvation 2.2.2, och att vi kan skriva om denna sa
att vi far de forvintade skattade dodlighetsintensiteterna

mx,t — eaz+bz'§t’
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vilka presenteras nedan.

Man
== Kvinnor
— Totalt
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Figur 8.1.5: Skattningar av 1ty ¢ (vinster), jémfort med observerad dodlighet
(héger) for 50-ariga mdn, kvinnor, samt mdn och kvinnor mellan dr 1980-
2010
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Figur 3.1.6: Skattningar av fiz; ~ Mgy och §zy vid t = 0 féor mdn och
kvinnor

Vi har valt att lata ji, ; ~ my . Det dr emellertid dven vanligt att approx-
imera gz ~ my;; Nedan ser vi att prediktionerna for dessa ligger vildigt
néra varandra i skattning, s& att ersdtta den ena med den andra ger in-
te nagra avsevarda skillnader i resultat. Vi noterar dock en storre skillnad
mellan skattningarna fér aldrar runt 100 ar.
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Figur 3.1.7: Skattningar
i olika dldrar

Feltermer

av flg s = Mgy och §py 6ver t for mdn och kvinnor

D& vi berdknar och plottar residualerna enligt ekvation 2.2.3 och 2.2.5 far

vi nedanstaende resultat.
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Figur 3.1.8: Residualer centrerade kring U%W beroende av tid for bade mdn
och kvinnor

Residualerna berdknade enligt ekvation 2.2.5 ligger slumpmaéssigt cen-
trerade kring ungefiar 0.5 med en avvikelse om ungefar +1, vilket verkar
rimligt om vi jamfér med de historiska virdena pa x (se figur 3.1.3).
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Figur 3.1.9: Heatmap av residualerna e, med dr 1986-2014 pd x-axeln och
aldrarna 1-110 pad y-axeln

Heatmapen ovan visar med hjélp av olika farger residualerna e, ; for aren
1986-2015 och aldrar 1-110. Negativa virden &ar at det roda hallet, positiva
varden ar gula, och residualer som ligger néra noll &r mer orangea. Det
syns ganska tydligt att residualerna for aldrar 6ver ungefir 104 &r samma,
men skiljer sig ndgot mellan olika kalenderar. Vi kan &ven se en linje som
foljer fran ar 1986 alder 66 till 2014 alder 94. I 6vrigt verkar vi fa relativt
slumpmassiga residualer.
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Figur 8.1.10: Skattning av \/Var(k) = Vtérw som dkar dver 50 drs tid

Vi har sett i tidigare bilder att parameterskattningarna inte skiljer sig
s& mycket mellan mén och kvinnor. Diremot skiljer sig skattningarna av &
och 6rw desto mer. Vilket kan forklara skillnaden i dédlighetsintensiteter
och forvantad livslangd mellan mén och kvinnor.

Vi ndmnde tidigare att vi gér antagandet att &; star for den betydan-
de delen av variationen i skattningarna och prediktionerna av 7, ;. Lee &
Carter [7] definierar prediktionsfelet £, 7+ i modellen enligt

Ey it = 6a, + 0, (&“TH + '%T-l-t) + bma—RTth + &‘ix,t'

Antar vi att variationerna i a, och b, ar forsumbara far vi att
Ez,T+t = bxtURW + OA-Ez,z'

Om vi later a, och IA)Q, vara konstanter med en varians vi kan bortse fran
blir #;:s bidrag till prediktionsfelet byt6 gy .

Vidare har Lee & Carter [7] visat att det inte foreligger ndgon korrelation
mellan parametrarna och gor antagandet att dessa ar oberoende, vilket ger
att variansen i prediktionerna kan uttryckas enligt

A2 _ A2 A2 ~2 ~2 72222 A2
UEz,T+t - an + O-bac (O-KTth + I{T"Ft) + b o + 0530

72, 2 )
Y K4t bt ba:tURW + Ocpt?

om vi kan bortse fran variationen i a, och b,.
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Figur 3.1.11: Skattning av den totala residualkvadratsumman &
bidrag till prediktionsfelet vid t = 1

Figuren visar att storre delen av variansen forklaras av &; mellan aldrarna
36-89, dér det tar ¢ <5 ar innan k:s bidrag gar om residualkvadratsumman
vid t = 0. Som véantat dr det en stor del av variationen for dldre personer
som inte forklaras av /. Daremot var det till en borjan négot ovéntat att
en sa stor del av variationen fér yngre aldrar inte forklaras, eftersom vi vid
modelleringen for yngre aldrar har fatt bra anpassningar och prediktioner,
vilket vi kommer att visa nedan. Detta kan forklaras av att den basperiod
vi valde gav nagot sdmre anpassning for yngre aldrar jimfért med andra
basperioder.

Historisk anpassning

Da vi anvander en lédngre basperiod som grund fér modelleringen ger Lee
Carter en relativt bra anpassning i yngre aldrar, men blir simre fran ungefar
60-70 ars alder.
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Figur 3.1.12: Skattningar av de forvintade dodlighetsintensiteterna (svart,
streckad) jamfort med faktiska utfall (gront) baserat pa data 1910-2010, for
mdn och kvinnor 20-100 ar

Vi noterar dven att det skedde en relativt kraftig fordndring i utveckligen
av den centrala dodskvoten ungefér runt ar 1950. Detta gor att vi missténker
att denna fordndring paverkar modellen 6verlag samt bidrar till en risk att
overanpassa modellen till historisk data da vi véljer ett datamaterial for
langt tillbaka i tiden. Nedan jamfor vi skattade kurvor baserade pa kortare
tidsintervall, och vi ser att dessa anpassningar ligger ndrmre det faktiska
utfallet.
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Figur 3.1.13: Skattningar av de forvintade dodlighetsintensiteterna (svart,
streckad) baserat pa data 1960-2010 jamfort med faktiska utfall (gront), for
mdn och kvinnor 20-100 ar
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Figur 3.1.14: Skattningar av de forvintade dodlighetsintensiteterna (svart,
streckad) baserat pa data 1980-2010 jamfort med faktiska utfall (gront), for
man och kvinnor 20-100 ar

Bade modellen baserad pa 30 och 50 &rs historisk data ger liknande
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anpassning till historiskt utfall, det blir dock nagot storre skillnad i predik-
tioner.

Vi ser nedan att precisionen i anpassningen &dven paverkas av vilka tidsin-
tervall som ligger till grund fér modellen.
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Figur 3.1.15: Skattningar av de forvintade dodlighetsintensiteterna (svart,
streckad) baserat pa 30-driga intervall mellan daren 1920-2010 jamfort med
faktiska utfall (gront), for mdan och kvinnor 20-100 dar

Dessa intervallvis anpassade dodlighetsintensiteter stdmmer battre ve-
rens med de observerade dn da vi gér en anpassning 6ver ett storre intervall
(jamfor med figur 3.1.12 ).

3.2 Prediktion av dodlighetsintensiteter

Figur 3.1.12- 3.1.15 visar att det gor en stor skillnad for anpassningen bero-
ende pa det antal, samt vilka ar vi ldgger till grund fér modelleringen. Detta
géller dven for prediktion av dédligheter, vilket vi ser i bilderna nedan.
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Figur 3.2.1: Skattningar av dddlighetsintensiteter mellan 1910-1990 samt
prediktioner mellan 1990-2010 (svart, streckad) jamfort med faktiska utfall
(gront), for mdan och kvinnor 20-100 ar
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Figur 3.2.2: Skattningar av dodlighetsintensiteter mellan 1960-1990 samt
prediktioner mellan 1990-2010 (svart, streckad) jamfort med faktiska utfall
(gront), for mdn och kvinnor 20-100 dar

Vi far béattre resultat for dldre aldrar, men nagot sdmre prediktioner for
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yngre aldrar om vi baserar modellen pa data 1960-1990 istéllet for 1910-
1990. Skattningarna for yngre aldrar dr dock sdpass sma i forhallande till
skattningarna for dldre aldrar att de skillnaderna inte paverkar lika mycket.

Likt figur 3.1.15 varierar precisionen i prediktionen av dodlighetsintensi-
teterna beroende pa vilka tidsintervall som ligger till grund. Detta eftersom
modellen fangar vissa trender i data som inte nédvéndigtvis dr relevanta for
prediktion. Nedan jamfors prediktioner av dédlighetsintensiteter mot faktis-
ka utfall i tre olika intervall om 30 ar vardera. Dessa &ar baserade pa de 30
ar som foregar intervallet.
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Figur 3.2.3: Prediktioner av dédlighetsintensiteter (svart, streckad) jamfort
med faktiska utfall (gront) mellan 1920-2010 i intervaller om 30 ar, for man
och kvinnor 20-100 ar

For att undersoka precisionen av skattningarna och prediktionerna jamfor
vi hur vl Lee Carter modellerar dédskvoten beroende pa hur manga ar vi
baserar datamaterialet pa. Vi genomfor tre prediktioner mellan aren 1960-
2010 samt skattar 90%-iga konfidensintervall baserade pa data mellan ar
1940-1960, 1920-1960, samt 1900-1960, dessa jamfoér vi med verkligt utfall i
samma, intervall.
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Figur 3.2.4: Prediktioner jamfort med faktiska utfall (grént), for mdan och
kvinnor 50 ar

Enligt bilden ovan ligger alla prediktioner relativt ndra de verkliga vér-
dena, och alla konfidensintervall tdcker in dessa. Vi kan ana ett bredare
konfidensintervall d& vi baserar anpassningarna pa 60 ars historisk data, vil-
ket inte ar sa mérkligt eftersom vi kan se att det ar relativt stora variationer
i dodligheten mellan ar 1900-1920 (och &nnu mer tidigare ar). Vi upptéckte
dven att prediktioner baserade pa ungefar < 20 ars data dr mer kénslig
for forandringar i datamaterialet, vilket i vissa fall gav uppenbart felaktiga
anpassningar och prediktioner. Vi noterar dven att konfidensintervallen blir
bredare ju langre fram vi predikterar, vilket foljer av att standardavvikelsen
for &, okar med V/t.

Vi ser dock att prediktionerna och dess konfidensintervall inte utgar fran
de faktiska vardena, vilket inte ar sa mérkligt, i och med att det &r separata
skattningar. Vi nimnde att Lee & Carter [7] gor en andra skattning av &,
sa att det skattade antalet dodsfall stimmer 6verens med observerat antal.
Vi provar att normera de predikterade vérdena sa att de utgar fran det
empiriska virdet ar 1960, alltsa att 7150,1960 = mM50,1960. Detta gor vi genom
att normera var skattning av Ar sa

A IOg(mgbisF) —dy
fp = > wl T
bz

Nér Lee-Carter ateranpassar #; far de eventuellt en kompensation som pa-
minner om denna. Genom att normera skattningen av & pa detta sett blir
/ beroende av z. Vi vill egentligen att 4 endast ska bero pa tiden, s& denna
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normering dr inte nagot vi kommer att tillimpa léngre fram. Detta gor vi en-
dast for att f4 samma utgangspunkt for prediktionerna, konfidensintervallen
och de empiriska vérdena for jamforelsens skull.
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o ---- 1900-1960
"""" 1920-1960
g | — 1940-1960
[=1 T T T T T T
1960 1970 1980 1990 2000 2010

Figur 3.2.5: Prediktioner jamfort med faktiska utfall (grént), for mdn och
kvinnor 50 ar

Nedan illustreras dédskvoterna modellerade med Lee Carter och em-
piriska dddskvoter mellan 1985-2014 (de ar vi har valt som basperiod),
dodlighetsintensiteter predikterade 60 ar framat, samt 90%-iga konfidensin-
tervall for de predikterade véirdena for 50 aringar.
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Figur 3.2.6: Skattade dodlighetsintensiteter (svart, streckad) jimfort med
faktiska utfall, samt predikterade virden (svart, streckad) med konfidensin-
tervall, for mdn och kvinnor 50 ar

3.3 Predikterade livsldngder

De historiska trenderna och de predikterade skattningarna av dédlighetsin-
tensiteterna indikerar en forbéattring av dédligheten, vilket hér samman med
léingre framtida forvintade livslingder. Om vi berdknar forvintad aterstaende
livsldngd enligt ekvation 2.3.1, baserat pa predikterade dédlighetsintensiteter,
for en z-arig individ idag (¢t = 0) far vi nedanstaende tabeller.

Alder Min Kvinnor
20 67.88 69.58

30 97.06 58.78
40 46.04 47.98
50 35.17 37.35
60 24.86 27.24
70 15.67 17.94
80 8.23 9.85
90 3.59 4.35
100 1.65 2.10

Tabell 3.3.1: Forvantade aterstaende livslangder.
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Berdknar vi pa samma sitt de forvintade aterstaende livslangderna, for
0 <t <100 far vi.

Alder t=0 t=50 +t=100
20 67.88 71.88 73.92

30 57.06 61.53 63.76
40 46.04 50.96 53.45
50 35.17 4040 43.13
60 24.86 30.02 32.86
70 15.67 20.08 22.72
80 8.23 10.92 12.87
90 3.59  4.21 4.78
100 1.65 1.24  0.96

Tabell 3.3.2: Forvintade aterstaende livslangder for man kommande 100 ar.

Alder t=0 t=50 t=100
20 69.58 73.11 75.36

30 58.78 62.59  65.02
40 47.98 52.02 54.64
50 37.35 41.48 44.25
60 27.24 31.26 34.04
70 17.94 21.60 24.17
80 9.85 12,51 14.52
90 4.35 5.30 6.13
100 210  2.25 2.06

Tabell 3.3.3: Forvintade aterstaende livsldngder for kvinnor kommande 100
ar.

Detta ger nedanstaende genomsnittlig 6kning av livsldngderna.
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Alder Min Kvinnor
20 0.09% 0.08%

30 0.11% 0.10%
40 0.15% 0.13%
50 0.21% 0.17%
60 0.28% 0.23%
70 0.38% 0.30%
80 0.45% 0.39%
90 0.29% 0.35%
100 -0.54%  -0.02%

Tabell 3.3.4: Genomsnittlig arlig Okning av forvintade aterstaende
livslangder.

En foréandring i héga aldrar har storre paverkan &n i yngre aldrar i
och med att den forvdntade aterstdende livslingden &r kortare. En mer
jamfoérbar metod kan vara att istéllet undersoka den procentuella féordndringen
av den totala livslangden.

Alder Msin Kvinnor
20 87.88 89.58

30 87.06 88.78
40 86.04 87.98
50 85.17 87.35
60 84.86 87.24
70 85.67 87.94
80 88.23 89.85
90 93.59 94.35
100 101.65 102.10

Tabell 3.3.5: Forviantade livslangder.

Nedan har vi de forvintade totala livslingderna for 0 < ¢ < 100.
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Alder t=0 t=50  t=100
20 87.88  91.88  93.92

30 87.06 91.53  93.76
40 86.04 90.96  93.45
50 85.17  90.40  93.13
60 84.86  90.02  92.86
70 85.67  90.08  92.72
80 88.23 90.92  92.87
90 93.59 9421 94.78
100 101.65 101.24 100.96

Tabell 3.3.6: Forvantade livslangder for mén kommande 100 ar.

Alder t=0 t=50 t=100
20 89.58  93.11  95.36

30 88.78 92,59  95.02
40 87.98  92.02 94.64
20 87.35 9148 94.25
60 87.24 9126 94.04
70 87.94 91.60 94.17
80 89.85 92,51  94.52
90 94.35 95.30  96.13
100 102.10 102.25 102.06

Tabell 3.3.7: Forvintade livslangder for kvinnor kommande 100 ar.

Detta ger nedanstaende genomsnittlig 6kning av de totala livslingderna.
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Alder Min Kvinnor
20 0.07% 0.06%

30 0.07% 0.07%
40 0.08% 0.07%
50 0.09% 0.08%
60 0.09% 0.08%
70 0.08% 0.07%
80 0.05% 0.05%
90 0.01% 0.02%
100 -0.01% 0.00%

Tabell 3.3.8: Genomsnittlig arlig 6kning av férvintade totala livslangder.

Hér ser de genomsnittliga fordndringarna mer jamna ut mellan aldrarna.
Vi ser dven att denna forédndring avtar efter ca 80 ars alder.

3.4 Reserver
Kontroll av antaganden till standardformeln

I avsnitt 2.1, dar vi beskriver solvenskapitalkravet, ndmnde vi ett antal
antaganden som ligger till grund for kalibreringen av dédlighetsrisk och
langlevnadsrisk.

I och med att analysen och modelleringen av doédlighetsintensiteterna
har gjorts for Sveriges befolkningsdata kan vi anse att bestandet &ar val-
diversifierat.

Vi berdknar den arliga fordndringen av dédlighetsintensiteterna for pre-
dikterade vérden
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Alder Min Kvinnor
20 -1.50% -1.77%

30 -2.00%  -2.8T%
40 -2.87%  -2.70%
50 -1.97%  -2.12%
60 -2.48%  -1.41%
70 -2.39%  -1.42%
80 -1.93%  -1.81%
90 -0.76%  -0.83%
100 0.24% -0.29%

Tabell 3.4.1: Genomsnittlig arlig fordndring av dédlighetsintensiteterna, ba-
serat pa prediktioner 100 ar framét

De genomsnittliga arliga forbattringarna av dodlighetsintensiteterna for-
vantas vara mindre dn 10% for alla x.
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Figur 3.4.1: Férdelning for didlighetsintensiteter vid t=0 for individer mel-
lan 20-100 ar.

Fordelningen for dédlighetsintensiteterna skattade vid tid t = 0 ser ut
att vara normalférdelade for alla x.
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Figur 3.4.2: Férdelning for didlighetsintensiteter for 50 driga individer vid
t=20-100.

Skattningarna av dédlighetsintensiteterna blir mer och mer vansterskeva
nér t vixer, och med avtagande véintevirde. Vilket indikerar en trend mot
en forbattring av dodlighetsintensiteterna. Aven forbittringen i dédlighets-
intensiteterna (bade procentuellt (mg ¢ —my —1)/my -1, och absolut my ; —
my+—1) beter sig pa detta siatt, normalfordelad vid ¢ = 0 med en skevhet
som okar med t.

Alla antaganden ar alltsd uppfyllda.

Variation i reserver

Vi undersoker vilken faktor som paverkar variationen i reserverna mest ge-
nom att variera mellan att lata dodlighetsintensiteten och populationsstor-
leken vara fix eller stokastisk enligt avsnitt 2.5.

Vi har alltsa
e 1 stokastisk, fix populationsstorlek
e 1 fix, stokastisk populationsstorlek

e Bide u och populationsstorlek stokastiska
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Figur 8.4.3: Fordelning for reserver ULL (vinster) KFD (héger). N=1000.
Rad 1- p stokastisk. Rad 2- population stokastisk. Rad 3- bade p och popu-
lation stokastisk.

Om vi plottar histogrammen med samma skala pa z-axeln sa ser vi att
ju stoérre populationen ér, desto storre blir skillnaden mellan populationsva-
riationen och variationen i u.
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Figur 3.4.4: Fordelning for reserver ULL (vinster) KFD (hoger). N=100.
Rad 1- p stokastisk. Rad 2- population stokastisk. Rad 3- bade p och popu-
lation stokastisk.
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Figur 8.4.5: Fordelning for reserver ULL (vdanster) KFD (héoger). N=1000.
Rad 1- p stokastisk. Rad 2- population stokastisk. Rad 3- bade p och popu-
lation stokastisk.
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Figur 3.4.6: Féordelning for reserver ULL (vanster) KFD (hoger). N=10000.
Rad 1- p stokastisk. Rad 2- population stokastisk. Rad 3- bade p och popu-
lation stokastisk.

Populationsosidkerheten ar alltsa i princip forsumbar for stora N, och bi-
drar endast i vintevéarde. Det dr ddrmed osdkerheten i parameterskattningen
av fiyt ~ My som forklarar den stérre delen av variationen i reserverna. Vi
kommer darfor endast att ta hdnsyn till variationen i parameterskattning-
arna vid simulering av reserverna.

Infogar vi en vertikal linje som illustrerar de skattade reserverna da bade
1 och population &r fix ser vi att vianteviardet &r hogre for punkt 2 dn de
andra fallen for bade uppskjuten livsvarig livrdnta samt kapitalforsikring
for dodsfall, vilket foljer av resonemanget kring Jensens olikhet i avsnitt 2.5.
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Figur 3.4.7: Férdelning for reserver ULL (vinster) KFD (héger). N=1000.
Vertikal linje illustrerar vintevdirdet av reserverna. Rad 1- u stokastisk. Rad
2- population stokastisk. Rad 3- bade p och population stokastisk.

Ettarsresultat

Om vi betecknar den skattade totala reserven vid borjan av tid ¢t som }?;9,5
och faktisk utbetalning under tid ¢ som Utb;, sa far vi att arets resultat
(avvecklingsresultat) kan skrivas som

Avyy = _§6\<9t+1 + Utb; — East.

Vi vill att reserverna skattade vid t ska vara sa ndra summan av faktisk
utbetalning under aret och reserverna skattade vid tid ¢ + 1 som mdjligt.

Om Avv; < 0 sd har vi 6verskattat reserverna vid tid ¢ och vi gor en
avvecklingsvinst, om Avv, > 0 sd innebér det att arets utbetalningar har
overstigit var forvantan. Var férhoppning ar att fordelningen foér arets re-
sultat ligger centrerade kring 0.
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Figur 3.4.8: Férdelning for ettarsresultat i forhdllande till total reserv for
ULL (vanster) och KFD (héger)

Vi ser att resultatet for uppskjuten livsvarig livrdnta ligger centrerat
kring ungefar -3.46%, vilket innebér att vi tenderar att 6verskatta reserverna
vid tid ¢ = 0, vilket ger en avvecklingsvinst. For kapitalforsakring for dédsfall
ligger skattningarna centrerade kring 0. Dessa ar alltsa relativt stabila under
ett ars tid.

3.5 Stress av dodligheter

De metoder vi har valt att understka ndrmre och jamféra dr det sédtt man
har valt att stressa dédlighetskurvorna enligt Solvens II fér dodsfallsrisk och
livsfallsrisk. Vi tillimpar sedan denna metod for att se om vi kan uttrycka
detta i en slags tidsberoende stresskurva, vilket férhoppningsvis stdmmer
béttre 6verens med en stressad dodlighetsforbéttring/ dodlighetsforsimring,
likt den vi rdknade fram i tabell 3.4.1.

3.5.1 Daodlighetsintensiteter och ettariga dédsfallsrisker

Eftersom vi lingre ned kommer att skatta de ettarsscenarios som kan férvan-
tas intraffa med en sannolikhet av 0.5% skattar vi ensidiga 99.5%-iga pre-
diktionsintervall foér dodlighetsintensiteten p,; ~ 7h;; och den ettariga

dodsrisken g, ;. Lat fi,; beteckna véntevirdet av dodlighetsintensiteten for

undre grans
Tt )

en z-arig individ vid tid ¢. Vi berdknar s sa att (1 + $)fiy: = p
och (14 8)fzs = pgy 0", pa samma sitt for ¢, ;. Nedan presenterar vi

denna forskjutning i kurvorna vi far for dessa prediktionsintervall.
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Alder fig,0 Ovre gréns fip o undre grans o Ovre gréns .o undre grans

20 0.1223 -0.1090 0.0777 -0.0721
30 0.1664 -0.1427 0.1554 -0.1345
40 0.2493 -0.1996 0.2528 -0.2018
50 0.1645 -0.1413 0.2060 -0.1709
60 0.2115 -0.1745 0.1939 -0.1625
70 0.2028 -0.1686 0.1987 -0.1660
80 0.1607 -0.1384 0.1563 -0.1357
90 0.0602 -0.0568 0.0543 -0.0518
100 -0.0185 0.0188 -0.0428 0.0441

Tabell 3.5.1: Forskjutning av 6vre och undre granser av 95.5%-iga konfi-
densintervall for fi; o och ¢ 0 for mén 20-100 ar.

Alder fig,0 Ovre grans fip o undre grans o Ovre grans .o undre grans

20 0.1393 -0.1223 0.1093 -0.0985
30 0.2377 -0.1920 0.2252 -0.1838
40 0.2219 -0.1816 0.1903 -0.1599
20 0.1694 -0.1448 0.1400 -0.1228
60 0.1091 -0.0984 0.1054 -0.0953
70 0.1105 -0.0995 0.1191 -0.1065
80 0.1426 -0.1248 0.1331 -0.1177
90 0.0632 -0.0594 0.0530 -0.0505
100 0.0214 -0.0209 -0.0114 0.0115

Tabell 3.5.2: Forskjutning av ovre och undre grianser av 95.5%-iga konfi-
densintervall for fi, 0 och ¢, 0 for kvinnor 20-100 ar.

Kon fiz,0 OVre grans iy o undre grans o Ovre grans {0 undre gréns

Man 0.1706 -0.1358 0.1679 -0.1343
Kvinnor 0.1355 -0.1148 0.1327 -0.1131
Totalt 0.1530 -0.1253 0.1503 -0.1237

Tabell 3.5.3: Medelvérde av 6vre och undre granser av 95.5%-iga konfidensin-
tervall for fi; o och G, Over alla .
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Det &r en ganska stor variation, men forskjutningen av kurvorna tende-
rar att ligga runt +15%, nagot hogre for mén dn for kvinnor och med en
avtagande trend med hénsyn till alder.

3.5.2 Reservernas paverkan av stressade dodligheter

Nedan skattar vi stressparameterna som kréavs for att de forvantade skatt-
ningarna av reserverna ska na 99.5% percentilen i fordelningen for de simu-
lerade reserverna.

Likaférdelad portfolj

Nedan undersoker vi hur stressparametrarna ser ut for en portfélj som har
lika manga individer fédda mellan 1920-1990. N, = 50000, for alla x.

FEttarsscenario

Andelen utbetalningar for kapitalforsakring for dodsfall ar framst represen-
terade av hoga aldrar, vilket &r rimligt eftersom dodlighetsintensiteterna
Okar exponentiellt. For uppskjuten livsvarig livrdnta skiljer det sig mind-
re mellan aldrarna pa ettarssikt. Vi kan se en nedgang vid aldre aldrar,
troligtvis eftersom Gverlevnadssannolikheten ar légre.

Man Man
-=-- Kvinnor | - Kvinnor

L

0000 0005 0010 0015 0020
I

L

000 001 002 003 004

Figur 8.5.1: Andel av reserver pa ettarssikt aldrar 27-97 for ULL (vinster)
och KFD (héger)

Figuren nedan illustrerar fordelningen av de totala reserverna pa ettarssikt,
med VaRgyg 59 utmarkerad
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Figur 3.5.2: Fordelning av reserver pa ettarssikt dldrar 27-97 for ULL
(vanster) och KFD (héger) med VaRgg 59

Vi inleder med att simulera en fordelning fér hela bestandet och stressar
dodligheterna for alla individer i bestandet med samma parameter (1+ s) sa
vantevardet av reserverna ror sig mot 99.5%-kvantilen, se figur 3.5.2 ovan.
Vi far da

e For uppskjuten livsvarig livrdnta nar vi grdnsen for VaRggs da vi
stressar alla dodligheter med -12 %.

o For kapitalforsdkring for dodsfall nar vi gransen for VaRggs da vi
stressar alla dodligheter med 6%.

Anledningen till att vi far sa laga skattningar for den totala reserven &r
pa grund av de dldre personerna i portféljen. Nedan ser vi hur det skiljer
sig d& vi dndrar 6vre grans.

Alder SULL SKFD
97 -0.1187  0.0560

90 -0.1159 0.1139
85 -0.1486 0.1695

Tabell 3.5.4: Stressparametrar for hela bestandet med olika &vre grianser.
Simulerar vi istéllet s& vi far en férdelning for varje alder, och stressar

dodlighetsparametrarna pa samma sidtt som ovan, men med en aldersspecifik
stress (1 + s,) far vi istéllet nedanstdende tabeller.

44



Min Kvinnor

Alder syrr  SkFp  SULL  SKFD
30 -0.5581 0.1641 -0.4020 0.2399

40 -0.4765 0.2457 -0.3316 0.2240
50 -0.3780 0.1622 -0.2320 0.1709
60 -0.2383 0.2085 -0.1373 0.1101
70 -0.1687 0.1999 -0.0980 0.1114
80 -0.1385 0.1585 -0.1230 0.1439
90 -0.0568 0.0594 -0.0585 0.0637

Tabell 3.5.5: Stress av dodligheter for uppskjuten livsvarig livranta (ULL)
och kapitalforsakring for dodsfall (KFD) for mén och kvinnor, kommande
ettarsperiod.

Vi ser att stressen for uppskjuten livsvarig livrdnta har en avtagande
trend (som for fi, ¢ och ¢, +), medan stressen for kapitalforsikring fér dodsfall
inte visar pa ett lika tydligt monster, utan ser mer ut som en slumpvandring
med drift, se figur A.2 i appendix A.

Kon SULL  SKFD
Méan -0.2721 0.1757

Kvinnor -0.1848 0.1363
Totalt -0.2284 0.1560

Tabell 3.5.6: Medelviarde av stressparametrar for mén och kvinnor fédda
mellan ar 1920 till 1990.

De individuella riskerna samt deras medelvirden motsvarar ungefar déds-
fallsrisken (15 %) och livsfallsrisken (-20%) enligt Kommissionens delegerade
forordning [14] géllande Solvens II. Vi far nagot lagre vdrden for kvinnor,
och ndgot hogre féor méan, men Overlag motsvarar det totala medelvardet
ungefir stressparametrarna enligt Solvens II.

Gar vi nu vidare for att berdkna den beloppsméssiga paverkan denna
stress har pa de totala reserverna far vi att detta kan uttryckas som

Res((1+ s)u) — Res(u),

dar Eas(,u) betecknar skattningen av den totala reserven som en funktion
av dodlighetsintensiteten.
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Tidsberoende dodlighetsforbdttring/forsimring

Om vi istéllet soker efter en stress som arligen okar eller minskar med en
parameter for att imitera en slags dodlighetsforbattring/ forsimring som
alternativ till den omedelbara konstanta stressen pa den totala reserven far
vi alltsd en stresskurva som paverkar dodligheten med (1 + s')! vid tid ¢.

I tabell 3.4.1 redovisar vi den genomsnittliga arliga forédndringen av
dodlighetsintensiteterna baserat pa prediktioner 100 ar framat. Den arliga
fordndringen av dédlighetsintensiteterna definierar vi som

_ HMazi+1
fop=—"".
Hat

Later vi sedan f, beteckna medelvéirdet av dessa férandringar for z-ariga
individer sé far vi att

Mzt =~ a0 (fm)t

Det ar denna arliga utveckling vi skulle vilja stressa sa att det motsvarar
den fordndring i kapital vi far d& vi stressar dédlighetsparametrarna med
en omedelbar och permanent faktor.

Vi approximerar denna stressade utveckling genom att hitta en stress-
kurva som utvecklas med en &rlig faktor (1+s)!, s& var stressade dédlighet
istdllet blir (1+5')"pyys¢. Detta innebér att vi till skillnad frdn med en ome-
delbar och permanent stress av kurvorna for dédlighetsintensiteter skjuter
pa effekten av stressen.

Nér vi infor en parameter som paverkar dédligheten exponentiellt far vi
att sannolikhetsfunktionen for kapitalforsikring for dodsfall blir

’ t /
(14 ) s (Lo () = (14 ) g e 2ol b
For uppskjuten livsvarig livrédnta &r sannolikhetsfunktionen
(La()) )" = e X b,

Denna funktion véxer fér s’ < 0 och avtar for s’ > 0.

29 %
558
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Figur 3.5.3: Sannolikhetsfunktioner for ULL (vinster) och KFD (héger) da
t vaxer.
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For kapitalforsidkring for dédsfall ser vi ovan att sannolikhetsfunktionen
for s < 0 och s/ > 0 dr vixelvis storre 4n och mindre dn funktionen da
s’ =0, vilket gor att vi inte kan hitta ett tidsberoende s’ som motsvarar den
omedelbara forskjutningen av dodlighetsintensiteten for dédsfallsrisk om vi
skulle lata produkten vara livsvarig. Av denna anledning later vi gransen for
forsdkringen vara z = 70, vilket innebér att forsdkringsbeloppet betalas ut
om forsdkringstagaren avlider innan 70 ars alder.

LAt nu Res beteckna total reserv. Vi beriknar alltsi s’ s att

Res((1+ s)p) — Res(p) = Res((1+ ') ) — Res(p),

eftersom vi vill att de olika stresserna ska paverka SCR lika mycket, dar vi
later sy, = 0.20 och sgrp = —0.15 enligt ovan.

Stressar vi dodligheterna for bagge kén och alla aldrar med samma pa-
rameter s’ far vi

e For uppskjuten livsvarig livrinta far vi att s = —1%.

e For kapitalforsikring for dodsfall far vi att s = 1%.

Min Kvinnor

Alder S/ULL S/KFD SIULL S/KFD
30 - 0.0058 - 0.0053

40 -0.0086 0.0078 -0.0083 0.0074
50 -0.0113 0.0123 -0.0108 0.0120
60 -0.0153 0.0262 -0.0144 0.0258

70 -0.0112 - -0.0098 -
80 -0.0180 - -0.0158 -
90 -0.0291 - -0.0254 -

Tabell 3.5.7: Arlig stress av dodligheter for uppskjuten livsvarig livrinta
(ULL) och kapitalforsakring for dodsfall (KFD) f6r mén och kvinnor.

Stressparametrarna for uppskjuten livsvarig livrdnta ser nagot slump-
maéssig ut, medan parametrarna for kapitalforskring for dodsfall 6kar med
alder. Det verkar rimligt i och med att tiden kvar till z minskar.
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Kon SULL SKFD
Man -0.0154 0.0213

Kvinnor -0.0139 0.0209
Totalt -0.0146 0.0211

Tabell 3.5.8: Medelviarde av stressparametrar for médn och kvinnor fédda
mellan ar 1920 till 1990.

Befolkningsdata

Vi goér nu samma understkning dér vi ser Sveriges befolkning som var
portfolj. Enligt ett av antagandena till kalibreringen av parametrarna antar
vi att medeldldern fér portféljen fér uppskjuten livsvarig livrdanta ar 60 ar
eller aldre, vilket vi uppnar om vi bara rdknar med individer dldre &n 40
ar. For kapitalforsdkring for dodsfall antar vi att de forsdkrade &r mellan 25
och 110 ar.

FEttarsscenario

I, SIS

000000 000004 000008  0.00012
000000 000005 0.00010  0.00015

r T T T T 1 r T T 1
-95000 -90000 -85000 -80000 -75000 -70000 -85000 -80000 -75000 -70000

Figur 3.5.4: Férdelning av reserver pa ettarssikt aldrar 40-100 for ULL
(vanster) och 25-100 KFD (héger)

Om vi simulerar reserverna for kommande ettarsperiod och berdknar stres-
sparametrar utifrin dessa far vi nedanstaende resultat.

Da vi stressar dodlighetsintensiteterna for alla individer med samma pa-
rameter (1 + s) far vi

e For uppskjuten livsvarig livrdnta nar vi gransen for VaRggs da vi
stressar alla dodligheter med -17%.

e For kapitalforsikring for dodsfall nar vi gransen for VaRggs da vi
stressar alla dodligheter med 9%.
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Precis som for den likafordelade portfoljen far vi nagot lédgre skattningar
én de enligt Solvens II. Storst &r skillnaden for dédsfallsrisken. Nedan jamfor
vi de skattningar vi far om vi &ndrar de dldsta aldrarna i portfoljen.

Aldel‘ SULL SKFEFD
110 -0.1681  0.0883

100 -0.1621 0.14086
90 -0.1582  0.1541

Tabell 3.5.9: Stressparametrar for hela bestandet med olika 6vre grénser.

Detta ger endast en skillnad pa ca 1% for livsfallsrisken, medan vi far en
skillnad pa néstan 7 % for dodsfallsrisken.

Om vi nu pa samma sétt som for den likaférdelade portfoljen gor indivi-
duella simuleringar av reserven och déarefter berdknar stressparametrar for
varje alder far vi skattningarna nedan.

Min Kvinnor
Alder syLr  skFp  SULL  SKFD
30 - 0.1670 - 0.2542

40 -0.4823 0.2502 -0.3335 0.2373
50 -0.3732  0.1651 -0.2356 0.1808
60 -0.2350 0.2122 -0.1379 0.1163
70 -0.1683 0.2035 -0.1019 0.1177
80 -0.1382 0.1612 -0.1278 0.1522
90 -0.0567 0.0604 -0.0609 0.0672

Tabell 3.5.10: Stress av dodligheter fér uppskjuten livsvarig livranta (ULL)
och kapitalforsikring for dodsfall (KFD) fér mén och kvinnor, kommande
ettarsperiod.

Stressen for uppskjuten livsvarig livrdnta har en avtagande trend, precis

som for den likaférdelade portféljen, medan stressen for kapitalférsdkring
for dodsfall inte visar pa ett lika tydligt monster.
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Kon SULL  SKFD
Méan -0.2130 0.1489

Kvinnor -0.1559 0.1322
Totalt -0.1844 0.1456

Tabell 3.5.11: Medelvérde av stressparametrar for mén och kvinnor &ldre dn
40 ar for ULL och &ldre dn 25 ar for KFD.

Aven hér motsvarar de individuella stresserna ungefir dédsfallsrisken om
15 % och livsfallsrisken om -20%.

Tidsberoende dodlighetsforbattring/forsimring

Om vi istéllet soker efter en stress som arligen 6kar med en parameter som
alternativ till den omedelbara konstanta stressen far vi &ven hér en stress-
kurva som péaverkar dodligheten med (1 + s')! vid tid ¢.

Stressar vi dodligheterna for bagge kén och alla aldrar med samma pa-
rameter s, far vi

e For uppskjuten livsvarig livrianta far vi att s' = —0.9%.

e For kapitalforsakring for dodsfall far vi att s = 1.5%.

Min Kvinnor

Alder S/ULL S/KFD SIULL S/KFD
30 - 0.0078 - 0.0077

40 -0.0049 0.0113 -0.0048 0.0112
50 -0.0064 0.0181 -0.0061 0.0181
60 -0.0089 0.0404 -0.0082 0.0399

70 -0.0124 - -0.0112 -
80 -0.0186 - -0.0166 -
90 -0.0294 - -0.0262 -

Tabell 3.5.12: Arlig stress av dodligheter for uppskjuten livsvarig livranta
(ULL) och kapitalforsakring for dodsfall (KFD) f6r mén och kvinnor.
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Kon SULL SKFD
Méan -0.0215 0.0321

Kvinnor -0.0196 0.0314
Totalt -0.0205 0.0318

Tabell 3.5.13: Medelvirde av stressparametrar for mén och kvinnor fédda
mellan ar 1920 till 1990.

Dessa siffror skiljer sig ganska mycket fran de vi fick d& vi anvinde oss
av en portfolj med lika manga individer i varje alder.

4 Slutsatser

Ser vi till de individuella stressparametrarna far vi varden for dodsfallsrisk
och livsfallsrisk som ungefiar motsvarar de stressparametrar som é&r kalibre-
rade enligt Solvens II. Vi far mycket varierade varden for de individuella
riskparametrarna, men vi kan anda siaga att -20% for uppskjuten livsvarig
livrdnta verkar vara rimligt 6verlag (beroende pa var tyngdpunkten i reser-
verna ligger). For kapitalforsdkring for dodsfall dr variansen mindre, men
det dr 4nda en stor spridning. P& samma sétt som for livsfallsrisken verkar
en stress om ungefiar 15% rimlig for dodsfallsrisk. Fragan ar da om det kan
finnas en alternativ metod till att stressa dodligheten. Som att inféra ndgon
typ av dodlighetsforbattring/ forsémring som vi har gatt in pa snabbt i av-
snitt 3.5. Exempelvis om det gar att introducera en stressparameter i Lee
Carter modelleringen som representerar stressen 6ver tid. Till exempel en
parameter i b, eller &, () = 2+ s eller 2" = 2s), som d& vi har berdknat
aterstaende livsldngd med 6vre och undre konfidensintervall for ;. Detta
skulle &ven kunna goras for b, om man vill ha en aldersspecifik foréndring
istédllet for en fordndring 6ver tid.

For de skattade dodlighetsforbéttringarna/ forsémringarna vid kalibre-
ring av livsfallsrisk och dédsfallsrisk ovan féljer vi kurvorna for en specifik
individ nér vi berdknar reserverna. Detta innebar att vi berdknar skillna-
den i dodlighet som fig41,¢41/ 2. Vill vi kunna jaimféra dessa kurvor mot
fordndringen i dodlighet per alder, som vi presenterar i tabell 3.4.1, hade vi
istéllet behovt berdkna den relativa férdndringen i dédlighetsintensiteterna
enligt fiz++1/tzt. Med anledning av detta har vi valt att approximera ut-
vecklingen med en stresskurva som okar med en faktor (1 + s’) per ar. Det
ar svart att sdga huruvida denna approximation och de vérden vi kom fram
till &r rimliga i forhéllande till stressen enligt Solvens II.
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Forbéattringar

I praktiken skiljer man pa befolkningsdodlighet och forsdkringsdodlighet.
Det hade darfor varit att foredra om vi hade kunnat anvénda oss av férsak-
ringsdata till denna understkning for att undersoka reservernas paverkan.
Alternativt om vi hade kunnat simulera ett forsdkringsbestand baserat pa
forsakringsdodligheten och Makehamparametrarna beskriven i DUS 06 [4]
och DUS 14 [5]. Eftersom dessa parametrar gav oss negativa p-virden for
yngre aldrar i dldre kohorter kunde vi dessvérre inte genomféra analysen for
forsdkringsdodlighet. Detta eftersom parameterskatningarna dr anpassade
for att ge en prediktion och inte en anpassning till historiska véarden.

Det vore dven intressant att genomfora en mer ingdende analys av hur re-
sultaten paverkas da férdelningen mellan aldrar och kén i portféljen &ndras
och tyngdpunkten i reserverna ddrmed &ndras. P4 samma sétt som det vore
intressant att se vilka resultat vi hade fatt for en riktig forsédkringsportfolj,
istallet for att anta att allt ar likafordelat, eller anvéinda oss av férdelningen
i Svensk befolkning. Av samma anledning hade det varit av intresse att
tillampa detta pa forsakringsprodukter dér vi dven inkluderar premieinbe-
talning, administrationskostnader, o.s.v., for att kunna berdkna bésta skatt-
ningen av det egna kapitalet i helhet.

Vi har sett aterkommande i rapporten att vi far osdkra skattningar, och
en mérklig utveckling av dodligheterna for dldre individer. Detta skulle vi
eventuellt kunna hantera genom att skatta dédligheterna for individer 6ver
en viss alder som en linjir funktion, vilket &r vanligt att man goér i Ma-
kehamskattningar av dodlighetsintensiteterna, se exempelvis dédlighetsun-
dersokningar 2006 [4] och 2014 [5]. Vi hade kunnat undersoka fler forsékrings-
produkter, samt genomfort samma analys med olika granser for nar for-
sidkringsbeloppet betalas ut. For att berdkna det totala kassaflodet for en
forsdkringsprodukt hade vi behovt berdkna en premie for varje forsdkrings-
kontrakt, i och med att den slutliga risken ligger i vardefunktionen. I fallet
d& premien betalas som en engangspremie &dr risken redan téackt for ka-
pitalférsédkring for dodsfall. I fallet med arspremie finns det dock en risk att
individen avlider och utbetalning sker innan premien &r betald till fullo. Det-
ta justeras generellt sett med en typ av risksumma, men paverkar dnda det
skattade totala kassaflodet. Eftersom uppskjuten livsvarig livranta typiskt
betalas till fullo innan pensionsaldern uppnas &r risken, oavsett betalnings-
metod, att forsdkringstagaren avlider senare &n véntat och att utbetalning
forlangs. Hade vi inkluderat premier i undersékningen sa hade vi kunnat fa
en mer korrekt bild av risken.
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Appendix
A Figurer
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Figur A.1: Andel av reserver dldrar 27-97 for ULL (vinster) och KFD
(héger), for en portfolj med lika antal individer i varje alder
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Figur A.2: Individuella stressparametrar for aldrar 27-97 for ULL (vinster)
och KFD (héger), for en portfolj med lika antal individer i varje alder

B Teori

Singulédrvirdesuppdelning

Enligt Matrix Theory (Holst, Ufnarovski) [12] kan alla m x n matriser delas
upp enligt
A=USVT,

dér U och V é&r ortogonala matriser av storlek m och n, och S &ren m x n
matris pa formen

0 A -+ 0 0]
S=1:
0 0 - M\
\ 0 o)
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diagonalviardena A1 > Ao > --- > A, ar singuldrvérden.
I vart fall far vi

(Mg s) — ag = beky = USVT = \UpiVig+ -+ + MUsp Vip = MUz Vi,
dar a, skattas enligt avsnitt 2.2.1, b, skattas som
BCE = Uz,

och k; skattas som
Rt =MV
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