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AoK - masteuppgifter

—

. Antag att det ligger 110 olika bollar mérkta med siffrorna 1,2, ...,110 i en urna (varje boll har en unik
siffra).

(a) Vilket dr det minsta antal bollar man maste plocka upp ur urnan for att vara siker pa att nagon
bolls tal &r delbart med 107

(b) Hur manga sitt kan man vélja sju bollar frdn urnan s& att alla valda bollars siffror dr delbara
med tio? (Ordningen mellan de utvalda bollarna spelar ingen roll.)

2. (a) Hur manga injektiva funktioner f finns det fran Ny till N5 sa att f(4) =17
(b) Hur méanga surjektiva funktioner f finns det fran Ny till N3 s att « > f(x)?

3. En relation R definieras pa {1,4,6} genom aRb om a + 2b &r delbart med 3. Utred om R &r reflexiv,
symmetrisk och transitiv.

4. (a) Hur manga element innehéller permutationsgruppen Sg?
(b) Lat m = (123)(45)(6) och lat 7 = (1234)(56). Vilken ordning har 7?7 Vilken ordning har 77 Bestdm
T - pa cykelform. Bestim slutligen 7! pa cykelform.
5. Faktoruppdela polynomet x* + 2 i irreducibla polynom i Zs|x].

6. (a) Antag att vi har 10 vita och 10 svarta bollar (alla vita bollar &r identiska och alla svarta bollar
ar identiska). Hur méanga olika foljder av langd 10 kan vi bilda av dessa?

(b) Antag att vi har 10 vita, 10 svarta och 10 gula bollar (alla vita, svarta och gula bollar &r identiska).
Hur manga sétt finns det att vélja ut 10 bollar om ordningen mellan de utvalda bollarna saknar
betydelse?

7. Bestam antalet ord om nio bokstdver som man kan bilda fran bokstdverna A, B,C, D, E, F,G, H, I s
att delorden ACD, DI och FGI inte férekommer i nagot ord. Varje bokstav far endast férekomma
en gang per ord. T.ex. &r BADCEFGHI ett tillatet ord, men FGHIACDBE &r det inte eftersom
delordet AC'D férekommer i detta ord.

8. En relation R definieras pa N genom aRb om a och b de har samma bild under funktionen f(x) =
mazx(x,13). Visa att R &r en ekvivalensrelation genom att verifiera att R ar reflexiv, symmetrisk och
transitiv.

(a) Bestdim antalet element w € S5 som uppfyller w = w™1.

(b) Bestdm antalet w € S5 som uppfyller w(1) # 1,w(2) # 2 och w(3) # 3.

©w

10. Faktoruppdela polynomet x* + 22% + 422 + 3x + 2 i irreducibla polynom i Zs[z].

Losningsforslag.



1.

(a) De tal 2 som &r delbara med 10 i det givna intervallet &r 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80,90, 100, 110,
varur det foljer att det finns 110 — 11 = 99 tal som inte &r delbara med 10. Genom att dra 100
bollar ur urnan ar man alltsa sdker pa att nagot av talen ar delbart med 10.

(b) Enligt resonemanget ovan finns det alltsa 11 tal som &r delbara med 10. Antalet sitt att vilja sju
tal som &r delbara med 10 utan hénsyn till ordning &r alltsa

11 11! 11-10-.9-
( ) —&:1110-3:330.

7) T4 T 4.3.2.1

(a) Givet att f(4) = 5 sa har vi 4 mojliga virden for f(1). Nér vi besdmt f(1) har vi 3 mojliga viirden
for f(2), nér vi bestdmt f(2) har vi 2 val {or f(3). Enligt multiplikationsprincipen finns det allts&
4 -3 -2 =24 sadana funktioner.

(b) Vi noterar forst att om f dr en funktion som uppfyller kraven i uppgiften s méaste f(1) = 1,
f(2) <2, f(3) <3 och f(4) < 3. Om vi inte bryr oss om kravet pa surjektivitet finns det totalt
1-2-3-3 = 18 funktioner av den hér typen. Lat oss nu beréikna antalet sadana funktioner som inte
ar surjektioner. Om en funktion inte &r en surjektion méste det finnas ett element i malméangden
som inte traffas. Eftersom f(1) = 1 s triffas 1 alltid.

Om 2 inte triffas sd maste f(2) =1, f(3) =1 eller f(3) = 3 samt f(4) = 1 eller f(4) = 3. Det
finns alltsad 1-1-2-2 = 4 funktioner dér 2 inte tréffas.

Om 3 inte tréffas sa &r f(2) = 1 eller f(2) =2, f(3) =1 eller f(3) =2, f(4) =1 eller f(4) = 2.
Det finns alltsa 1-2 -2 -2 = 8 funktioner déir 3 inte triffas.

Slutligen har vi rdknat de funktioner som varken tréffar 2 eller 3 dubbelt. Det finns endast en
sadan funktion och alltsa &dr antalet surjektiva funktioner som uppfyller kraven i uppgiften &r
18 =4 — 841 =7 stycken.

3. Eftersom vi har en sa liten méngd kan vi skriva upp alla a och b sa att aRb. Vi borjar med att notera

att aRa eftersom a+ 2-a = 3a som &r delbart med 3 for alla naturliga tal a och alltsd maste aRa gélla
for alla a 1 {1,4,6}.

Sedan har vi att 1 R4 eftersom 142-4 = 9, vilket ar delbart med tre. Likasé dr 4R1 eftersom 4+1-2 =6
ar delbart med tre. Daremot ar 1 och 6 ej relaterade, inte heller 6 och 1. Inte heller &r 4 och 6 relaterade
och slutligen inte heller 6 och 4.

Vi har alltsa
1R1,4R4, 6R6, 1R4, 4R1. (1)
Reflextivitet: Enligt ovan géller det att aRa for alla a € {1,4, 6}, alltsa &r R reflexiv.

Symmetri: Symmetrin féljer om vi kan visa att om a &r relaterat till b sa ska &ven b vara relaterat till
a, dvs aRb ska medfora att bRa, vilket foljer av (1).

Relationen &r alltsa symmetrisk.

Transitivitet: Vi ska visa att om a ar relaterat till b och b &r relaterat till ¢ s& ar a relaterat till ¢. Vi
gor Aterigen en systematisk genomgang och verifierar att for alla par pa formen (aRb,bRc) sa dr dven
a relaterat till ¢, dvs aRc ska finnas med i (1).

1R1,1R1 = 1RI.
1R1,1R4 = 1RA.
AR4,4R4 => 4RA.
AR4,4R1 = 4R1.
1R4,4R1 = 1RI.
1R4,4R4 = 1RA.
AR1,1R1 = 4R1.
AR1,1R4 => 4RA.



4.

5.

6R6,6R6 — 6R6.

Relationen ar alltsa transitiv.

(a) |Ss| = 6! = 720.

(b) Permutationen 7 bestar av tre cykler av ordning 3,2 och 1. Ordningen av en permutation dr den
minsta gemensamma multipeln av de ingaende cyklernas ordning och alltsad &r ordningen av w
lika med 6. P4 samma sétt far man att ordningen av 7 &r lika med 4.

Den sammansatta permutationen 7 - 7w berdknar vi genom att skriva upp permutationerna pa

tabellform.
1 2 3 4 5 6
™ 2 3 1 5 4 6
Tt 3 4 2 6 1 5

P4 cykelform ger detta (132465) (dvs en cykel av langd 6).
Fran de tva Oversta raderna i tabellen ovan far vi att

1 2 3 4

1 3 1 2 5

5 6
4 6

Inversen till 7 &r alltsa (132)(45)(6) pa cykelform.

Lat p(z) = 2% + 2. Vi ser att p(1) = 0 och alltsa dr (x+2) en faktor till p(x). Divisionsalgoritmen ger
att
4 2=(24+2)@+ 2>+ +1).

Polynomet g(x) = 23 + 22 + x + 1 har roten x = 2 och alltsa ir (x + 1) en faktor till ¢(z).

Polynomdivision ger q(x) = (2 +1)(2% +1). Men polynomet s(z) = 22 + 1 saknar rot i Z3 och eftersom
det ar av grad tva maste det vara irreducibelt. Det foljer att vi kan skriva

2t 2= (z+2)(x +1)(2® + 1),
vilket ger den sokta uppdelningen i irreducibla faktorer.

(a) Foljden bestér av tio bollar. Den forsta bollen kan véljas pa tva sitt, den andra kan véljas pa tva
sitt, och s vidare. Enligt multiplikationsprincipen finns det alltsa 2'0 = 1024 sadana foljder.

(b) Varje urval bestams av antalet vita, svarta och gula bollar. Om vi har ett urval som bestar av precis
v vita bollar, s svarta bollar och gEgula bollar sa kan vi skriva detta urval som en binar strang
genom tekniken med avskiljare. Urvalet skrivs alltsa 0---0 1 0---0 1 0---0, och i allménhet

S~—~— S~—~— SN~

v stycken s stycken g stycken
ger varje strang av den hér typen med v + s + g = 10 ett urval. Vi scker alltsa antalet sétt att
placera ut tva ettor pa tolv positioner dar ordningen saknar betydelse. Svaret pa uppgiften &r

alisi (%) = 172y = 1341 = 66

Lat X beteckna alla ord om nio bokstéver fran de givna bokstéaverna dar AC'D forekommer som delord.
Lat p& motsvarande sétt Y representera alla ord dar DI forekommer som delord och 1at slutligen Z
representera alla ord dar F'GI férekommer som delord.

Antalet ord av lingd nio som vi kan bilda fran nio skilda bokstéaver ar 9!, vilket foljer av multipli-
kationsprincipen. Det sokte antalet ord ar déarfor 9! — | X UY U Z|. Enligt séllprincipen s& géller det
att

IXUYUZ = X|+|Y|+|Z] - (XNY|+ | XNnZ|+|]YNZ)+|XNnYNnZ|.

Genom att betrakta alfabetet som {ACD, B, E, F,G, H, I} ser vi att det finns 7! ord ddr ACD fére-
kommer som delord, sd | X| = 7!. P4 motsvarande sétt far vi Y = 8! och Z = 7\.



9.

Méngden X NY bestar av alla ord dar bade AC'D och DI férekommer som delord. Eftersom varje
bokstav fa féorekomma hogst en géng maste varje sadant ord vara pa formen ACDI. Det foljer att
|XNY| =6

Méangden X N Z bestar av alla ord dar bade ACD och FGI forekommer som delord. Genom att
betrakta alfabetet som {ACD, FGI, B, E, H} foljer det att | X N Z| = 5.

Méngden Y N Z bestar av alla ord dér bade DI och FGI férekommer som delord. Men eftersom varje
bokstav far férekomma hogst en gang si finns det inga ord av den har typen. Alltsd &r |[Y N Z| = 0.
Man far dessutom att [X N Y N Z| = 0.

Detta ger oss

IXuYUZ| =7+8'+7—(6'+5!+0)+0=2-7"+8! —6! - 5!

och antalet ord ar darfor

9! — (2. 7'+ 8! — 6! — 5!) = 313320.

Reflextivitet: xRx géller trivialt eftersom f(z) har samma bild som f(x).

Symmetri: Antag att xRy géller. Da ér f(z) = f(y). Alltsi méaste &ven y Rz gilla. Relationen ar séledes
symmetrisk.

Transitivitet: Antag att xRy och yRz géller. D& ar f(x) = f(y) samt f(x) = f(z). Alltsd méaste dven
f(z) = f(z), dvs xRz gélla. Relationen &r saledes transitiv.

(a) Likheten w = w™! &r ekvivalent med likheten w-w = w-w™?, dvs likheten w? = 1 med multiplikativ
notation. De element som uppfyller denna likhet har antingen ordning ett eller ordning tva. Det
finns bara ett element av ordning ett, ndmligen identiteten. Ett element av ordning tva ar antingen
pa formen (**)(*)(*)(*) eller pa formen (**)(**)(*) pa cykelnotation.

Antalet element pé formen (**)(*)(*)(*) ar lika med antalet sétt att oordnat vélja ut elementen
i tvacykeln, dvs (g) = 10.. Anledningen till det &r att ordningen mellan elementen i tvacykeln
inte spelar nagon roll (men det skulle var annorlunda i en trecykel, dar ar t.ex. (123) och (132)
olika permutationer). Dessutom spelar ordningen mellan de olika ett-cyklerna ingen roll, t.ex. ar
(24)(1)(3)(5) densamma som (24)(3)(1)(5).

For att bestdimma antalet element pa formen (**)(**)(*) borjar vi med ettcykeln. Det finns 5 sétt
att vélja ut ettcykeln. For varje sddant val ska vi sedan vélja ut elementen i den forsta tvacykeln.
Det kan ske pa (3) sitt, eftersom vi nu bara har 4 element att vélja fran. De kvarvarande tva
elementen placerar vi i den andra tvacykeln. Men vi méaste ocksa ta hénsyn till att tvacyklerna kan
byta plats. T.ex. ar ju (25)(13)(4) = (13)(25)(4). Det totala antalet element pa formen (**)(**)(*)

ar alltsa b5 - % =15.

Sammantaget finns det alltsa 1 + 10 4+ 15 = 26 element i S5 som uppfyller ekvationen.
(b) For att forsta resonemanget i l6sningen behdver man komma ihég att alla element i S,, dr bijektiva
funktioner.

Lat X; vara méngden av element w i Sy sa att w(i) =4 for i = 1,2, 3. Alla element som inte ligger
i unionen av X7, X5 och X3 kommer att vara pa den sdkta formen.

Det sokta antalet element ar darfor |Ss| — | X7 U Xo U X3].

Vi har | X;| = 4! eftersom vi har fyra val f6r att bestdmma w(2) pa, tre val for att bestdmma
w(3), osv. P& motsvarande sétt dr | Xo| = |X3| = 4.

Vi har X; N X5 = 3! eftersom vi har tre val for att bestdimma w(3), tva val for att bestdmma
w(2), osv. P& motsvarande sétt dr | X, N X3| = [ X2 N X3| = 3.

Slutligen har vi | X; N X3 N X3| = 2! eftersom vi har tva val att bestdmma w(4) och ett val att
bestdmma w(5).

Sallprincipen ger oss att



| X1 UXo UXs| =|Xq| + [ Xo| + [ X5] — (| X1 N X 4+ [ X1 N X5+ | X2 N X3)) + [ X1 N XN X5
=3-41-3.314+2=72-18+2 = 56.
Antalet element av den sokta typen ar alltsa 5! — 56 = 120 — 56 = 64.
10. Genom inséttning finner man att f(0) # 0, f(1) # 0, f(2) # 0, £(3) # 0, f(4) # 0, sé& enligt faktorsatsen
finns det ingen linjar faktor till f(z).

Vi har alltsd tvd mojligheter. Antingen kan f(z) skrivas som en produkt av tvd andragradspolynom
g(x) och h(x), eller s& &r f(z) irreducibelt.

Antag alltsa att f(z) = g(x)h(z), dér g(x) och h(z) har grad 2. Eftersom f(z) &r moniskt sa innebér
en faktorisering f(z) = g(x) - h(z) att bade g(x) och h(x) méaste vara moniska. Anledningen till det,
som inte ndmns i Biggs ir foljande: Klart dr att produkten av hogstakoeflicienterna for g(x) och h(z),
som vi kallar G och H méiste vara ett. Om vi multiplicerar likheten f(z) = g(x)h(z) med GH pa bada
sidorna far vi f(z) = Hg(z) - Gh(x). Men polynomen Hg(z) och Gh(z) &r moniska av konstruktion.
Alltsa kan vi anta att g(z) och h(z) &r moniska.

Vi kan alltsi skriva g(x) = 22 + Az + B och h(z) = 22 + Cz + D.
Vi far d& g(z) - h(z) = 2* + (A+ C)2® + (B + D + AC)z* + (AD + BC)x + BD.

Detta ger oss ett ekvationssystem bestaende av fyra ekvationer:

A+C=2
B+D+AC =4
AD+ BC =3
BD =2

Antag att B = 0. Da motségs den sista ekvationen. Alltsa &r B # 0.

Antag istéllet att B = 1. Enligt den sista ekvationen méste D = 2. Den andra ekvationen blir da
34 AC = 4, eller AC = 1. Antag att A = 1. Da ar C = 1 enligt samma ekvation. Denna tilldelning
gor att dven den forsta och den tredje ekvationen satisfieras. Alltsa &r B=1,D =2, A=1,C =1en
16sning till systemet. Detta ger oss den irreducibla uppdelningen

2t 4223 + 42+ 3x + 2= (P + 1) (2 +x +2).

Anmérkning 1: Om man fortsitter att 16sa ekvationssystemet s4 kommer man &ven att finna lésningen
B=2A=1,D =1,C =1 som svarar mot samma faktorisering men i omvéind ordning. Nagra fler
16sningar finns inte eftersom uppdelning i irreducibla faktorer &r unik bortsett fran ordningen mellan
faktorerna (och konstanter framfoér polynomen).

Anmérkning 2: Vi vet att bade 22+ +1 och 2%+ +2 #r irreducibla. Att nagon, t.ex. s(z) = 22 +x+1,
inte skulle vara irreducibel skulle innebéra att s(a) = 0 for nagot a € Zs. Men da skulle dven f(a) =0,
vilket motséger vad vi noterade inledningsvis.



