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Exempel pd hur tentan skulle kunna se ut om alla uppgifter var fran dag 1-7 i kursen.

1. Lat o = (135)(28746) och lat 7 = (18)(27)(36)(45) vara tva permutationer i Ss.

(a) Berikna o~

, OT samt o1

(b) Bestam tecknet av o, 7, oL 1

(¢) Hur ménga permutationer i Sg ér konjugerade med o?

Lésning:

. Svara i cykelnotation. (2 p)
, o samt 7 lo L (1 p)
(2 p)

(a) Man far inversen av en permutation genom att skriva varje cykel baklénges.

Inversen till o7 &r 7~

le=1 Detta
o1
1

aT
7_—10.—1

(samt lite berikning) ger

= (531)(64782),
= (18)(27)(36)(45),
— (178324)(56),
— (423871)(56).

(b) Tecknet av en cykel av udda liangd dr 1 och tecknet av en cykel av jamn lingd &r
—1. Vi har ocksa att sgn(af) = sgn(a)sgn(/5). Detta och resultatet fran uppgift

(a) ger

sgn(o) =1,

sgn(7) =1,

sgn(o—") =1,

sgn(r ) =1,

sgn(oT) =1,
G

(¢) Permutationen o har cykeltyp [3,

8!
3-5

enligt formel fran kursen.

5]. Alltsé innehéller konjugatklassen av o

=8.7-6-4-2,

2. Du tjuvlyssnar pa Alice och Bob, som anvinder RSA med den publika nyckeln e = 13
och n = 253, och snappar upp det krypterade meddelandet M = 2 fran Bob.

(a) Berdkna ¢(253).

(1p)

(b) Bestam det dekrypterade meddelandet. Svara pa utriknad form. (4 p)



Losning:

(a) 253 = 1123 sa ¢(253) = (11 — 1)(23 — 1) = 220.
(b) Vi vill bestimma d = e~! modulo ¢(253). Vi anvinder forst Euklides algoritm

220 =16-13+12
13 =1-12+4+1.

Vi kan nu anvinda Euklides algoritm baklénges for att uttrycka 1 i termer av 220

och 13:
1 =13-12=
=13—-(220—-16-13) =17 - 13 — 220.

Alltsa géller d = 17.
Vi vill nu berikna M9 = 217 modulo 253. Vi har att 2% = 256 s&

217 =98.98.9 =

=256-256-2=
=3-3-2=
= 18 (mod 253).

Det dekrypterade meddelandet &r alltsa 18.

3. Lat P vara en méingd bestdende av n primtal. Lat M vara méngden av tal som kan
skrivas som en produkt av 4 tal i P, d.v.s.

M = {xl - X9 T3 $4’{L'1,1‘2,.1‘3,:B4 S P}

Observera att faktorerna inte behover vara olika.

(a) Hur méanga primtal méste P innehélla for att |M| > 57 (1p)
(b) Bestam |M| som ett uttryck av n. (4 p)
Lésning:

(a) Om |P|=1saér |[M|=1. Om P = {p1,p2} s& ar

M = {p}, pip2, P23, p1p3, P53}
Alltsd ar svaret 2.
(b) Elementen y i M har formen
ki k n
y = py'ps? - phn,

dar k1 + ko + - -+ k, = 4. Vi kan skapa en bijektion mellan M och mingden av
sekvenser av ettor och nollor med precis fyra ettor och lingd n —1+4=n+3
genom att till y associera sekvensen

1---101---10---01---1.
S~ Y~ S—~—
k1 ettor ko ettor k., ettor

Exempelvis: om n = 5 och y = p?psp4 si svarar y mot sekvensen 11001010.



Vi kan alltsd rékna sekvenser av denna typ istéllet. Vi ska alltsd bland n + 3
tecken vilja precis 4 som &r ettor. Detta kan goras pa

()

satt.
4. (a) Berdkna antalet surjektioner f : Ng — Ny. (2 p)
(b) Hur ménga surjektioner f : Ng — Ny uppfyller att < y medfor f(z) > f(y) for
alla z,y € Ng? (1 p)
(¢) Hur manga surjektioner f : Ng — Ny uppfyller att = < y medfor f(z) > f(y) for
alla z,y € Ng? (2 p)
Losning:

(a)

Antalet surjektioner Ng — Ny ges av 4! - 5(6,4). Stirlingtal uppfyller S(n,1) =
S(n,n) =1samt S(n,k) =S(n—1,k—1)+ kS(n —1,k). Detta ger

S(6,4) = S(5,3) + S(5,4) = S(4,2) + S(4,3) + S(4,3) + S(4,4) = ... = 65.

Svaret ar alltsa 4! - 65.

Om z < y medfor f(x) > f(y) sa foljer det att f(x) # f(y) om = # y. Alltsa
maste f vara en injektion. Men det finns inga injektioner fran Ng till Ny.

Lat f : Ng — Ny vara en surjektiv funktion sddan att z < y medfor att f(z) >
f(y). Beteckna talen f(1),...,f(6) med aj,...,as. Mellan varje par av tal
a;, a1 satter viin tecknet = eller > beroende pa om a; = a;41 eller a; = a;4+1+1.
Funktionen f &r avtagande och surjektiv s& dessa dr de enda méjligheterna och vi
maste ha f(1) =4 och f(6) = 1. Vi maste anvinda symbolen > precis 3 génger.
Exempelvis kan vi fa sekvensen 4 =4 >3 >2=2> 1.

Alltsa ar det ekvivalent att rdkna sekvenser av 5 symboler dér precis 3 dr > och

§-»

ovriga =. Det finns precis

sadana sekvenser.

5. Lat M vara mangden av funktioner f : {a,b,c,d,e} — {0,1}. For f,g € M, definiera
f ~ g om och endast om f(a) = g(a).

(a)
(b)

Visa att ~ &r en ekvivalensrelation pa M. (4 p)

Berdkna storleken av ekvivalensklassen som innehéller funktionen som tar virdet
0 pa samtliga element. (1 p)



Losning:

(a) Vi maste visa att ~ &r reflexiv, symmetrisk och transitiv.
Reflexivitet: Vi har
f~ 1< fla) = f(a).
Uppenbarligen giller f(a) = f(a) sd ~ &r reflexiv.
Symmetri: Vi har

f~ge fla)=gla) < gla) = fla) & g~ f.

Alltsd dr ~ symmetrisk.
Transitivitet: Vi har

f~g, g~h = fla)=g(a), gla)=h(a).
Men om om f(a) = g(a) och g(a) = h(a) sa filjer det att f(a) = h(a). Alltsa
implicerar f ~ g och g ~ h att f ~ h s ~ ar transitiv.

(b) Beteckna funktionen som tar virdet 0 pa samtliga element med f. Vi har g ~ f
om och endast om g(a) = f(a) = 0. Vi kan alltsé fritt vilja ¢’s virden pa b, c,d
och e. Alltsa finns det 24 = 16 funktioner som #r ekvivalenta med f under ~.

6. Bestam antalet ord om sex bokstaver som man kan bilda fran bokstiverna
{A,B,C,D,E,F}

sa att delorden AB, EFF, och EFA inte forekommer i nagot ord. Varje bokstav
far endast forekomma en gang per ord. T.ex. & BACEDF ett tillatet ord, men
ABCEDEF ér inte tillatet eftersom delordet AB férekommer i detta ord. (5 p)

Losning:

Beteckna méngden av ord med sex bokstdver man kan bilda av bokstidverna A, B, C,
D, E, F med X. Vi har da
| X| = 6! = T720.

Beteckna delméngden av X bestdende av ord som innehéller delordet AB med X 4.
Lat Xgp och Xgpra ha motsvarande betydelse. Vi kan dock observera att om ett ord
innehaller delordet EF A s& innehaller det ocksa delordet EF. Alltsa behdver vi bara
ta bort méngderna X p och Xpp fran X.

Ett element 1 X 45 kan ses som ett ord med fem “bokstéver” bildat av “bokstéverna”
AB,C,D,E,F.

Alltsa géller
| Xap| = 5! = 120.

P& liknande satt berdknar vi
| XEpr| =5!=120.



Ett ord i XapN Xgr kan ses som ett ord med fyra “bokstaver” bildat av “bokstéverna”
AB,EF,C,D.

Alltsé géller
‘XAB ﬂXEF’ =41 = 24.

Principen om inklusion och exklusion ger nu
| XapUXgrpUXppa| =120 4+ 120 — 24 = 240 — 24 = 216.
Antalet ord som inte innehaller ndgot av delorden AB, EF eller EF A &r alltsa

|X| — |XABUXEFUXEFA| =720 — 216 = 504.



