2. Bas, linjart oberoende och dimension

2.1. Linjarkombination och linjart hoélje. Nar man arbetar med ett konkret
vektorrum ar det ofta mdjligt att hitta en liten méngd vektorer som kan kombineras
pa olika sitt for att generera hela rummet eller ett specifikt delrum. Detta gors genom
att anvinda linjarkombinationer av vektorer. En linjarkombination dr en summa av
vektorer dar varje vektor multipliceras med en skaldr fran kroppens element.

Definition 2.1. Lat V vara ett vektorrum 6ver en kropp k. En linjdarkombination
av vektorerna vy,...,v, € V (n € N) ar ett uttryck av formen

a1v1 + GV + - - - + Gy,

dar a; € k for alla 1.

Exempel 2.1.

(1) Varje element i R? &r en linjirkombination av vektorerna (1,0) och (0, 1).
(2) Varje element i R? ér en linjarkombination av vektorerna (1,2) och (1, —1).
(3) Varje element i k[z] (Exempel 1.1) &r en linjarkombination av vektorerna
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1z, %27, .. ..

Notera att en linjarkombination byggs upp av ett dndligt antal vektorer men att vi
inte kréver att dessa &r unika, dvs att vi kan ha v; = v; for vissa i # j.
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Definition 2.2. Lat V vara ett vektorrum 6ver en kropp k och lat S C V vara
en delméngd. Mangden av alla linjarkombinationer av vektorerna i S kallas det
lingira holjet (eller spannet) av S och betecknas Span(S). Om Span(S) =V séa
sags att S spanner upp eller genererar V. Om S = {vy,...,v,} s& skriver vi
Span(vy, .. .,v,) istdllet for Span({vy,...,v,}). Vi definierar &ven Span(()) = {0}
dar 0 &r nollvektorn i V.

Exempel 2.2. Lat V = R3 och lat S = {(1,0,0),(0,1,0)}. D& ar Span(S)
mangden av alla vektorer av formen (aq, as,0) dér ai, as € R. Detta ar ett plan
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i R3 som innehéller z-axeln. Om vi ligger till vektorn (0,0,1) i S, s& att S’ =
{(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)} s& &ir Span(s’) = R®.
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Exempel 2.3. Lat V = k[z] vara méngden av alla polynom med koefficienter i
en kropp k. Lat S = {1,z + 103, 2?}. D4 &r Span(S) = K[z]<y: mingden av alla
polynom av grad hogst 2, dvs alla polynom av formen ag + a;x + apx? dir a; € k.

Sats 2.1 (Karaktérisering av Span). Lat V' vara ett vektorrum édver en kropp k
och lat S C'V wara en delmdngd. Da dr Span(S) ett delrum av V.. Mer specifikt,
Span(S) det minsta delrummet av' V' som innehdller S, det vill siga, om W dr ett
delrum av V' som innehdller S, sa har vi att Span(S) C W.

Bevis. Vi maste visa att Span(S) dr ett delrum av V. For att gora detta, maste vi visa
att Span(S) ar sluten under addition och skalarmultiplikation, samt att den innehéller
nollvektorn. Detta ar trivialt om S = ) s& vi antar att S # ().

e Nollvektorn: Lat v € S. Da dr 0 - v = 0 en linjarkombination av vektorer i .S,
sa nollvektorn &r i Span(sS).

e Sluten under addition: Om v = ayvy + - -+ + a,v, och w = byw; + - - - + bW,
ar linjarkombinationer av vektorer i S, sa &r

v+ w=av; + -+ ayv, + bywy + - -+ bpwy,

en linjarkombination av vektorer i S.
e Sluten under skaldrmultiplikation: Likt ovan, om ¢ € k sa har vi

cv = clayvy + -+ + apvy) = cagvy + -+ - + cayvy,

vilket dr en linjarkombination av vektorer i S.

Antag nu att S C W dar W ar ett delrum av V. Givet en linjirkombination a,v; +
<-4 apv, dar v; € S for alla 4, sa ar varje term a;v; € W eftersom W ar sluten under
skaldrmultiplikation och W innehaller S. Dérmed &ar summan a,vy + - - - + a,v, € W
eftersom W &r sluten under addition. Detta visar att Span(S) C W. O



Diskussionsfragor

(1) Om vy = (1,1,1), vy = (1,4,2) och v3 = (—1,2,0) &r vektorer i R3, kan
varje vektor i R? skrivas som en linjarkombination av vy, vy och v3? Vad ér
Span(vy, vg, v3)?

(2) Kan du hitta tva vektorer vy, ve € k[z]<o s& att Span(vi,ve) = {p(z) €
k[z] | p(0) = 0}7

2.2. Linjart oberoende, bas och dimension. Givet en méngd S med vektorer som
spanner upp ett vektorrum Span(S), kan vi fraga oss om det finns nagra redundanta
vektorer i méngden. Om en vektor v kan skrivas som en linjirkombination av de andra
vektorerna i S, sa ar den redundant och om vi tar bort denna vektor sa férandrar vi
inte spannet: Span(S'\ {v}) = Span(S). Detta leder oss till begreppet linjdrt oberoende.
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Definition 2.3. Lat V vara ett vektorrum 6ver en kropp k och lat S C V' vara en
delméngd. Vi séger att S ar linjdrt oberoende om den enda linjarkombinationen av
vektorerna i S som ger nollvektorn ar den triviala kombinationen déar alla skaldrer
ar noll, det vill sidga:

a1V + agvy + -+ + a,v, = 0= a; =0 for alla 7.

Om S inte ar linjart oberoende sa sdags den vara linjdart beroende.

Notera att vi endast betraktar linjarkombinationer av ett andligt antal vektorer i S
daven om mangden S &ar oandlig.

Exempel 2.4. Lat V = R3 och 1at S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. D& ar S
linjart oberoende eftersom den enda linjarkombinationen som ger nollvektorn ar
den triviala kombinationen dar alla skaldrer ar noll. Om vi lagger till vektorn
(1,1,1)i5,saatt S" ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)} sa & S’ linjért beroende
eftersom (1,1,1) = (1,0,0) + (0,1,0) + (0,0, 1).
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Definition 2.4. Lat V vara ett vektorrum 6ver en kropp k. En (ordnad) bas for
V ér en (ordnad) delméngd 5 C V som &r bade linjért oberoende och spanner
upp hela rummet, det vill sdga Span(f) =V och § &r linjart oberoende.
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Poéngen med en (éndlig) ordnad bas for ett vektorrum V' ar att den hjélper oss att
identifiera V' med k™. Detta kommer att bli tydligt i Kapitel 4.

Exempel 2.5. Lat V = R3. D4 ar méangden 38 = {(1,1,0),(0,1,1),(0,1,0)} en
bas fér V eftersom den &r linjért oberoende och spanner upp hela rummet.
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Exempel 2.6. Lat V = k[x] vara méngden av alla polynom med koefficienter
i en kropp k. D& dr mingden 3 = {1,z,2% ...} en bas fér V eftersom den &r
linjart oberoende och spanner upp hela rummet. Notera att § inte ar en bas
for k[[z]] eftersom elementet 1 + z + 2* + ... ej kan uttryckas som en dndlig
linjarkombination av element i 3.

Definition 2.5 (Standardbasen). Lat k vara en kropp. Delméngden av k" som
bestar av vektorerna

er = (1,0,...,0), ea =(0,1,...,0), ..., en = (0,0,...,1)

kallas for standardbasen for k™.

Definition 2.6. Ett vektorrum V' &r av (eller har) dndlig dimension om det finns
en bas g for V med andligt manga element. Om inget sadant bas finns, sdgs V'
vara av odndlig dimension. Vi sdger att V har upprdiknelig dimension om det finns
en uppraknelig bas for V.

Sats 2.2 (Karaktérisering-av-bas). Lat V' vara ett vektorrum éver en kropp k. En
delmdingd B C V dr en bas for V. om och endast om varje vektor i V' kan uttryckas
som en linjdrkombination av vektorerna i 5 pad ett unikt sdtt.

Bevis. Antag forsta att 5 utgor en bas for V. Da &r Span(f) = V' och varje vektor
v € V kan skrivas som en linjarkombination av vektorerna i f:

V= a1V + asUy + - - - + ayv, .

Antag nu att v = byw; +bowy+- - -+ b, w,, ar en annan linjarkombination av vektorerna
i 8. Genom att lagga till 0 - vy, 0 - vs till den andra linjar kombinationen och vice versa



sa kan vi anta att n = m och w; = v; for alla 1 < ¢ < n. Da har vi att
O=v—w
= (01 + aguy + - - 4+ apvy) — (byvy + bavg + -+ - + byuy,)
= (a1 — by)vy + (ag — by)vg + -+ - + (a, — by)vy, .

Eftersom f ar linjért oberoende maste vi da ha a; = b; for alla 7. Darmed ar varje
vektor i V' en unik linjdrkombination av vektorerna i f.

Omvént, antag att varje vektor i V' kan skrivas som en linjarkombination av vekto-
rerna i § pa ett unikt sétt. Da ar det klart att Span(f) = V' och det aterstar att visa
att g ar linjart oberoende. Antag motsatsen, dvs att 3 &r linjart beroende. D& finns
det skalérer aq,...,a, som inte alla &ar noll, och vektorer vq,...,v, € § sadana att

a1U1+(I2U2+"'+an’Un:0.

Detta innebér att vi kan skriva nollvektorn som en linjarkombination av vektorerna i
£ pa mer an ett satt, vilket strider mot antagandet att varje vektor i V' kan skrivas
som en linjarkombination av vektorerna i § pa ett unikt sétt. Darmed ar g linjart
oberoende. 0J

Notera att denna karaktarisering av bas sdger att om vi har en ordnad &andlig
bas f = {vy,vq,...,v,} for ett vektorrum V', si kan vi representera varje element
i V som en kolumnvektor efter att vi uttryckt den (p& det unika séttet) som en
linjirkombination av element i 5:

a
5]
UV = a1V1 + AoV + A3V3 - - - + AU, >

an

Detta oss ett sétt att identifiera V' med k™. Vi kommer att gora detta pastaende mer
precist 1 Kapitel 4 (Inverterbara avbildningar och basbyte).
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Definition 2.7. Lat V vara ett vektorrum 6ver en kropp k och antag att det finns
en (ordnad) bas 8 = {vy, vy, ...} for V. Vi definierar koordinatvektorn av v € V
med avseende pa basen [ som kolumnvektorn

a

a2
[U]ﬂ “las |




dér v = aqv; + asvy + ... ar den unika linjarkombinationen av vektorer i 8 som
ger v (Sats 2.2 [Karaktérisering-av-bas]).

Om ( ar éndlig med n element: § = {vy,vs,...,v,}, s& kan vi identifiera [v]g
med ett element 1 k. Om [ &r oéndlig sa kan vi identifiera [v]z med ett element i
{f € kN f(n) = 0 for alla utom dndligt manga n € N}.

Diskussionsfragor

(1) Vad ér koordinatvektorn till (1,0,0) i basen {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} C
R3?

2) Vad ir koordinatvektorn till (1,0) i basen {(1,1),(1,—1)} C R??

3) Vad ér koordinatvektorn till 1+ x + 22 i basen {1, z, 2*} C R[z]?

4) Vad ér koordinatvektorn till 11 basen {1 + z,z + 2% 1+ 2?} C R[z]?

5) Vad #r koordinatvektorn till i = /=1 i basen {1 +i,1 —i} C C som
vektorrum &ver R?
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Sats 2.3 (Maximalt-antal-linjart-oberoende-vektorer). Lt V' vara ett vektorrum
av dndlig dimension éver en kropp k. Lit B = {vy,...,v,} vara en bas for V och
lat {wy, ..., wy} CV vara en en linjirt oberoende delmdngd. Dé gdller att m < n.

Beuvis. Lat fy = (. Eftersom w; € Span(f) sa finns det ett index 1 < i < n sa att
v; € Span(wi, V1, vy, . .+, Vio1, Vitl, Vig2, - - -, Up). Lat

ﬁl - {U}l,Ul,/U27 cey Vie1, Vi1, Uig 2, - - - 7UTL} .

Déa dr f; en bas for V eftersom Span(f;) = Span(f) =V och f; ér linjért oberoende,
vilket foljer av att {vy,vo, ..., v;_1,0Vit1, Vise, ..., U, } r linjirt oberoende och wy &r en
linjarkombination av vy, ve, ..., v;. Mycket riktigt, om ; skulle vara linjart beroende
sa skulle w; kunna uttryckas som en linjarkombination av vektorer i # pa tva olika
satt, vilket av Sats 2.2 dr en motsagelse.

For varje 2 < i < m, lagg till w; (som forsta vektor i en ordnad méngd likt fallet
i = 1 ovan) till den ordnade basen (;_; och upprepa argumentet ovan. Efter m steg
har vi en bas f,, for V med n element, som innehaller wy,...,w,,. Dvs m <n. 0O



Foljdsats 2.4 (Varje-bas-dr-lika-stor). Lat V' vara ett vektorrum av dndlig dimen-
ston dver en kropp k. Da dr alla baser for V. av samma kardinalitet, det vill siga
om (81 och By dr tva baser for V', sa har B1 och B samma antal element.

Definition 2.8. Lat V vara ett vektorrum av dndlig dimension 6ver en kropp k.
Dimensionen av V', betecknad dim V', 4r antalet element i en bas for V. Om V ar
av oandlig dimension, sa skriver vi dim V' = oo.

Sats 2.5 (Delrum-och-dimension). Lat W C V wara ett delrum av ett vektorrum
V' av dandlig dimension. Da gdller foljande:
(1) For varje bas {vi,...,vn} C W sd existerar vyiq1,...v, € V sa att
{v1,. -, Um, U1, ... Vp} dar en bas for V.
(2) W dr av andlig dimension och dim W < dim V.
(8) Om dimW = dim V' sd har vi att W = V.

Bevis. Notera att (2) och (3) foljer av (1), sa det riacker att vi visar (1): Vi har

att {v1,...,v,} ar linjart oberoende och om Span(vy,...,v,) # V sa kan vi hitta
Uma1 € V sadan att {v1, ..., U, Uy b r linjirt oberoende. Itererar vi denna process
s& hittar vi en bas {vy,..., U, Vi1, ... v, } for V. O

Sats 2.6 (Existens-av-bas). Varje vektorrum har en bas.

Bevis. Andlig dimension: Vi viljer forst en vektor v; € V. Om Span(vy) # V sa véljer
vi vg € V' \ Span(vy). Om Span(vy,vy) # V sa viljer vi vg € V' \ Span(vy,vy) osv.
Itererar vi denna process sa hittar vi en bas {vy,...,v,} for V har éndlig dimension.

Odndlig dimension (ej del av kursen): Detta kréver att Kuratowski—Zorns lemma,
vilket séger foljande: Lat S vara en partiellt ordnad méngd. Om varje totalt ordnad
delméngd av S har en 6vre grians i S, sa finns det ett maximalt element i S. Detta
bor ses som ett axiom, da det visar sig vara ekvivalent med Urvalsaziomet (Aziom of
Choice).

Lat S vara méangden av alla linjart oberoende delméngder av V. Vi ordnar S
med avseende pa inklusion, dvs A < B om A C B. Lat A C S vara en totalt



8

ordnad delméngd av S. Vi pastar att (J,., o &r ett element i S, dvs att J, ., o
ar linjart oberoende. Mycket riktigt, antag att a,v; + asvy + - -+ + a,v, = 0 for
V1, ., Uy € Upeq @ Eftersom A ér totalt ordnad, sa finns det en o € A sadan att
v; € « for alla i. Eftersom « ar linjart oberoende, sa maste a; = 0 for alla 7. Detta
visar att J, 4 o ér linjért oberoende. Dérmed har vi en 6vre gréns for A i S, ndmligen
Uaea @ Enligt Kuratowski-Zorns lemma finns det ett maximalt element i S, dvs en
maximal linjart oberoende delméngd B C V. Om Span B # V sa kan vi hitta v € V
sa att B U {v} ar linjirt oberoende, vilket strider mot maximaliteten av B. Darmed
ar Span B =V och B ar en bas for V. [l

Diskussionsfragor

(1) Kan du ge exempel pa en bas for k{0117

(2) Betrakta funktionen 2% + 1: {0,1} — R som ges av a +— a* + 1. Kan du
skriva 22 + 1 som en linjirkombination av element i din bas fran (1)?

(3) Definiera L: RI®Y} — R? genom att skicka f till vektorn L(f) :=
(f(0), f(1)). Vad ar L(z* + 1) om 2 + 1 definieras som i (2)?

(4) Om M &r en matris med n + 1 kolumner vilka &r vektorer i k™, vad kan
man sdga om ker M och im M?

(5) Hur manga baser har k[x]<3?
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