3. Linjara avbildningar och matriser

3.1. Linjara avbildningar. Det hir kapitlet handlar om avbildningar (funktioner)
mellan vektorrum som respekterar vektorrumsstrukturen.
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Definition 3.1. Lat V och W vara vektorrum 6ver en kropp k. En linjdr avbildning
fran V till W ar en funktion

L:V —-W
som ar:
(1) additiv: L(vq 4+ vo) = L(vy) + L(vg) for alla vy, vy € V' och
(2) k-linjér: L(av) = aL(v) for all a € k och allav € V.

Méngden av alla linjara avbildningar fran V' till W betecknas Homy (V, W) eller
LV, W).

Notera att L: V — W é&r linjar om och endast om L(av; + v9) = aL(vy) + L(vy) for
alla v1,v5 € V och a € k. Notera ocksa att om k ar en kropp sa dr Homy(V, W) ett
vektorrum &ver £ med vektorrumsstrukturen given av

(L1 + La)(v) = Li(v) + La(v)
(cL)(v) = cL(v)
for alla Ly, Ly, L € Homy(V,W), c € k och v € V.

-~

Exempel 3.1. Varje m x n-matris A = (a;;) definierar en linjér avbildning
La: k™ — k™ genom matris-vektor-multiplikation, dvs

aiy Qi . Gip U1 a11V1 + G12V2 + -+ - + A1V

Qo1 Qg -+  Gap () A21V1 + G22V2 + -+ - + A2p Uy
LA<U> = . . . . . = )

Am1 Qm2 - Amn Unp, Am1U1 i Am2U2 S eoe g AmnUn

for alla v € k™. Vi kommer ofta att identifiera en matris A med den linjéira
avbildning L4 den definierar och skriva A istéllet for L4 dven nér vi tdnker pa A
som en linjar avbildning pa detta vis.
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Diskussionsfragor

(1) For vilka a, b, c € R giller det att funktionen f(x) = ax? + bx + ¢ ér linjir?
(2) Ar L k[z] — k[z] en linjir avbildning?

(3) Ar funktionen
a b
(c d) —a+b

en linjar avbildning fran M, (k) till k?

(4) Ar funktionen
a b
<c d> — ad — be

en linjar avbildning fran My (k) till k?
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Definition 3.2. Lat L: V — W vara en linjar avbildning. Vi definierar kdrnan
(eller nollrummet) som

ker L :={veV:L(v)=0}
och bilden (eller bildrummet) av L som
imL:={weW:w= L(v) for ndgot v € V'}.

Sats 3.1 (Noll- och bildrumssatsen). Ldt L: V — W wara en linjir avbildning.
Da dr ker L ett delrum av V' och im L dr ett delrum av W.

Beuvis. Eftersom L &r additiv sa ar ker L och im L bada slutna under addition och
eftersom L ar k-linjar sa ar ker L och im L bada slutna under skaldrmultiplikation.
Det aterstar att visa att L(0) = 0. Detta foljer av att L(—0) = L((—1)0) = —L(0) av
k-linjéritet och dérmed har vi L(0) = L(0 —0) = L(0) — L(0) = 0. O

Dimensionen av bildrummet kallas rangen av L och betecknas rk L := dimim L.

Sats 3.2 (Injektivitetssatsen). En linjar avbildning L: V — W dr injektiv om och
endast om ker L = {0}.
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Bewis. Det ér klart att ker L = {0} om L &r injektiv, s& vi bevisar motsatsen. Antag att
ker L = {0} och att L(v) = L(w). D& har vi att L(v —w) =0sd v —w € ker L = {0},
dvs v = w. O

Sats 3.3 (Dimensionssatsen). Lat L: V. — W wvara en linjar avbildning mellan
vektorrum av andlig dimension. Da gdller att

dimV = dimker L + dimim L .

Bevis. Lat {vy,...,v,} vara en bas for ker L och utvidga denna, som i Sats 2.5, till
en bas {vi,..., Um, Umi1, ..., 0.} for V. Vi pastar nu att {L(vy11), ..., L(v,)} en bas
for im L. Mycket riktigt, vi har att Span(L(vy41), ..., L(v,)) = im L eftersom im L
spanns upp av {L(v1), ... L(vm), L(Um41), -, L(v,)} och L(v;) = 0 for alla 1 <i < m.
Vi behéver nu visa att {L(vp41), ..., L(v,)} r linjart oberoende. Anta att

am+1L(Um+1> + -+ a’nL(Un) =0.
Av linjaritet har vi da att
L(am—i—lvm—i-l +-+ anvn) =0,

dvs ami1Vmi1+- -+ apv, € ker L. Men {vy, ..., Uy, U1, - - -, Up } ar linjért oberoende
S& Upy1 = - -+ = a, = 0. Ddrmed &r {L(vyp41), ..., L(v,)} linjart oberoende. Vi har
dérmed visat att

dimker L + dimim L =m+ (n—m) =n=dimV . O

Sats 3.4 (Bijektionssatsen). Lat L: V — W wara en linjir avbildning mellan
vektorrum av samma (&ndlig) dimension. Féoljande dr ekvivalent:

(1) L dr surjektiv,

(2) L dr injektiv,

(3) L dr en bijektion.

Bewis. Av dimensionssatsen har vi att dim V' = dim ker L+dimim L. Om L &r surjektiv
sa ar im L = W och ddrmed dimim L = dim W = dim V, vilket ger dimker L = 0
och dérmed att L &r injektiv. Omvént, om L &r injektiv sa har vi dimker L = 0 och
darmed dimim L = dim V/, vilket ger att L &r surjektiv. Ddarmed &r L en bijektion. [



Lat V och W vara vektorrum och antag att [ &r en bas for V. Visa att varje linjar
avbildning L: V' — W &r unikt bestdmd av virdena L(v) for alla v € .

3.2. Matriser. Linjara avbildningar kan representeras med matriser sa fort man valt
baser for vektorrummen i fraga. Vi borjar med att definiera vad en matris &r.

Definition 3.3. En matris (eller mer specifikt en m x n-matris) éver en kropp k

ar en 2-dimensionell lista:

a;; Q2 -+ Aip
a
A = (aij) = ‘21

Am1 Amn

Vi skriver ocksa A;; := a;;, dvs (aij)st = ast.
g J

( )

Definition 3.4. Lat L: V — W wvara en linjar avbildning mellan vektorrum
av andlig dimension n respektive m. Antag att vi fixerat ordnade baser a =
{vi,...,v,} € V och B = {wy,...,w,} € W. Vi definierar matrisen [L]? €
M, xn (k) genom att sétta

= [ = e mels o e

diar L(v;) = >, a;jw; for alla 1 < j < n och 1 < i < m. Matrisen [L]} kallas

matrisrepresentationen av L med avseende pa baserna « och f3.
. J

( A

Exempel 3.2. Varje vektor v € V kan ses som en linjar avbildning L,: k — V
definierad av L,(a) = av. Om vi fixerar en bas f = {vy,...,v,,} for V sa ar
matrisrepresentationen av L, med avseende pa standardbasen e for k och basen




givet av

(0779
dir v = a1v; + - - - + apv,y,. Dvs, matrisrepresentationen av v &dr precis koordinat-

vektorn f6r v med avseende pa basen S3: [L,]? = [v]s.

A J

Sats 3.5 (Matrissatsen). Ldt V' och W vara vektorrum éver en kropp k med andlig
dimension n respektive m och antag att vi fiverat ordnade baser o = {vy,...,v,} C
V ooch 8 =A{wq,...,w,} CW. Avbildningen som ges av
(=15 Homy(V, W) — Msn(k)
L [L]]

ar en isomorfi av vektorrum édver k.

Beuwis. Varje linjar avbildning L bestdms unikt av hur den avbildar basvektorerna i «,
eftersom om v € V &r en linjarkombination v = c;v; + - - - + ¢, v, sa ar

L(U) = L(Cﬂ)l + o Cnvn) = 01L<U1) + -+ CnL(Un) .

A andra sidan, varje matris A € M,,x,(k) bestdms unikt av sina kolumner, dvs av
hur den avbildar basvektorerna i . Vi har dirmed att [—]2 &r en bijektion.

Det aterstar att visa att ® ar linjar, dvs additiv och k-linjar. For varje basvektor
vj, L1, Ly € Homg(V, W) och ¢ € k har vi att

(cLy + Ly)(vj) = cLi(vj) + La(vj) = Z(cag) + ag-))wi.
Det vill siaga

+ aﬁ) ca%) + ag) . ca&) + aﬁ)
(1) (2) .. :
R B BN ERIATS

cagll)

cag)l + ag)l . ca%% + ag%

3.3. Sammansittning av linjira avbildningar. Precis som med funktioner i
allménhet kan vi definiera sammanséttning av linjara avbildningar.



Definition 3.5. Lat V', W och Z vara vektorrum 6ver en kropp k. Om L: V — W
och M: W — Z ar linjdra avbildningar si definierar vi sammansdttningen (eller
kompositionen) av L och M enligt M L(v) := M(L(v)).

Lat V, W och Z vara vektorrum o6ver en kropp k. Visa att om L: V — W och
M: W — Z &r linjara avbildningar sa &r M L: V — Z en linjar avbildning.

Vi ska nu visa att sammanséittning av linjara avbildningar (representerade av
matriser) motsvarar multiplikation av matriser.

Definition 3.6. Om A = (a;;) &r en m x n-matris och B = (by) &r en n X p-matris
s& definieras produkten AB genom (AB);; = > | a;sbst.

Om A och B ir tva matriser, sidana att AB ér definierad, visa att (AB)T = BT AT,

Sats 3.6 (Matrisen-till-en-sammanséttning). Lat V., W och Z vara vektorrum dver
en kropp k med dndlig dimension n, m respektive p. Antag att a« = {vq,...,v,} ar
en bas for V, B ={wy,...,wy} dr en bas for W och v = {z,...,2,} dr en bas
for Z. Om L:V — W och M : W — Z dr linjira avbildningar sa gdller att

(ML = [M]3[L]g-

a

Bevis. Lat B = [L]] och A = [M]}. Vi vill visa att [ML]] = AB (titta noga pa

ordningen). Det ricker att visa hur ML avbildar basvektorerna i a. Vi har att

ML(vr) = M(L(ve)) = M (322 barws) = 3207 ba M (ws) = 37 (bat 274 aiszi) =
P O°T  ashst) zi . Dvs, det ite elementet i [ML]Y &r > | a;sbs vilket r detsamma
som (AB);. Darmed har vi visat att [M L]} = AB. O



Foljdsats 3.7. Lat V' och W wvara vektorrum dver en kropp k med dndlig dimension
n respektive m. Antag att « ar en ordnad bas for V och  en ordnad bas for W.
For varje v € V' galler da att

Bewis. Vikan se vektorn v som en linjar avbildning fran £ till V' genom att skicka 1 — v.
Om vi tar basen ¢ = {1} for k som vektorrum 6ver sig sjéilvt har vi da att [v], = [v]?
och att [L(v)]s = [L(v)]2. Vi har dirmed av [Matrisen-till-en-sammansittning| Sats
3.6 att

[Llalvle = [Lov)! = [L(v)]s. m
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