4. Inverterbara avbildningar och basbyte

I detta kapitel ska vi studera hur vi kan byta bas i ett vektorrum och hur detta
forhaller sig till inverterbara avbildningar. Vi kommer att se att varje basbyte motsvarar
en inverterbar avbildning, och att varje inverterbar avbildning fran ett vektorrum till
sig sjalvt kan representeras som ett basbyte.

4.1. Inverterbara avbildningar. Vi ska nu se att om en surjektiv linjar avbildning
har en vénsterinvers sa &r &ven den linjér. I synnerhet &r inversen (som méngdteoretisk
funktion) automatiskt linjar.

Sats 4.1 (Inversen-ar-linjér). Lat L: V — W wara en surjektiv linjir avbildning
mellan tva vektorrum dver en kropp k. Antag att det finns en funktion f: W — V
sadan att fo L = Iy. Da dr f linjir och Lo f = Iy . I synnerhet dr L en bijektion.

Bevis. Antag att vi har wy,wy € W och ¢ € k. Vi vill visa att f(cw; + wq) =
cf (wy) + f(ws). Eftersom L dr surjektiv sa finns det vy, vy € V' sd att L(vy) = wy och
L(vg) = wy. Vi har da att

flewr +ws) = f(eL(v) + L(v2))
= f(L(cvy + v2))
= (foL)(cvy +v2)
= Iy (cvr + v9)
= cv1 + V2
=c(foL)(v1) + (f o L)(v2)
= cf(wr) + f(wz).
Vi har ddrmed visat att f ar linjar. Da L ar surjektiv kan varje w € W skrivas som

w = L(v) for nagot v € V, vilket ger att (Lo f)(w) = (Lo f)(L(v)) = L((fo L)(v)) =
L(v) = w. Didrmed ar Lo f = Iy. O

Exempel 4.1. Lat V vara vektorrummet av alla polynom i variabeln x med
koefficienter i k. Lat L; = %: V' — V vara avbildningen som skickar ett polynom
till dess derivata. Da ar L; linjar och surjektiv. Lat L, = fox: V — V vara
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avbildningen Ly(p(z)) = [, p(t)dt, vilken &r linjér och injektiv. D& har vi att
LloLQIIV men L20L1 %IV

(& J

( N\

Definition 4.1. En linjir avbildning L som &r bade injektiv och surjektiv kallas
for en isomorfi. Om L: V — W &r en isomorfi sa séger vi att V och W ar isomorfa
och skriver V = W.

. J

Notera att om L: V — W ir en isomorfi s kan vi definiera L=': W — V genom
L7Y(w) = v om och endast om L(v) = w. D4 siiger Sats 4.1 att L™! &r linjir och vi
kallar L= for inversen till L. Vi kommer dirfor att anvinda begreppen inverterbar
och somorfi synonymt.

'S —\
Exempel 4.2. Avbildningen (—)7: M, (k) — My xm(k) som skickar en matris
_ 1 T _ )
A = (ai;);; till sitt transponat A" = (a;;);
apn Q2 - Qin ainn a1 -0 Gmi
Q21 Qg2 -+ A2p Q2 Q22 - (Am2
— ]
Qm1 AGm2 - Qmp Q1p  Q2n, - Omp
ar en isomorfi.
A\ J

Sats 4.2 (Trivialitetssatsen). Lat V' vara ett vektorrum av dndlig dimension dver
en kropp k. Da har vi V = k™. Mer specifikt, vi har en bijektion mellan mdngden
av alla ordnade baser for V. och mdngden isomorfier V = k™.

Bevis. Lat § = {vy,...,v,} vara en ordnad bas for V. Vi definierar en avbildning
Lg: V — k™ pa basvektorerna genom Lg(v;) = e;, dér e; &r standardbasvektorerna i
k™. Vikan sedan utvidga linjért till hela V. Dvs om v = Y " | a;v; s sétter vi Lg(v) =
>, aie;. Da dr L linjar per definition. Den &r surjektiv eftersom standardbasen ligger
i bilden och den &r injektiv eftersom Lg(v) = 0 om och endast om alla a; = 0, vilket
ar sant om och endast om v = 0. Alltsa dr Lg en isomorfi. Detta ger en avbildning
B +— Lg fran méngden av alla ordnade baser for V' till méngden isomorfier V' — k.
Omviént, 14t L: V — k™ vara en isomorfi. D& &r 8 := {L '(e1),..., L7 (e,)} en
ordnad bas for V. Detta ger en avbildning fran méngden isomorfier V' — k™ till
méangden av alla ordnade baser for V. Det &r ldtt att se att dessa tva avbildningar ar
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inverser till varandra, vilket ger en bijektion mellan méngden av alla ordnade baser
for V' och mangden isomorfier V' — k™. U

Foljdsats 4.3. Twa dndligt-dimensionella vektorrum V' och W éver en kropp k
ar isomorfa om och endast om de har samma dimension.

Detta sager alltsa att for varje positivt heltal n sa finns det upp till isomorfi precis
ett vektorrum av dimension n 6ver en kropp k.

Diskussionsfragor

Vilka av foljande vektorrum &r isomorfa?

(1) 2 x 2-matriser med reella koefficienter.

(2) C? som vektorrum 6ver R, dar modulstrukturen r(zy, 29) = (rz1,r29) for
alla r € R, (21, 29) € C? och komponentvis addition.

(3) R[z|<3 som vektorrum éver R, dvs méngden av alla reella polynom av grad
hogst 3.

Lemma 4.4. Lat L: V — W wvara en linjdr avbildning mellan vektorrum av dndlig
dimension med ordnade baser o = {vy,...,v,} respektive = {wy, ..., wy}. Lit
vidare A: V. — k™ och B: W — k™ wvara de isomorfier som bestims av v; — €;
respektive w; — e;, dar e; dr standardbasvektorerna i k™ respektive k™. Dd har vi
ett kommutativt diagram

Vv Lt w

%lA %lB

L)g
o ey pm

vilket betyder att [L]? o A= Bo L.

Bewvis. Detta ar bokstavligen Foljdsats 3.7 eftersom A skickar v pa koordinatvektorn
[V] - O

Sats 4.5. Lat V' och W wvara tva dndligt-dimensionella vektorrum dver en kropp k
och lat o« och B vara ordnade baser for V' respektive W. Lat L: V. — W wvara en



lingdr avbildning. Da har vi ett kommutativt diagram med isomorfier som indikerat
nedan.:

ker L > V > im L > W
ﬁ N l’l [L}g N B ;L
ker[L]2 > k > im[L)f —— k™.
Bewvis. Detta foljer direkt av Lemma 4.4. O

Foljdsats 4.6. Lat V' och W wvara tva dndligt-dimensionella vektorrum éver en
kropp k och lat o och B vara ordnade baser for V respektive W. Lat L: V — W
vara en linjir avbildning. Da dr L en isomorfi om och endast om matrisen [L]° dr
inverterbar. I detta fall har vi [L™']% = ([L]5)~".

«

Bevis. Av Lemma 4.4 har vi ett kommutativt diagram

vV L ew

| e

B
k,n [L]O‘ km

vilket direkt ger oss att [L]? #r inverterbar om och endast om L ér en isomorfi. [

4.2. Basbyte. Givet tva ordnade baser « och 3 for ett dndligt-dimensionellt vektorrum
V s& sag vi i Kapitel 2 att a och § har samma antal element dim V. Notera att om
V =W i Matrissatsen (Sats 3.5) s& kommer identiteten Iy : V' — V att avbildas pa
identitetsmatrisen om och endast om « = 3 som ordnade baser.

[ Definition 4.2. Matrisen [Iy/]? kallas basbytesmatrisen fran « till 3. ]

Basbytesmatrisen [I1/]? hjilper oss alltsa att uttrycka basen « i termer av basen f3.
Mycket riktigt, per definition har vi att

(V)5 = ([l [vals -+ [vals)

dér a = {vy,..., v, }.



Sats 4.7 (Basbyte). Lat V' wara ett vektorrum éver en kropp k med dndlig di-
mension n. Ldat o och 8 vara tvd ordnade baser for V. Da har vi att basbytes-
matrisen [Iy|5 dr inverterbar med invers [Iy]§ och for varje v € V. giller det att

[Iv]alvla = [v]s.

Bevis. Vi har [Iy]}[Iv]§ = [Iy]% vilket &r identitetsmatrisen. Det sista pastéaendet
foljer direkt fran Foljdsats 3.7. 0J

Diskussionsfragor

(1) (Jatteviktig!) Vad ar basbytesmatrisen fran en given bas {v1, ..., v,} C k"
till standardbasen for £™7
(2) Vad dr basbytesmatrisen mellan foljande baser for R3:

3 2 2 1 0 1
11,1-11,13 och O)1,(1],11 ?
4 0 7 1 1 0

Tips: anviand 16sningen till (1).

Exempel 4.3. Lat V vara vektorrummet av alla polynom i variabeln x med
koefficienter i R av grad hogst 2. Lat o = {2 — x + 322, 2 + 22,1 + 42%} och
B={1—2a2 2+ 1,1}. Vi vill nu bestimma basbytesmatrisen [Iy]2. Ett sitt att
gora detta &r att forst bestdimma [Iy];, och [Iy]5. Vi har

2 0 1 1 11
E=(-1 1 0] och [Rl5=[0 1 0
3 1 4 ~1.0 0




Vi kan nu hitta [Iy]5 genom [Iy]5 = [Iv|2[Iv]5, = ([Iv]5) "' [Iv]S. Vi hittar ([Iy]5)~"
genom radoperationer:

1 1 1]/1 0 0 1 0 11 -1 0
0 10010~ 0 100 1 0
-1 0 0]0 0 1 -1 0 0{0 0 1
10 1|1 -1 0
~1010]0 1 O
00 1|1 -1 1
10 0/0 0 -1
~1 0100 1 0
00 11 -1 1
Vi far da
00 -1\ /2 01 3 1 4
() 've=10 1 o |f-110]=[-1 1 o0
1 -1 1/)\3 14 6 0 5

Vi kan kontrollera att detta stimmer genom att notera att
2—z+32°=-3-(1—-2°)—1-(x+1)+6-(1)
r+2°=-1-(1—-2>)+1-(z+1)+0-(1)
l+42°=—4-(1—2*)+0-(z+1)+5-(1).
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