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6. Determinanter

Innan vi definierar determinanter i full generalitet, betrakta féljande exempel: Antag

att vi har en 2 x 2-matris
a b
a= (2 3)

och vi vill veta om A ar inverterbar, dvs. om det finns en matris B sadan att AB = I,
dar I ar identitetsmatrisen. Dvs, vi vill l6sa ekvationen

a b\ (e f ae+bg af + bh 10
AB:(C d) (g h):(ce+dg cf+dh):<0 1)21'

Knepet &r att definiera en funktion vi kallar determinanten:

det: ngg(k‘) — k’,

a b
A= (C d) — det(A) :=ad — bc.

Notera att det(AB) = (ae +bg)(cf + dh) — (af + bh)(ce + dg) = (ad — bc)(eh — fg) =
det(A) det(B), vilket visar att determinanten har den 6nskade egenskapen att den &r
multiplikativ. Detta innebér att om AB = [ sa maste det(A) det(B) = det(I) = 1, dvs.
det(A) # 0. A andra sidan, om det(A) # 0, sa kan vi 16sa ekvationen AB = I genom

att satta
1 d —=b
B:
e (e o)

vilket ger oss AB = I. Med andra ord, A &r inverterbar om och endast om det(A) # 0.

6.1. Definition av determinanter. Lat oss nu generalisera denna definition till
n X n-matriser. Vi kommer forst att definiera funktioner D;, DT : M, (k) — k for
varje 1 <14 < n och sedan visa att de &r lika, dvs. att D; = DI och att de ej beror pa
1.

Definition 6.1. Lat A = (a;;) € M,x,(k) vara en n x n-matris. Fér varje
1 <14,j <n definierar vi A;; som den (n — 1) X (n — 1)-matris som fas genom att
ta bort rad 7 och kolumn j fran A. For n = 1 definierar vi D;(A) = DT(A) = ay;.



For n > 2 definierar vi

Di(A) =Y (-1)™ayDi(Ay)
j=1
och
D (A) = Dy(A").
Slutligen definierar vi determinanten av A som

det(A) = D(A) = |A| = Dy (A).

Sats 6.1 (Multilinjéritet). Funktionen det: M, x,(k) — k dar linjdr i varje rad
(och varje kolumn), dvs. om A € My, (k) har formen:

al ai a2 T Q1n
1
21 22 T QA2p

A= ﬁf + (:B;F =

a1 +cbin ap +chg ccr aip +chip
—T
a
n an1 (7%) e Ann
a1 @2 -+ a+cby oo aig
. - — _ a1 Qg2 -+ g+ chy c- agy,
A:(al ai+6bi an): .
An1 Ap2 - 7% + (jbni e Ann
for nagot ¢ € k sa gdller att
ay; a2 - Aip @11 a2 -+ Aip
Q21 Q22 -  QA2p 21 Q22 -+  Q2n
det(A) =det | ~ ' | +edet | [
(€7 7 N ¢ 77) b b2 - by
Ap1 QAp2 - Apn Ap1 Ap2 ¢ Ann
a1 Az - Ay ottt Qin a1 @iz - by o ai,
Q21 Qg2 -+ Ag; -+ Q2n a1 gy -+ by -+ agy

det | . . . .| +cdet

Qp1 Ap2 - Api Qpn Qp1 Ap2 - bni T Qpn
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Bewis. Vi anvinder induktion 6ver n. Basfallet n = 1 &r trivialt. Antag att n > 1 och
att pastaendet géller for (n — 1) X (n — 1)-matriser. Antag att A och B &r identiska
forutom i rad ¢. Om ¢ = 1 sa har vi

det(A) =Y " (=1)"* (ay; + cby;) det(Ay;) |
j=1
eftersom Elj inte andras d& vi andrar rad 11 A. Om 7 > 1 s har vi

n

det(A) = > (=1)"ay; det(Ay;).

j=1

och enligt induktionsantagandet géller sa har vi

Q21 Q22 -+ A2(j—1) A2(j+1) - Q2n
det(A1j> = det ;1 Qg9 0 Ai(j—1)  QAiG+1) - Qin
Ap1 Gp2 - Ap(j-1) OGnp(+1) " Gnpn
Qg1 Q22 -+ Ag2(j—1) QA2(j+1) - Q2p
+ecdet | by bio oo big—1y bigeny o bin
Ap1 Gp2 - Ap(j—1) Gp(j+1) °°°  Gnpn
Detta ger att
aix G2 - dip a1 G2 - QAin
Q21 Q22 - Q2p Q21 G2 -+  A2p
det(A) =det | =~ - | +cdet
;1 Q32 - Qip bipn  biz -+ by
Qp1 Ap2 - Anp Ap1 Qp2 - Qpn

Det aterstar att bevisa linjéritet i varje kolumn. Fallet n = 1 &r igen trivialt. Antag
att n > 1 och att pastaendet géller for (n — 1) x (n — 1)-matriser. Antag att A och B
ar identiska férutom i kolumn /. Vi har

det(A) = (ay + cby) det(Ay) + Y (=1)ay; det(Ay),
J#



och av induktionsantagandet géller

ay Qi v Ay ot Arg-1)  G1Gj+1) 0 Gin
det(;{\lj) — det CL'21 a?2 ce (1,.21 N a2(j.-_1) a2(j'»+1) Ce Qop,
I R T s VR

aip aig - b1[ Ceeooai-1) Qi+l o Qg

+ cdet a9 CL‘QQ . bzl e a2(]"—1) a2(7:+1) “e Aoy,

p1 QAna -+ by ve An(j—1) On(G+1) *°° Qnn

om j # . Det foljer att

aij; @iz - Ay ottt Qip a1 ayp -+ by -+ am
det(A) = det | 7“2 T e | T b wee o

Qp1 Qp2 -+ Apl - App Qp1 Qp2 - bn/l T Gpp
Vi har ddrmed visat att det ar linjér i varje rad och varje kolumn. O

Exempel 6.1. Lat

1 20
A=1|0 1 4
5 30
1 0
Vi kan uttrycka andra kolumnen som 2 { O | + | 1 | och verifiera multilinjariteten
0 3
genom att berdkna
1 00 120
(é 3)+2det<(5) é)zdet 0 1 4] +2det|{0 0 4
5 3 0 5 00

Foljdsats 6.2 (Determinant-med-nollrad). Om A dr en n x n-matris med en rad
eller en kolumn bestar enbart av nollor, sd dr det(A) = 0.

Bewvis. Ovning,. O



Sats 6.3 (Kofaktorutveckling-langs-en-rad). Lit A € M, «,(k) vara en n x n-
matris. Da gdller att

det(A) = D;(A)
for alla1 <1 <n.

Bewvis. Vi kan anta att n > 2 eftersom fallet n = 1 ar trivialt. Fallet ¢ = 1 ar klart
per definition sa vi antar ocksa att ¢ > 1. Skriv radvektor ¢ som en linjarkombination
Z?Zl a;je; dar e; ar vektorn med 1 i position j och nollor annars. Da har vi av
multilinjéritet (Sats 6.1) att

Di(A) = a;;det(A(ij))
j=1
dér A(ij) &r matrisen vi far genom att byta ut ite raden i A mot basvektorn e;. Vi

-~

behover dérfor visa att det(A(ij)) = (—1)""7 det(4;;). Vi anvander induktion 6ver n.
Basfallet n = 2 ar enkelt att visa, vilket vi [imnar som 6vning. Antag nu att n > 2
och att pastaendet &r sant for (n — 1) x (n — 1)-matriser. Notera forst att

j—1 o n—1 —
det(AU) = Z(—l)lJrlau det ((Aij)ll> + Z<—1)Z(I1(l+1) det <<Aij)1l> .
=1 1=j
Induktionsantagandet och Foljdsats 6.2 ger oss da att

det(Ay(i(j — 1)) = (—=1)7 det (@U) oml<j,
det(A(ij),) = 4 0 oml=j,

—_—

det(;{\ll(’lj)) = (—1)i+j+1 det ((A\ij>1(l—1)> om [ > j .

och vi far da att

det(A(i)) = 3 (1) ay, det(A(ij),)

—_

oL e~

(_ 1>1+l+i+ja1l det

(A\Zj)u> + Z (—1)l+i+ja1l det ((A\ij)l(ll))

o~
I

<
_

— n—1 —
(_1)1+l+i+ja1l det ((Az’j)ll> + Z(—1)1+l+z+]al(l+l) det ((Aij)ll>
=1 l=j

l



Det foljer nu att

n n

det(A) = " a;;det(A(if)) = Y _(—1)"a;; det(A;;) = Di(A). O

=1 j=1

Visa att om F,, E, och Ej ar elementdra matriser av typ 1, 2 respektive 3, och
E, multiplicerar en rad med skaldren A sa har vi det(E;) = —1, det(Es) = A och
det(Eg) =1.

Foljdsats 6.4 (Determinant-och-ofullstandig-rang). Om A € M, (k) har rang
tk(A) <n, sd dr det(A) = 0.

Bevis. Antag att n > 1. Vi visar forst att det(A) = 0 om A har tva identiska rader:
Antag att rad i och j ar identiska. Basfallet n = 2 &r trivialt, sa vi antar att n > 2.
Antag att pastaendet galler for (n — 1) x (n — 1)-matris med tva identiska rader. Vi
kan nu anvianda kofaktorutveckling léngs en rad som ej &r ¢ eller j och av induktion &r
varje term i kofaktorutvecklingen lika med noll (eftersom varje sddan term involverar
en determinant av en (n — 1) x (n — 1)-matris med tva identiska rader). Vi har alltsa
visat att det(A) = 0 och vi har fullf5ljt induktionssteget.

Antag nu att A ar en godtycklig n x n-matris med rk(A) < n. Da finns det en rad i
som &r en linjirkombination av de andra raderna. Av multilinjéritet (Sats 6.1) kan vi
da skriva det(A) som en summa av termer dér varje term involverar en determinant
av en matris med tva identiska rader. Eftersom varje sadan term &r lika med noll sa

ar det(A) = 0. O

6.2. Multiplikativitet och inverterbarhet. Vi ska nu titta pa fler egenskaper hos
determinanter och se hur determinanter forhaller sig till inverterbarhet hos matriser.

Lemma 6.5. Lit E, B € M,y,(k) vara tva matriser dir E dr elementdr. Da
galler att
det(EB) = det(E) det(B) .

Bewvis. Av Ovning 6.1 sa ricker det att visa att en radoperation av typ 1, 2 respektive
3 (typ 2 med skaldr \) pa matrisen B dndrar det(B) med en faktor —1, A respektive 1.



Fallet med typ 1 foljer av induktion (alternativt av multilinjaritet). Basfallet n = 2
ar trivialt, sa vi antar att n > 2. Antag att pastaendet géller for (n—1) x (n—1)-matris
med en radoperation av typ 1. Vi kan nu anvianda kofaktorutveckling langs en rad som
ej ar den som andras. Varje term i kofaktorutvecklingen involverar en determinant av
en (n — 1) x (n — 1)-matris med en radoperation av typ 1, vilket ger oss den 6nskade
faktorn —1 i varje term, dvs. det(B’) = — det(B).

Fallet med typ 2 foljer genom radutveckling lings den rad som multiplicerats med
A och bryta ut A frin summan som erhalls. Detta ger da det(B’) = A det(B).

Fallet med typ 3 foljer &ven det av induktion. Basfallet n = 2 &r en enkel berédkning
sd vi antar att n > 2. Antag att pastaendet géller for (n — 1) x (n — 1)-matris
med en radoperation av typ 3. Vi kan nu anvinda kofaktorutveckling ldngs en rad
som ej dndrats och som lagts till en annan rad. Varje term i kofaktorutvecklingen
involverar en determinant av en (n — 1) X (n — 1)-matris med en radoperation av typ
3, vilken av induktionsantagandet sammanfaller determinanten av samma matris utan
radoperationen. Dérav far vi det(B’) = det(B). O

Sats 6.6 (Multiplikativitet). Lt A, B € My,x,(k) vara tva matriser. Dd gdller att
det(AB) = det(A) det(B) .

Bevis. Om A eller B har ofullstdndig rang sa foljer resultatet av Foljdsats 6.4
[Determinant-och-ofullstdndig-rang]. Antag nu att A och B &ar inverterbara matriser.
Da &r A och B bada produkter av elementira matriser. Med andra ord sa récker det
att visa att pastaendet géller da A ar en elementir matris, men detta vet vi redan &r
sant av Lemma 6.5. OJ

Foljdsats 6.7 (Kofaktorutveckling-langs-en-kolumn). Om A € M, (k) sd har vi
det(A) = D] (A) for alla 1 < j < n.

Bevis. Av Foljdsats 5.6 har A samma rang som A” och av Féljdsats 6.4 [Determinant-
och-ofullstandig-rang| foljer det att pastaendet ar sant da A ej har full rang, dvs, da
A ej ar inverterbar. Vi kan darfér anta att A ar inverterbar och darmed en produkt
av elementéra matriser (Foljdsats 5.4 [Elementér-generering|): A = Ej--- ExEy. Vi



har da av Sats 6.6 [Multiplikativitet-hos-determinanter] och Ovning 3.3 att

= det(Ey) - - - det(Ey) det(E4)

= det(E}) - - - det(E]) det(EY)

=det(ETE] --- El)

= det(A”). O

Sats 6.8 (Inverterbarhet). Lit A € M, (k) vara en matris. Da gdller att
A dr inverterbar <= det(A) #0.

Vidare har vi att om A dr inverterbar s dr det(A™') = det(A)~!.

Beuvis. Antag forst att A ar inverterbar. Da finns det en matris B sadan att AB = [.
Vi har da
det(AB) = det(I) = 1.
Eftersom determinanten ar multiplikativ sa har vi
det(A)det(B) =1.

Det foljer att det(A) # 0.

Antag nu att det(A) # 0. Da har A full rang (Foéljdsats 6.4) och &r dérmed
inverterbar (Foljdsats 5.7). Det sista pastaendet i satsen foljer av multiplikativiteten
hos determinanten. O

Vi ska nu ge en formel for inversen av en inverterbar matris med hjélp av determi-
nanter.

Definition 6.2. Lat A vara en n X n-matris och 1at A\ij vara matrisen som fas
genom att ta bort rad ¢ och kolumn j fran A. Da definierar vi den klassiska
adjunkten eller komplementmatrisen av A som

det(A;;) —det(Ay) oo (=1)"det(An)
adj(A) = —det:(A\m) det(:gm) (—1)2+":det(;1\n2)
(1)1 det(Ar,) (—1)"*2det(As,) -+ (—=1)"*"det(A,)
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Sats 6.9 (Invers-formel). Om A € M, (k) dar inverterbar sa gdller att
1
~ det(A)

A™! adj(A).

Bevis. Om vi multiplicerar rad i i A med kolumn 7 i adj(A) sa ser vi direkt att
resultatet &r det(A) (kofaktorutveckling langs rad i). Om vi istdllet multiplicerar
rad i i A med kolumn j i adj(A) for ¢ # j sa ser vi att resultatet dr noll eftersom
detta sammanfaller med kofaktorutveckling langs rad ¢ i den matris vi far fran A
genom att byta ut rad j mot rad ¢, dvs. en matris med tva lika rader. Det foljer att
Aadj(A) = det(A)I. O

Foljdsats 6.10 (Cramers-regel). Givet ett linjdart ekvationssystem Ax = b ddr
A € Myxn(k) dr inverterbar och b € k™ sd ges den unika losningen av

_ det(4))
YT det(A)

ddar A; dr matrisen som fas genom att byta ut kolumn j i A mot vektorn b.

Beuis. Sats 6.9 [Invers-formel| ger oss att z = A7'b = #(A) adj(A)b. Om vi tittar pa
rad 7 1 adj(A)b s& ser vi att detta &r lika med det(A;) enligt kofaktorutveckling langs
kolumn ¢. O

Diskussionsfragor

(1) Anvénd Cramers regel for att l6sa ekvationssystemet
233'1 — 333'3 = 1l
xrq + 2.T2 =6

(2) Vad é&r den klassiska adjunkten av matrisen

a b
pr— ?
A < d).
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