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7. Egenvarden och egenvektorer

Om vi betraktar en linjar avbildning L: V' — V fran ett vektorrum till sig sjalvt
sa kan vi fraga oss om det finns en ordnad bas for V' i vilken matrisrepresentationen
for L ar diagonal. Om sa &r fallet sa ar nésta fraga hur vi i sa fall hittar denna bas.
For att svara pa dessa fragor behover vi forst introducera begreppen egenvirden och
egenvektorer.

7.1. Egenvirden och egenvektorer. Vi kommer nu att fokusera pa linjara avbild-
ningar fran ett vektorrum till sig sjalvt.

Definition 7.1. En linjar avbildning L: V' — V kallas for en operator pa V.
Identitetsoperatorn pa V' betecknas I.

Kom ihag att varje n x n-matris kan betraktas som en operator pa k™ genom
matris-vektor-multiplikation och matrisrepresentationen till en operator med avseende
pa en bas ar alltid en kvadratisk matris. Darfor géller varje definition och sats som ror
linjéra operatorer dven for kvadratiska matriser.

Definition 7.2. En operator L: V' — V kallas diagonaliserbar om det finns en
ordnad bas « for V sa att matrisen [L], dr diagonal.

Notera att om en operator adr diagonal i en bas sa bevarar den riktningen av
basvektorerna, dvs. varje basvektor v; i a uppfyller L(v;) = \v; for nagon skaldr \;.

1 -1
definierar en operator pa R? men ocksa pa C%. Som operator pa R? &r den inte

diagonaliserbar eftersom den roterar alla vektorer i R? 45 grader moturs kring
origo (och dndrar dess lingd). Alltsd bevaras ingen riktning i R?. Som operator

Exempel 7.1. Matrisen




pa C? ér den diremot diagonaliserbar'
1 -1 =1 49
1 1 141
1 -1
1 1 1 —1
1),

Detta innebér att om vi ValJer basen 8 = {(i,
A i denna bas diagonal:

(1+414) ( ) ,
(1—1) ( ) .
—i1,1)} for C? s& ér matrisen for

= (7 192»)-

Definition 7.3. Lat L: V — V vara en linjir avbildning. Om L(v) = A\v for en
nollskild vektor v € V och A € k sa kallas A for ett egenvdrde till L och v kallas
for en egenvektor till L.

. J

Diskussionsfragor

Betrakta matrisen A i Exempel 7.1. Vilka egenviarden har A betraktat som
(1) en operator pa R??
(2) en operator pa C??

Om vi skriver om ekvationen L(v) = Av som (L — A )v = 0, dér I ar identi-
tetsavbildningen, sa dr méngden av egenvektorerna till L med egenvirde A precis
ker(L — AI) \ {0}. Det vi da forst behover underséka édr nér operatorn (L — \I) dver-
huvudtaget har en icke-trivial kérna. Detta sker precis nér (L — AI) ej &r inverterbar,
dvs nér det([L — A]z) = 0 for varje ordnad bas  for V. For att hitta alla egenviirden
A behover vi alltsa 16sa ekvationen det([L — xI]z) = 0, dér = &r en obekant.

Sats 7.1 (Basoberoende for karaktéristiskt polynom). Polynomet det([L — xI]z)
ar oberoende av valet av bas (3.

Beuvis. Givet en annan ordnad bas  sa har vi att

L —aI], = (1)L — 2L][1]7,

v



och

det([L — =1],) = det(([1]3) ") det([L — x1]5) det([1]5)
= det([1)2) " det([L — xI]) det([1]?)
=det([L — z1]p).

Definition 7.4. Lat L: V — V vara en operator och 8 en ordnad bas for V.

Det karakteristiska polynomet fér L &r polynomet pp(z) = det([L]z — zI) =
det([L — z1]g).

Vi har alltsa att egenvéirdena for L ar precis de skaldrer A som ar rotter till det
karakteristiska polynomet py(x). Nér vi hittat alla 16sningar till ekvationen py(z) =0
sa kan vi sedan hitta de tillhérande egenvektorerna till egenvirdet A genom att hitta

kirnan till (L — \I).

Vs

Exempel 7.2. Pa k? har vi operatorn som i standardbasen representeras av

matrisen
1 4
M= (2 3).

Vi har da att det karaktéristiska polynomet ar

det (1;”“" fo> _ (1—2)B—1)— (2)(4) =2 — 4z — b

vilket har rotter A\; = 5 och Ay = —1. Dessa ar alltsa egenvirdena till M.
For att hitta motsvarande egenvektorer sa loser vi ekvationerna (M — 51)v = 0
och (M + I)v = 0. Kérnan till

-4 4 . 2 4
(M —-5I) = ( 9 _2) respektive (M + ) = (2 4)

spanns upp av v; = (}) respektive vy = <_21), vilka alltsa &dr egenvektorer

tillhérande egenviardena A\ = 5 respektive Ay = —1. Inversen till matrisen P =

1 2
1 _1)8esav

N




och vi har att

Exempel 7.3. Lat V vara vektorrummet av polynom av grad hogst 2. Lat
L:V — V vara en linjir avbildning som ges av L(p(z)) = p/(x), dar p'(x)
ar derivatan av p(x). Eftersom derivatan sénker graden av polynomet s finns
endast ett egenvirde till L, ndmligen 0, och alla konstanta, noll-skilda polynom &r
egenvektorer till L. Alltsa ar L inte diagonaliserbar. Vi kan ocksa se detta genom
att betrakta matrisen till L i basen {1, z, 2%}
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bl

vars karaktaristiska polynom ar —z
Dvs, det enda egenvérdet till L ar 0.

som endast har roten 0 med multiplicitet 3.

N

Sats 7.2 (Karaktérisering av diagonaliserbarhet). En operator L: V — V dr
diagonaliserbar om och endast om det finns en ordnad bas av egenvektorer till L.
Om « dr en sidan bas sa dr matrisen [L]% diagonal med egenvirdena pa diagonalen.

Bevis. Ovning. U

Diskussionsfragor

(1) Hur manga egenvérden kan en operator pa ett n-dimensionellt vektorrum
ha som mest?

(2) Ar varje egenvektor till en operator unik?

(3) Ar egenviirdena till en operator alltid reella?

(4) Finns det alltid en bas av egenvektorer till en operator?
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