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8. Diagonalisering och Cayley—Hamiltons sats

Vi ska nu titta pa generella kriterier for diagonaliserbarhet av linjéra operatorer.

Sats 8.1 (Linjart oberoende av egenvektorer). Om Ay, ..., A, dar olika egenvirden
till en operator L:V — V' sa dr de tillhérande egenvektorerna linjart oberoende.

Bewis. Vi anvander induktion 6ver n. For n = 1 ar pastaendet uppenbart. Antag att
pastaendet géller for n — 1 och lat vy, ..., v, vara egenvektorer tillhérande de olika
egenviardena Ay, ..., \,. Antag att det finns skalarer a4, ..., a, sadana att

a1V + agvy + ...+ a,v, = 0.

Lat A, vara egenvirdet for v,. Om vi applicerar L — A\, I pa bada sidor far vi:

al(/\l — /\n)vl + (lg()\g — )\n)vg 4+ ...+ an(/\n — /\n>vn = 0 .

Eftersom {vy,...,v,_1} ar linjart oberoende och egenvirdena alla &r olika s& far vi
att a1 = as = ... = a,_1 = 0. Men da maste dven a,, = 0. Darmed ar vy, ..., v, linjart
oberoende. O

Foljdsats 8.2 (Kriterium for diagonaliserbarhet). Om en operator L: V — V
har n = dimV olika egenvdrden sa dar L diagonaliserbar.

Bevis. Ovning. U

Diskussionsfragor

(1) Kan du ge ett exempel pa en operator som dr diagonaliserbar men inte
har n = dim(V') olika egenvérden?
(2) Kan du ge ett exempel péa en operator som inte ar diagonaliserbar?



Definition 8.1. Om \ ir ett egenvérde till en operator L sa definierar vi egen-
rummet tillhorande A som delrummet

E\ =ker(L — ).

Om det karaktéristiska polynomet py (z) till en operator L splittrar i linjéra faktorer:
pr(z) = £(z — M) — X)) - (= N)

sa kan samma rot A forekomma flera ganger, dvs. A = \; for mer &n ett ¢, d&ven om L
ar diagonaliserbar (t.ex. giller detta for identitetsavbildningen).

A andra sidan kan vi tala om dimensionen av egenrummet E\. Detta leder oss till
att definiera tva typer av multiplicitet:

e N\

Definition 8.2. Lat L vara en operator pa ett dndligt-dimensionellt vektorrum
V och lat \ vara ett egenvérde till L.

e Den algebraiska multipliciteten m,(\) av ett egenvarde A\ ar det storsta
positiva heltalet m sadant att (z — A\)™ &r en faktor av det karaktéristiska
polynomet py (z).

e Den geometriska multipliciteten my(\) av A &r dimensionen av egenrummet

E,.
Exempel 8.1. Nir k = C sa splittrar varje polynom i linjara faktorer (algebrans
fundamentalsats).

Lemma 8.3. Om A dr ett egenvdrde till en operator L sa gdller att
ma(A) > mg(A) > 1.

Bews. Lat A\ vara ett egenvarde till L och vélj en ordnad bas fér E). Denna kan
utvidgas till en ordnad bas for V. I denna bas har vi att matrisen fér L har formen

Mox
0 B/’
och determinanten av L — xI ar alltsé

det(L — x]) = det ((/\ —()I)I B j xl) = ()\ — I)mg()\) det(B — SCI) . O



Vi dr nu redo att ge ett nddvandigt och tillrackligt villkor for diagonaliserbarhet.

Sats 8.4. Lat L vara en operator pa ett dndligt-dimensionellt vektorrum V' med
dim V' = n. Antag att det karaktaristiska polynomet py(x) splittrar i linjira faktorer.
Da dr foljande pastaenden ekvivalenta:

(1) L dr diagonaliserbar.
(2) ma(X) = my(A) for varje egenvirde .

Bevis. Antag att L dr diagonaliserbar. Da finns en ordnad bas § for V' sa att [L]s
ar diagonal. Den geometriska multipliciteten av ett egenviarde A &r da antalet ganger
A forekommer pa diagonalen, vilket ar lika med den algebraiska multipliciteten av
A eftersom det karaktéristiska polynomet da &r [[,(A — =) dér produkten &r Gver
diagonalelementen i [L]s.

A andra sidan, anta att m,(\) = m,()\) for varje egenvirde . Eftersom det
karaktéristiska polynomet har grad ), m,(\) = n si ér summan av egenrummens
dimensioner lika med n och vi kan vélja en ordnad bas fér V' bestaende av vektorer
fran egenrummen (|Linjért-oberoende-egenvektorer| Sats 8.1). O

Diskussionsfragor

Vilka av foljande matriser &r diagonaliserbara éver R respektive C?

8.1. Cayley—Hamiltons sats. Vi ska nu bevisa en klassisk sats inom linjar alge-
bra, namligen Cayley—Hamiltons sats som séger att varje operator L pa ett andligt-
dimensionellt vektorrum V uppfyller sin egen karaktéristiska ekvation, det vill sédga
pr(L) = 0 (nolloperatorn) déar py(z) &r det karaktéristiska polynomet for L. Detta
har en rad viktiga tilliampningar, inte minst inom talteori och algebraisk geometri (se
denna lank).

Innan vi bevisar denna sats behover vi tva hjilpsatser:


https://mathoverflow.net/questions/232132/applications-of-the-cayley-hamilton-theorem

Lemma 8.5. Om W C V' dr ett invariant delrum under L, det vill siga L(W') C
W, sd gdller att det karaktaristiska polynomet till restriktionen Lly : W — W
delar det karaktdristiska polynomet till L.

Bevis. Vilj en ordnad bas Sy, for W och utvidga denna till en ordnad bas £ for V. 1
denna bas har vi att matrisen for L har formen

A B
= (5 ¢)
dér A = [L|w]g, . Ddrmed ar

pr(r) = det([L] — 1)

A—zl B
_det< 0 O—:c1>

= det(A — zI) det(C' — z1)
= D)y () det(C — 21). O

( 1\

Lemma 8.6. Lit L: V — V wara en operator pa ett dndligt-dimensionellt vektor-
rum V. Lit v € V wvara en icke-nollvektor och sitt W = Span(v, L(v), L*(v),...).
Om dimW = m sd dr {v, L(v),..., L™ (v)} en bas for W och om ag, ..., Gm_1
ar den unika losningen till ekvationen

agv + a1 L(v) + -+ + @ L™ Hw) + L™(v) = 0

sd dr (—=1)™(ap + a1 + - - + ap_12™ 1+ 2™) = 0 det karaktiristiska polynomet

(& J

Beuis. Eftersom dim W = m sa dr {v, L(v),..., L™ *(v)} linjart oberoende och dér-
med en bas f6r W. I denna bas har vi att matrisen for L|y ar

000 -+ 0 —q
100 -+ 0 —a
[Llw]s = 010 --- 0 —ay
000 --- 1 —ay_1

Déarmed &r det karaktéristiska polynomet

Pry () = det([Llw]g — 1) = (=1)"(ao + a1 + asx® + -+ a, ™+ ™). O



Vi dr nu redo att bevisa Cayley—Hamiltons sats.

Sats 8.7 (Cayley—Hamiltons sats). Lat L: V — V wvara en operator pa ett dandligt-
dimensionellt vektorrum V. Om pr(x) dr det karaktdristiska polynomet for L sa
galler att pr(L) = 0.

Bevis. Om V = {0} sa ar pastaendet uppenbart. VAlj en icke-nollvektor v € V' och
sitt W = Span(v, L(v), L*(v),...). D& & W ett invariant delrum under L och om
dim W = m s ér {v, L(v),..., L™ '(v)} en bas for W. Om ay, ..., a,,_ 1 ir den unika
l6sningen till ekvationen
agv + a1 L(v) + -+ + @y L™ ) + L™(v) = 0

sé dr (—=1)™(ap + a1z + -+ + 1™ + 2™) det karaktiristiska polynomet for L]y
vilket delar py(z). Diarmed finns ett polynom ¢(z) s& att pp(z) = ¢(x)(—1)™(ap +
1T+ + Ay 2™ 4 2™). Detta ger da att

pr(L)(v) = q(L)(=1)™(aol + &1L + -+ + @y L™ + L™)(v) = 0. m

e )

Exempel 8.2. Lat L: R? — R? vara den linjéira avbildning som i standardbasen
€ representeras av matrisen
1 2
A= (0 3) .

Det karaktéristiska polynomet ér pr(z) = (1 — z)(3 — ) och vi har att

=00 C DIEH-C )
-(02)( 9)=06 o)

. J

Visa att operatorn L pa R? som i standardbasen ¢ representeras av matrisen

a=(1 7)

uppfyller pr (L) = 0, genom att berdkna matrisen py(A) = [pr(L)]..

(& J
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