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9. Imre produkt och Gram—Schmidts metod

En viktig egenskap hos det euklidiska rummet R™ &r att vi har en inre produkt:
(v,w) = vTw = Z VW;
i=1

Denna inre produkt hjélper oss att méata avstand och vinklar genom att projicera
vektorer pa varandra. I detta kapitel ska vi axiomatisera begreppet inre produkt sa
att vi kan anvianda begreppet for mer generella vektorrum.

9.1. Inre produkt. Fran och med nu antar vi att k ar antingen R eller C. Detta
for att vi kommer att anvinda oss av komplex konjugering; a + bi = a — bi (vilket &r
identiteten pa R).
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Definition 9.1. En inre produkt pa ett vektorrum V 6ver k ar en avbildning
(-,): VXV — k som ér:

(1) Symmetrisk: (v, w) = (w,v) for alla v,w € V.
(2) Linjér: (av + bu,w) = a(v,w) + b{u, w) for alla u,v,w € V och a,b € k.
(3) Positivt definit: (v,v) >0 for allav € V, v # 0.

Ett vektorrum med en inre produkt kallas for ett inre produktrum.
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Diskussionsfragor

(1) Hur ser linjariteten ut i andra argumentet?

(2) Varfor ar (v,v) reellt for alla v € V7

(3) Ar den vanliga inre produkten pa R™ en inre produkt enligt denna defini-
tion?

Exempel 9.1. Betrakta vektorrummet k[z| av polynom med koefficienter i k. Vi
kan definiera en inre produkt pa detta rum genom

(f, ) = / f(2)9(@) de

for alla f, g € k[z], ddr [a, b] &r ett intervall i R.
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Exempel 9.2. Vektorrummet av 2 X 2-matriser kan ges en inre produkt genom

ai; G2 bii b2\ \ _ tr [ (G G2 bii b2\ _ b

agr azz ) \ba Do a1y G3) \ba1 Do v v
for alla (a;;), (bij) € Maxo(k), dar A* dr det Hermiteska (komplexkonjugerade)
transponatet av A och tr betecknar sparet av en matris. Denna definition fungerar

inte bara for n = 2 utan for godtyckliga n och kallas Frobenius inre produkt.
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Lat V vara ett inre produktrum o6ver k. Om vy, v9,v3 € V och a € k, visa att
foljande likheter géller:

(1) (v1,0) = (0,v1) =0,
) (v1,v1) =0 om och endast om v; =0,
) (v1, vy + v3) = (v1,v9) + (v1,v3),
) (
) O

v1, ave) = a(vy, U) ,
m (vq,ve) = (vq,v3) for alla vy € V 88 &r v = v3.
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Definition 9.2. Lat V vara ett inre produktrum 6ver £ och lat v, w vara vektorer
i V. Vi definierar projektionen av v pa w som
(v, w)

proj,, v = —<w’, )

Givet en inre produkt kan vi definiera lingden eller normen av en vektor:

Definition 9.3. Lat V vara ett inre produktrum 6ver k. Vi definierar normen av
en vektor v € V som
[oll = v/{v, ).

Sats 9.1 (Normens egenskaper). Lit V vara ett inre produktrum dver k. Da gdller
foljande egenskaper for normen:

(1) ||v]] >0 for alla v € V, och ||v]| =0 om och endast om v = 0.

(2) llav|| = |a|||v]| for allav € V och a € k.



(3) (Cauchy-Schwarz olikhet) |(v,w)| < ||v||||w]| for alla v,w € V', med likhet
om och endast om v och w ar linjart beroende.
(4) (Triangelolikheten) ||v 4+ wl|| < ||v]| + ||Jw|| for alla v,w € V.

Beuwis. De forsta tva egenskaperna lamnar vi som 6vning att bevisa. For att bevisa
Cauchy—Schwarz olikhet sa tittar vi pa v — proj,, v:

0 < [lv — proj, v||
= (v — proj,, v,v — proj,, v)

= <U7 U) - <U7 pI'ij U) - <pr0jw U, U> + <pI'ij U, pI‘ij U>

= o1P = ({2 o) = {2 o) ()

(w, w) (w,w) (w, w)

vilket bevisar olikheten eftersom ||v]|, ||w]|| och |(v,w)| alla &r icke-negativa reella tal.
Med hjalp av Cauchy—Schwarz olikhet kan vi nu bevisa triangelolikheten:

v+ w||* = (v+w,v + w)
= (v,0) + (v, w) + (v, ) + (w, w)
= [|o]|* + 2Re((v, w)) + [Jw]®
< oll* + 2[(v, w)| + [Jw]f?

< lloll* + 2lvllllwl + llwl® = (ol + llwl)*. 0
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Definition 9.4. Tva vektorer v, w i ett inre produktrum V' ségs vara ortogonala
om (v,w) = 0. En delméngd av V' ségs vara ortogonal om alla par av olika vektorer
i delmangden ar ortogonala. En delméangd av V' ségs vara ortonormal om den &r
ortogonal och alla vektorer i delmangden har norm 1.
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Exempel 9.3. Vektorerna 1 och = dr ortogonala i inre produktrummet R[z] med
inre produkten (f, g) = f_ll f(x)g(x) dx eftersom

1 2211
<1,x):/ 1 -zdr = {—} =0.
» 2|




Delméngden {1, z} &r ortogonal och delméngden {\%, \/gx} ar ortonormal. T.ex.

har vi
5 | ! 5\ 3 [t 3 2
\/jx :/ -z dm:—/ 2dr==-==1.
2 _1 2 2), 2 3

9.2. Gram—Schmidts metod. Gram—Schmidts metod &r en algoritm fér att omvand-
la en uppriknelig méngd linjért oberoende vektorer {vy,vq, ...} i ett inre produktrum
till en ortogonal /ortonormal bas fér Span(vy,vs...). I synnerhet, givet en ordnad
uppraknelig bas § for ett inre produktrum V' sa kan vi anvinda Gram-Schmidts metod
for att omvandla 3 till en uppriknelig ortogonal /ortonormal bas for V.

Vi bérjar med en sats som beskriver hur man, givet en méngd linjért oberoende
vektorer {vy,vs,...} och w € Span(vy, v, ... ), kan hitta den unika beskrivningen av
w som en linjarkombination av element i {vy, vy, ... }.

Sats 9.2 (Projektion pa bas). Ldt V wvara ett inre produktrum och ldt 5 vara en
ortogonal bas for V.. For varje v € V' sd har vi att (v,w) = 0 for alla utom dndligt

manga w € B och
_ o (vw)
U= 2 furu)”

weS

(detta dr alltsa en dndlig summa,).

Bevis. Av Sats 2.2 [Karaktarisering av bas| vet vi att varje v € V' kan skrivas som en
linjdrkombination av (dndligt ménga) vektorer i 5 pa ett unikt sétt:

V= a1wy + oWy + - - + G Wy, .

Vi far da att

<U7 wi)
F—w; = a;w
<wi7 wl>
vilket ger att
g <<U’w>>w:a1w1+a2w2+---+&nwn=v. U
w, w
we B !

Foljdsats 9.3. Varje ortogonal delmdingd av ett inre produktrum, bestiende av
nollskilda vektorer, dar linjart oberoende.



Idén bakom Gram—Schmidts metod &r att, givet en bas pa formen {vy, v, ...},
successivt ortogonalisera vektorerna vy, vo, ... genom att subtrahera projektioner pa
de tidigare vektorerna.

Sats 9.4 (Gram-Schmidts metod). Lat V' vara ett inre produktrum och {vy,va, ...}
vara en bas for V. Definiera nu u; = vy och

i—1
g = S S0t}

Dé dr {uy,us, ...} en ortogonal bas for V' (och {||lus|| " uq, ||ua|| tua,. ..} en orto-
normal bas for V).

Bevis. Antag att vi redan ortogonaliserat vy, ..., v,_; for nagot positivt heltal n > 2.
Vi visar nu att u,, ar ortogonal mot uy,...,u,_1. Vi har
n—1
(U, Us)
Up, Uj) = {(Up, Uj) — Ui, U
ms16) = (o) = 3 2 )
Eftersom wuy, ..., u,_1 dr ortogonala sa &r (u;, u;) = 0 for ¢ # j. Vi far da
(Un, 1)
(u,u~>:<v,u)— < '7u'>_0
ny Uj n, Uj (4, u;) > Uj
Detta visar att u, &r ortogonal mot wy,...,u,_; och dédrmed &r {uj,us,...} en
ortogonal bas for V. U

Anvind Gram-Schmidts metod for att hitta en ortonormal bas for k[z]<3 om vi
startar med basen {1, x,z% z3}.

9.3. Matrisrepresentationer av inre produkter. Givet en inre produkt f = (-,-)
pa ett vektorrum V' och en bas 8 = {vy,vy,...,v,} for V kan vi representera inre



produkten med hjilp av en matris. Vi definierar matrisen [f]s genom

(vi,v1)  (v1,v9) o (V1,Up)
[f]ﬂ _ (Uz,:m) <'027:U2> <’U27:Un
(U, v1)  (Up,v2) -+ {Uy, V)

Definition 9.5. Lat A vara en matris med koefficienter i C. Da ar A
(1) Hermitesk eller sjilvadjungerad om A = A*, dar A* &r det Hermiteska
(komplexkonjugerade) transponatet av A, och
(2) positivt definit om alla dess egenvirden dr positiva reella tal.

Sats 9.5 (Matrisrepresentation av en inre produkt). Lat V' vara ett vektorrum
av andlig dimension och lit B = {vy,...,v,} vara en bas. Déa dr en avbildning
f: VXV — k eninre produkt pi V' om och endast om matrisen [f|z dr Hermitesk
och positivt definit. A andra sidan, om A dr en Hermitesk och positivt definit
matris sa ar avbildningen

fa: VxV =k
(v, w) = [v]5A[w]g
en inre produkt pa V.

Bevis. Om f ar en inre produkt sa verifierar vi enkelt fran definitionen att [f]s ar
Hermitesk. I kapitel 11 kommer vi se att Hermiteska matriser ar diagonaliserbara med
reella egenvirden och egenvektorerna ér ortogonala. Om vi nu later § vara en sadan
bas av egenvektorer sa ar [f]s diagonal med egenvirdena pa diagonalen, vilka enligt
ovan, ar pa formen (v;, v;). Dvs alla egenvirden &r reella och positiva.

A andra sidan, om A &r Hermitesk si &r Wz Alw]s = [w]jAlv]s for alla v,w € V.
Linjériteten foljer fran matrisalgebra och positivt definit féljer fran att [v]}Afv]s > 0
for alla v # 0, eftersom varje v dr en linjirkombination av egenvektorerna till A, vilka
har positiva egenviirden eftersom A #r Hermitesk (Ovning 11). U
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