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10. Ortogonala komplementet och adjunkten till en
operator

Givet en delméngd S av R" sa kan vi tala den delméngd som &r vinkelrdt mot alla
vektorer i S. Detta koncept gar att generalisera till godtyckliga inre produktrum.

Definition 10.1. Lat V vara ett inre produktrum och lat S C V' vara en delméngd.
Da definierar vi det ortogonala komplementet till S som

St={veV:{(vs)=0forallascS}.

Notera att S+ inte férindras om vi byter S mot Span(S). Kan dirfor tala om
delrum istéllet for delméngd i definitionen ovan.

Visa att St &r ett delrum av V.

Sats 10.1 (Ortogonala komplementet). Lat V' vara ett inre produktrum och W
ett delrum av V. For varje vektor v € V' sa existerar en unik uppdelning

v =w+w*
dir w € W och wt € W+.
Bevis. Givet en bas {w1,...,w,} och en bas {wi,...,wr} for W+ sa ér
1 1
{wy, ..., Wy, wy, ..., wy,}

en bas for V| eftersom ortogonala vektorer &r linjart oberoende. Av Sats 9.2 [Projektion
pa bas| och Sats 2.2 [Karaktérisering av bas| har vi da att v, pa ett unikt sétt, kan
skrivas som

= (v, w;) - (v, w;t) 1
v = + ‘ ; O
; (wj, wy) ; (wi, wit)



Diskussionsfragor

(1) Stammer det att (W+)+ = W?
(2) Hur ér dim(W) och dim(W+) relaterade?
(3) Vad &r {0}+7?

Dela upp z? € R[z] som en summa av en vektor i W = Span(1, ) och en i W+
da vi har den inre produkten
1
(f(2),9(z)) = [ f(x)g(x)dx.

=1l
. J

10.1. Hermiteska adjunkten till en operator. I detta kapitel ska vi visa att, givet
inre produktrum V' och W av &ndlig dimension och en linjar avbildning L: V — W,
kan vi definiera en ny operator L*: W — V som uppfyller att

(L(v), w) = (v, L*(w))

for alla v € V och w € W. Denna operator kallas Hermiteska adjunkten (eller bara
adjunkten) till L. Detta begrepp bor inte forvixlas med den klassiska adjunkten eller
komplementmatrisen till en kvadratisk matris fran Kapitel 6.

( N\

Definition 10.2. Lat V vara ett vektorrum 6ver en kropp k. Da definierar vi
duala rummet V* som mangden av alla linjara avbildningar fran V' till k:

VY =Homy(V, k) = {f: V — k| f ar linjar} .

(En annan notation for V'V ar V*).

Sats 10.2 (Dual och dimension). Om V' dr ett dndligt-dimensionellt vektorrum

over en kropp k sd dar V'V ocksd ett dndligt-dimensionellt vektorrum éver k med
dim(VVY) = dim(V).

Beuvis. Detta foljer av att om {vy,...,v,} &r en bas for V sa ér

oY v



4

en bas for V'V, dar v;: V — k ar den linjara avbildning som ges av

1 i=j
Vv
Y(v:) = . [l
v, (vj) {Oz' ;

Av axiomen for inre produkter foljer att for varje w € V sa ar avbildningen
(—,w): V — k given av v — (v, w) linjar. Vi kan definiera en linjar avbildning av
vektorrum V' — V'V genom att skicka w till (—, w). Foljande sats ar falsk om vi inte
antar att V' ar av dndlig dimension.

Sats 10.3 (Dualitetssatsen). Om V' ar ett inre produktrum av andlig dimension
sa dar avbildningen V.— VY given av v — (—,0) en isomorfi av vektorrum.

Beuvis. Detta foljer av att avbildningen (—,7) &r noll om och endast om v = 0 (av
axiomen for inre produkter), dvs det enda element som avbildas pa nollavbildningen
ar noll. Av [Injektivitetssatsen| (Sats 3.2) dr avbildningen ddrmed injektiv. Av Sats 3.4
[Bijektionssatsen| &r den ockséa surjektiv eftersom V' och V¥ har samma dimension.
Alltsa ar avbildningen en isomorfi. U

Visa att dualen till k[z] dr isomorf med kN, vilken i sin tur dr isomorf med
vektorrummet av alla formella serier k[[z]].

Antag nu att vi har en linjar avbildning L: V — W mellan inre produktrum
av andlig dimension. Detta ger nu en avbildning (L(—),w) fran V' till k {or varje
w € W, vilken vi ser dr linjir genom att uttrycka den som kompositionen (—, w) o L.
Av |Dualitetssatsen| (Sats 10.3) vet vi da att det existerar en unik vektor v € V
sadan att (L(—),w) = (—,v’). Vi kommer att definiera adjunkten L* genom att sitta
L*(w) ="

( )

Definition 10.3. Lat L: V — W vara en linjar avbildning mellan inre produkt-
rum av dndlig dimension. D& definierar vi den Hermiteska adjunkten (adjunkten,
adjungerade avbildningen) till L som den unika funktion L*: W — V sadan att

(L(=),w) = (=, L (w))

for alla w € W.




Sats 10.4 (Adjunkten &r linjar). Om L: V — W dr en linjir avbildning mellan
inre produktrum av andlig dimension sa ar adjunkten L*: W — V' ocksa en linjar
avbildning.

Beuvis. For alla v,w € W och a € k sa har vi

(—, L*(av + w))

(L(—),av 4+ w)

a(L(=),v) + (L(=), w)
<_7 L*(U» + <_7 L*(w)>

—,al*(v) + L*(w)) .

i
gl

—~

Av Ovning 9.1 (5) foljer da att L*(av +w) = aL*(v) + L*(w), dvs L* ar linjar. O

Nu ska vi se hur matrisen for L* relaterar till matrisen for L med avseende pa
ortonormala baser. Anledningen till att vi behover anvéanda oss av ortonormala baser ar
att sjilva matrisoperationen A — A* gar att definiera utan att ha valt inre produkter,
medan L* kommer att bero pa valet av sadana. De inre produkterna paverkar alltsa
vilka ortonormala baser som finns tillgéngliga.

Diskussionsfragor

(1) (Kuggfraga) Vad ar adjunkten till z — Z fran C till C med den vanliga
inre produkten (21, 20) = 21237

(2) Vad ar adjunkten till z — iz fran C till C med den vanliga inre produkten
(21, 22) = 21227

(3) Vad ér adjunkten till L: R* — R? (med standard inre produkt) given av

matrisen
1 1
— ?
[L] € (O 1) *

Exempel 10.1. Lat L: C? — C? vara den linjéra avbildningen given (i standard-

basen) av matrisen
a b
L) = (c d)




Med den vanliga inre produkten foér C? har vi da att
(L(z,y), (z,y)) = ((az + by, cx + dy), («',1/))
= (az + by)2’ + (cx + dy)y’
= z(az’ +¢y') + y(ba' + dy’)
(z,9), (@ + ey, bx’ +dy')),

dvs, adjunkten till L har matrisen

= (5 5) =@,

Sats 10.5 (Matris till adjunkt). Ldit V' och W wvara inre produktrum av dndlig
dimension och lit B och v wvara ortonormala baser for V. respektive W. Om
L:V — W dr en linjar avbildning sa galler att

L5 = (L1}

Bevis. Vi tittar pa hur L* verkar pa basvektorerna i 7. Antag att 8 = {vy,...,v,}
och v = {wy,...,wy,}. Da har vi att

L(Uj) = Zaijwi
i=1
dér [L]; = (aij). Av definitionen av adjunkten har vi da att
(vj, L (wr)) = (L(v;), wi)

n
= E Q;5W;5, Wi
i=1

= a1j<wl,wl>
= a,

eftersom ~ ar ortonormal. Detta séger alltsa att L*(w;) = Z?Zl a;;vj, vilket ger att

L8 = (@) = (L]} O

Sats 10.6 (Egenskaper hos adjunkt). Lat V' och W vara inre produktrum av dndlig
dimension och lat L: V' — W wvara en linjdr avbildning. Da gdller foljande:



(1) (L7)" =
(2) (L+ ) = L*+ M* for alla linjira operatorer M:V — V.
(3) (cL)* =¢L* for alla c € k.

(4) (Lo M)* = M*o L* for alla linjara operatorer M:V — V.
(5) Om L dr inverterbar sd dr dven L* inverterbar och (L™')* = (L*)~*

Bewis. Vi bevisar ett pastaende i taget (och anvinder oss av Ovning 9.1 (5)):

(1) Detta foljer direkt av [Matris till adjunkt| Sats 10.5 efter att vi valt ortonormala
baser.

(2) Forallav € V,w € W har vi (v, (L+M)*(w)) = ((L+M)(v),w) = (L(v),w)+
(M(v),w) = (v, L*(w)) + (v, M*(w)) = (v, (L* + M*)(w)).

(3) For alla v € V,w € W har vi (v, (cL*)(w)) = &(v, L*(w)).

(4) Detta foljer av motsvarade pastaende for matriser och (Sats 10.6 [Matris till
adjunkt]).

(5) For alla v,w € V har vi (v,w) = (v,L(L7'(w))) = (L*(v), L7 Yw)) =
((L7Y*L*)(v),w), vilket ger att (L™1)* = (L*)~'.

U



Referenser

[FIS03] Stephen H. Friedberg, Arnold J. Insel, and Lawrence E. Spence, Linear algebra., 4th. ed.
(international) ed., Pearson, 2003 (English).



	10. Ortogonala komplementet och adjunkten till en operator
	Referenser

