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11. Normala och sjalvadjungerade avbildningar

I Kapitel 7 sag vi att en operator L: V — V ar diagonaliserbar om och endast om
det finns en ordnad bas av egenvektorer till L och i Kapitel 8 studerade vi kriterier
for diagonaliserbarhet. I detta avsnitt ska vi studera nér ett inre produktrum V har
en ortonormal bas av egenvektorer till en operator L: V — V.

Definition 11.1. En linjar operator L: V' — V pa ett inre produktrum V kallas
normal om LL* = L*L.

Sats 11.1 (Egenskaper hos normala operatorer). Ldt L vara en normal operator
pa ett inre produktrum V. Da gadller foljande:

(1) IL()|| = [IL*(v)]| for allav € V.

(2) Operatorn L — cI dr normal for alla ¢ € k.

(8) Om v dr en egenvektor till L med egenvirde A sa dr v ocksa en egenvektor
till L* med egenvirde \.

(4) Egenvektorer till L som hor till olika egenvdrden dr ortogonala.

Bewis. (1) Vi har att
IL@)II* = (L(v), L(v)) = (v, L"L(v)) = (v, LL*(v)) = (L*(v), L*(v)) = [IL*(v)[|*.
(2) Vi har att
(L —el)(L — cI)* = (L — eI)(L* — )
= LL* —cL* —¢L + |c]*I
=(L—cl)"(L—cI).

(3) Antag att v ar en egenvektor till L med egenvéirde A. Eftersom L — Al &r normal
av (2), sa har vi, av (1), att

0 =[I(Z = AD@)]| = (L = AD)* ()| = IL*(v) = X],

vilket ger att L*(v) = Av. (4) Antag att v och w ir egenvektorer till L med egenviirden
A respektive u, dar A # . Da har vi att

Mo, w) = (L), w) = (v, I (w)) = p(v, w) .



Eftersom A # u s& maste alltsa (v, w) = 0.
U

Sats 11.2 (Karaktérisering av normala operatorer). En operator L pd ett inre
produktrum over C (eller mer generellt sadan att pr(x) splittrar) dr normal om
och endast om det finns en ortonormal bas av egenvektorer till L.

Bevis. Antag forst att L ar normal och att det karaktéaristiska polynomet splittrar.
Vi anvéander oss av induktion 6ver dim V. Om dim V' = 1 sa ar varje vektor i V' en
egenvektor till L och vi kan vélja en ortonormal bas bestaende av en egenvektor. Antag
nu att pastaendet géller for alla inre produktrum med dimension mindre &n n och
lat V' vara ett inre produktrum med dim V' = n. Eftersom pg(z) splittrar i linjara
faktorer sa finns ett egenvirde A till L. Lat v vara en normerad egenvektor till L med
egenviirde \. For varje w € Span(v)t giller att L(w) € Span(v)*:

(L(w),v) = (w, L*(v)) = (w, W) = 0.

Lat L' vara restriktionen av L till Span(v)t. DA ér L' en operator pa det inre
produktrummet Span(v)* med dimension n — 1 och p(z) = (A — x)pr. Dvs pp
splittrar i linjara faktorer. Notera att L’ &r normal eftersom L &r normal och det for
alla u,w € Span(v)t giller att (u, (L')*(w)) = (L'(u),w) = (L(u),w) = (u, L*(w)),
dvs (L')*(w) = L*(w). Av induktionsantagandet finns en ordnad ortonormal bas
{va,...,v,} for Span(v)* s& att [L'](y,,. ..} dr diagonal. Detta bevisar att [L]s &r

.....

diagonal dér 8 = {v,vs,...,v,} (ortonormal) eftersom

[L]ﬁ=<é [L’]{:j ..... vn})

(dér 0 betyder en nollkolumn/rad). Vi har alltsd funnit en ortonormal bas av egenvek-
torer till L.

Omvént, antag att L har en ortonormal bas [ bestaende av egenvektorer till L. Da
dr matrisen [L]s diagonal med egenviirdena pa diagonalen. Alltsa &r éven [L*]z = [L]};
diagonal med komplexkonjugerade egenvirden till L pa diagonalen. Alltsa har vi att

[LL*]s = [L]s[L]; = [L]3[L]s = [L*L]s. Dvs, LL* = L*L. 0

Definition 11.2. En linjdr operator L: V — V pa ett inre produktrum V kallas
sjalvadjungerad (eller hermitesk) om L = L*.




Exempel 11.1. Varje matrisrepresentation av en inre produkt ar sjilvadjungerad
(Se Sats 9.5).

Varje sjalvadjungerad operator &r normal med reella egenvirden.

(. J

Lemma 11.3. Lat L: V — V wara en sjilvadjungerad operator pa ett inre
produktrum av dndlig dimension éver R eller C. Da dr alla egenvdrden till L reella
och det karaktdiristiska polynomet splittrar i linjira faktorer pr(zx) (dven dd k =R).

|\

Beuvis. Lat v vara en egenvektor till L med egenvarde A. Da har vi att

vilket ger att A = X eftersom (v,v) > 0. Det visar alltsa att alla egenviirden #r reella.
Det aterstar att visa att det finns tillrackligt med reella egenvirden for att splittra
det karaktéristiska polynomet. VAlj en ortonormal bas for V. Da dr matrisen [L]s
sjalvadjungerad. Denna matris definierar en linjér avbildning R™ — R"™, men ocksa en
linjér avbildning C* — C™. Dessa tva linjara avbildningar har samma karaktéaristiska
polynom eftersom bada kan beridknas med hjélp av matrisen [L]s. Detta karaktéristiska
polynom splittrar i linjdra faktorer 6ver C och eftersom alla egenvirden ar reella sa ar
alla linjara faktorer definierade 6ver R och py(z) splittrar i linjara faktorer éver R. [

Sats 11.4 (Karaktérisering av sjdlvadjungerade operatorer). En operator L: V —
V' pa ett reellt vektorrum av dndlig dimension n dr sjalvadjungerad om och endast
om det finns en ortonormal bas av egenvektorer till L.

Beuvis. Existensen av en ortonormal bas av egenvektorer till L foljer direkt av Lemma
11.3 i kombination med [Karaktérisering av normala operatorer| Sats 11.2.

Antag omvéant att det finns en ortonormal ordnad bas  av egenvektorer till L. Av
Sats 11.1 [Egenskaper hos normala operatorer| och Ovning 11 har vi [L] = [L*], dvs.
L=1L" O



Diskussionsfragor

(1) Vad kan vi séga om egenvirdena till LL* d& L &r normal?

(2) Ar matrisen
1 -1
=G )

sjalvadjungerad? normal? diagonaliserbar? inverterbar?

(3) Ar matrisen
00
5= (s o)

sjalvadjungerad? normal? diagonaliserbar? inverterbar?
(4) Ar matrisen

sjalvadjungerad? normal? diagonaliserbar? inverterbar?
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