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12. Unitara och ortogonala avbildningar och
QR-faktorisering

I forra kapitlet tittade vi pa vad det innebér att en operator L pa ett inre produktrum
V' (6ver C respektive R) har en uppsittning ortonormala egenvektorer som utgor en bas
for V. I detta kapitel ska vi undersoka vad som hénder da vi lagger till det ytterligare
antagandet att alla egenvéirden till L har norm 1, dvs. de ligger pa enhetscirkeln i det
komplexa talplanet. Som vi kommer att se &r det precis dessa L som bevarar normen
av vektorer.

Visa att en linjar avbildning L: V' — W bevarar inre produkten om och endast
om L*L =1.

. J

( B

Definition 12.1. Lat V och W vara inre produktrum 6ver en kropp k. En linjar
avbildning L: V' — W ségs vara en isometri om ||L(v)|| = ||v]| for alla v € V.
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Det ar klart att varje isometri ar injektiv. Det ar ocksa klart att varje avbildning
som bevarar inre produkten &r en isometri, eftersom ||v|| = \/(v,v). Det visar sig att
aven det omvéanda galler, dvs. varje isometri bevarar inre produkten.

Sats 12.1 (Isometrier). Lit L: V. — W wara en linjir avbildning mellan inre
produktrum éver en kropp k. Foljande egenskaper dar ekvivalenta:

(1) L bevarar inre produkten.
(2) L*L = 1.

(3) L dr en isometri.

Beuvis. Det ér klart att (1) dr ekvivalent med (2) och att (1) implicerar (3). Vi visar
att (3) implicerar (1). Antag att (3) géiller. Da k = R sa pastar vi att

oy = W 0IP = Il = ol




Detta foljer fran att
lv+wl* = (v +w, v +w)

= (v,v) + (v,w) + (w,v) + (w, w)
= [Jol]* + 2(v, w) + lw]]*.

Néar k£ = C sa kan vi dela upp i realdel och imaginérdel och vi pastar att:

(v, w) = R, w) + (v, w)
_ ol = [l = ol o+ dwl = o) = Jw)?
- 2 2 ’

Vi har redan visat att den forsta delen ger den reella delen av (v, w). Vi visar att den
andra delen ger den imagindra delen. Kom ihég att varje komplext tal a + ib uppfyller
Sz :=0b = 5(Z — 2). Vi har da att

v+ iw|)® = (v + iw, v + iw)
= (v,v) +i{v,w) + i(w,v) + (w,w)
= (v,v) + (v, w) — i{v,w) + (w, w)
= [[oll* = 2iS((v, w)) + [[w]*,
vilket visar pastaendet. 0

Exempel 12.1. En linjar operator L: V — V som bevarar den inre produk-
ten behover ej vara surjektiv om V' har odndlig dimension. Ett exempel ges av
vektorrummet

(0.9}
2 = {(z1,22,73,...) | 2; € R,Zm? < o0}
i=1

med den inre produkten ((zi,x,...), (Y1,Y2,...)) = D ooy 2;y; och den linjdra
avbildningen L: % — ¢* som skickar (zy,xs, 3, ...) till (0,21, z9, x3,...). Denna
avbildning bevarar inre produkten eftersom

(L(v), L(w)) = {(0, 1, x2, 23, . . .), (0, Y1, Y2, Y3, - - .)) = (v, W)

for alla v,w € £2.

Nésta sats visar dock att om V' har dndlig dimension sa ar varje isometri V' — V
en isomorfi av inre produktrum.



Foljdsats 12.2 (Unitéra operatorer). Lat L vara en linjir operator pd ett inre
produktrum V av dndlig dimension. Foljande dr ekvivalent:
(1) LL* = [*L = I.
(2) (Lv, Lw) = (v,w) for alla v,w € V.
(3) Fér varje ortonormal bas B for V' sa dr L(B) ocksa en ortonormal bas for
V.
(4) Det existerar en ortonormal bas  for V sdadan att L(5) ocksd dr en

ortonormal bas for V.
(5) || Lv|| = ||v|| for allav e V.

Beuvis. Att (1), (2), (5) &r ekvivalenta sag vi i Sats 12.1. Vi visar att (2) implicerar (3).
Anta att (2) géller. Av (1) vet vi att L &r en isomorfi och darmed &ar L(/3) en bas for
varje bas 3. Av (2) foljer att L(f) &r ortonormalt, vilket ger (3). Att (3) implicerar (4)
foljer av Gram-Schmidt eftersom V' har dndlig dimension. Antag nu att (4) géller. Da
giller (2) for alla basvektorer i § och darmed for alla vektorer i V' genom linjéritet,
vilket ger (2). O

Definition 12.2. En operator L pa ett inre produktrum V éver C (6ver R) sigs
vara unitdr (ortogonal) om den uppfyller de ekvivalenta villkoren i Sats 12.2.

Foljdsats 12.3. For en linjar operator L pa ett inre produktrum V' éver en kropp
k gdller foljande:

(1) Om k = C sda dr L unitir om och endast om det finns en ortonormal
bas for V bestiende av egenvektorer till L med tillhérande egenvdirden pa
enhetscirkeln.

(2) Om k = R sa ar L ortogonal och sjilvadjungerad om och endast om
det finns en ortonormal bas for V bestiende av egenvektorer till L med
tillhorande egenvirden pa {—1,1}.

Bevis. Antag forst att L &r unitér (ortogonal och sjélvadjungerad). Da har vi fran Sats
11.3 (Sats 11.5) att det finns en ortonormal bas for V' bestaende av egenvektorer till L.
Om v dr en sadan egenvektor med egenvérde A sa har vi ||v|| = || Lv|| = |[\v]| = |Al[|v]]-
Eftersom v # 0 sa &r ||v|| # 0 och dédrmed méaste || = 1.

Omvént, anta att det finns en ortonormal bas 3 for V' bestaende av egenvektorer till L
med tillhérande egenvéirden pa enhetscirkeln (pa {—1,1}). Da ar L diagonaliserbar med
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enhetsmatris som diagonalmatris i denna bas, vilket visar att L &r unitir (ortogonal
och sjélvadjungerad). O

Sats 12.4 (Unitdra matriser). En n X n-matris M uppfyller M*M = I om och
endast om dess kolumner bildar en ortonormal bas for k™.

Bevis. Antag att M har kolumner vy, ..., v,. Da har vi (M*M);; = vlv; = (v;,v;) =
dij, dar 0;; &r Kroneckers delta. Alltsa &r M*M = I om och endast om kolumnerna
v1, ..., U, bildar en ortonormal bas for k™ (Fdljdsats 9.3). O

Definition 12.3. En n x n-matris M sédgs vara unitdir (eller ortogonal om k = R)
om M*M = 1.

Notera att M*M = I om och endast om MM* = I. Alltsd ar M inverterbar med
invers M~ = M*.

Foljdsats 12.5. Determinanten av en unitir (eller ortogonal) matris dr av
absolutbelopp 1.

12.1. QR-faktorisering. I det hir avsnittet ska vi visa att varje m X n-matris A
(med m > n) kan skrivas som produkten av en unitér (eller ortogonal) matris () och
en Ovre triangular matris R, det vill siga A = QR:

i Tiz - Tin
0 7o -+ Ty
. | . |
V1 Vg o Up |l =lur us o Uy 0 0 - 7ryy
. | . | 0 0 - 0
0 0 0

Sats 12.6 (QR-faktorisering). Varje m x n-matris A (med m > n) kan skrivas
som produkten av en unitar (eller ortogonal) matris Q) och en ovre trianguldr

matris R, det vill sdga A = QR.
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Bewvis. Vi anvinder Gram—Schmidts metod for att konstruera ) och R. Lat A ha
kolumnerna aq,as,...,a, och lat uq,...,u, vara de normerade vektorerna vi far
om vi utfor Gram—-Schmidts metod. Utvidga dessa till en ortonormal bas for £™:
{uy, ..., un, Uns1,. .., up}. Definiera nu R genom R;; = (a;,u;) for 1 <i < j < n.
Det foljder da fran [Projektion pa bas| Sats 9.2 att A = QR. O

Foljdsats 12.7. Varje m x n-matris A (med m < n) kan skrivas som produkten
av en undre trianguldr matris L och en unitdr (eller ortogonal) matris Q, det wvill

saga A = LQ).

Bevis. Av QR-faktorisering kan vi skriva A7 = QR dér Q dr en unitér (eller ortogonal)
matris och R ar en 6vre trianguldr matris. Tar vi transponatet igen sa far vi A =
(ATYT = RTQT dir RT &r en undre trianguldr matris och Q7 dr en unitér (eller
ortogonal) matris. O

Exempel 12.2. Lat

1 -1
A=10 2
1 1

Vi applicerar Gram—Schmidts metod: Forst normaliserar vi den férsta kolumnen
och far u; = \%(1, 0,1)T. Sedan ortogonaliserar vi den andra kolumnen mot wu;

(den &r faktiskt redan ortogonal mot w;):

uy = (—1,2,1)" — %((—1, 2,1),(1,0,1))(1,0,1)"
=(-1,2,1)"

och normerar: uy = \/Lg(—l, 2, 1)T. Vi far en tredje vektor, ortogonal till bade u;

och uy genom att ta kryssprodukten (ldngden ar oviktig):
1 —1 -2
up =10 x| 2 | =[-2
1 1 2




Vi normerar och far us
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