Senast uppdaterad: 13 oktober 2025



13. Singularvardesuppdelning

I det har kapitlet ska vi titta pa generella linjara avbildningar L: V' — W mellan
inre produktrum och se hur vi kan vélja baser for V respektive W for att fa en sa
enkel beskrivning som mojligt av L.

Sats 13.1 (Singuldrviardesuppdelning). Lt L: V — W wvara en linjir avbildning
mellan dndligt-dimensionella inre produktrum over k = R eller C. Da finns det
ortonormala baser {vy,...,v,} for V och {w,...,wy} for W samt positiva reella
tal oy > 09> -+ >0, >0 (dirr =rk(L)) sa att

L(vs) ow; oml<i<r, (13.1)
V) = . .
0 omr<i1<n.

A andra sidan, om (15.1) galler s dr vy, ..., v, egenvektorer till L* L med tillho-

rande egenvirden o?,...,0%,0,0,...,0. Alltsd ir o1, ..., 0, unikt bestimda.

I ()

Bevis. Notera att L*L ar sjalvadjungerad och att (L*L(v),v) = (L(v), L(v)) > 0 for
alla v € V. Detta innebar att L*L har icke-negativa reella egenvirden. Av Sats 11.4
finns en ortonormal bas {vy,...,v,} for V bestaende av egenvektorer till L*L. Vi kan
rangordna de positiva egenvirdena A\; > Xy > --- > A, > 0 och sitta o; = /\; for
i=1,...,r. Valj nu {wy,...,w,} genom

1
w; = —L Vi) .

1w
Da &r wy, ..., w, ortonormala, eftersom |lw;|| =1 och (w;,w;) = U%%(L(vi), L(v;)) =
#%(L*L(Ui), vj) = %(vz, vj) = 6;; och vi kan komplettera med m —r stycken vektorer
for att fa en ortonormal bas {wy, ..., w,, wyi1,...,wy,} 6r W. For i > r har vi att
L(v;) = 0 eftersom v; &r en egenvektor till L*L med egenvérde 0. Detta visar existensen
av baser som uppfyller (13.1). O

Exempel 13.1. Om A ar en m x n-matris kan vi med hjalp av Sats 13.1 skriva A
som A = Uy XU, dér Uy &r en unitér (ortogonal om k& = R) n x n-matris, U, &r en
unitar m X m-matris och ¥ ar en m X n-matris som har oy, ..., 0, pa diagonalen



och nollor 6verallt annars. Detta kallas for en singuldrvdirdesuppdelning av A.
Notera att U; och Us ej ér unikt bestamda. Om vi véljer att ordna singularvirdena
i fallande ordning sa &r dock > unikt bestamd.

N

Definition 13.1. De icke-negativa talen oy, ..., 0, i Sats 13.1 kallas for (positiva)
singuldrvdirden till L. Om r dr mindre &n bade m och n sa utvidgar vi singularvér-
dena till att inkludera 0,41 =0, ..., Omin(mn) = 0. Dvs. singulérvardena till L ar
de icke-negativa talen o1, ..., Omin(m,n), dér exakt min(m, n) —rk L stycken &r noll.
En faktorisering av en matris A som i Exempel 13.1 kallas for en singuldrvdr-
desuppdelning av A.

Exempel 13.2. Lat oss hitta en singularvardesuppdelning av matrisen

1 0
A=10 1
1 -1

Vi borjar med att berdkna A*A:

(2 -1
wa=(2 7).

Egenvérdena till denna matris ar A\ = 3 och Ay = 1 med tillhorande egenvektorer

(). »()

Vi normaliserar dessa och far en ortonormal bas fér R?:

() )

Singulérvirdena ar o = V3 och oy = 1. Vi sétter nu
1 1
1 1 1 1
w=—Avy=—|[-1], wy=—Avn=—|1
1 o 1 76 ) 2 s 2 /2 .




1
Vi kompletterar med ws = \/ig —1 | for att f4 en ortonormal bas for R3. Vi far
—1
de 1 1 1
& Vi VA 1L VENU
U= —jé 7 —?g : V:(_ﬁ% ﬁ) s=[0 1
2 _ 1 2 V2
w 0 % 00
Det ar lédtt att kontrollera att A = UX V™.
Diskussionsfragor

(1) Vad &r singularvérdena till den linjéra avbildningen C — C som skickar z
till iz om vi tar (21, 22) = 2123 som inre produkt pa C som vektorrum 6ver
C?

(2) Vad é&r singuldrviardena for samma avbildning om vi istéllet ser C som
vektorrum 6ver R med inre produkten (a + ib, c + id) = ac + bd?

Visa att en linjér operator L: V' — V &r en isometri (|| L(v)|| = ||v]| for alla v € V)
om och endast om alla dess singuldrvirden ar lika med 1.

Exempel 13.3. Betrakta den linjara avbildningen L: Rlz]<; — Rlz]<s som ges
av f(x) — foz f(t)dt. Vi har inre produkter som pa bada rummen definieras av

(f.9) :/0 F(t)g(t) dt .

Lat oss nu bestdmma singuldrvirdena till L med avseende pa dessa inre produkter.
Med hjéilp av Gram—Schmidts metod hittar vi en ortonormal bas for Rlx]<:

B={u=1, v=v302z-1)}.
Lét e vara standardbasen for R[z]<y, dvs. e = {1, 2, 2°}. Projektionsformeln och
identiteten (L(v;),e;) = (v;, L*(e;)) ger da att

vs (L)1) (L)z) (L)a?)\ [ 4
7] = (<L<v2>,1> (L(v), z) <L<vz>,x2>> - (




Det betyder att

11 1y (00
(s s o) (1 -3
6 12 20 0 3
( : _ﬁ>
3 12
I 2R B
12 10
13i2\ﬁ

Denna matris har egenvirden

dessa:
[13 + 2 / 13 2

Notera hir att 13 — 2v/31 > 0 eftersom 31 < 36 = 62 och 13 — 2v/36 = 1. Alltsa

ar bada vardena positiva, vilket stdmmer med satsen om singularviarden.

och singulérvirdena &ér kvadratrétterna till
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