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14. Bilinjara och kvadratiska former

Vi ska nu studera ett klassiskt begrepp inom linjar algebra, namligen bilinjira och
kvadratiska former.

14.1. Bilinjara former. Vi borjar med att definiera bilinjara former.

Definition 14.1. Lat V vara ett vektorrum &6ver en kropp k. En funktion
VXV =k

kallas for en bilinjdr form om den &r linjar i varje argument, det vill sdga: for
varje v € V s& ar funktionerna f(—,v): V — k; w — f(w,v) och f(v,—): V —
k; w— f(v,w) linjara.
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Exempel 14.1. Om A € M, (k) s& definierar vi en bilinjar form f: k" x k" — k
genom

fla,y) =2 Ay
for alla (kolumnvektorer) z,y € k™. Detta dr en bilinjir form eftersom matris-

multiplikation distrubuerar 6ver addition och skaldrmultiplikation: (aB + C)A =
aBA+ CA och A(aB+ C) =aAB+ AC.
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T.ex. om A = <3 1 ) sa ar
RZ2xR? >R

@ @ o) (5 7 (4)

= 211Y1 — T1Y2 + 3T2y1 + T2y

en bilinjar form.

Som vanligt nir vi betraktar funktioner till en kropp kan vi definiera addition och
skaldrmultiplikation av bilinjarformer punktvis: om f,g: V x V — k é&r bilinjérformer
och a € k sa definierar vi

(f +9)(v,w) = fv,w) + g(v,w) och (af)(v,w)=af(v,w)
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for alla v,w € V. Det ar latt att se att f + g och af ocksa ar bilinjarformer. Darmed
bildar méngden av alla bilinjarformer pa V' ett vektorrum 6ver k, vilket vi betecknar

med Bil(V).

Sats 14.1 (Matrisrepresentation av bilinjara former). Lt V vara ett andligdimen-
stonellt vektorrum over en kropp k och lat f: V x V. — k vara en bilinjir form.
Om vi vdljer en bas 8 = {v1,...,v,} for'V sd ar avbildningen

Bil(V) = Myxn(k)
f=lfls = (f(vi7vj))1§z’,j§n

en isomorfi av vektorrum.

Bewvis. Det ar latt att se att avbildningen ar linjar. For att visa att den ar bijektiv sa
definierar vi en invers: for varje matris A = (a;;) € M« (k) definierar vi en bilinjér
form f4: V xV — k genom

fa(v,w) = [v]5Afw]s.

Av Exempel 14.1 &r detta en bilinjir form. For att visa att A — f4 ar en invers till
F +— [f]s ricker det att notera att

Jins Wiy v5) = Wil f (vi, v3) [vs]s = f(vi, v))

for varje par av basvektorer v;, v; € 8 och att

([falg)is = falvi,v;) = [wil 5 Alv;]s = Ay

for varje matris A € My, (k). O

Foljdsats 14.2. Om V' dr ett dndligdimensionellt vektorrum éver en kropp k och
[ dr en ordnad bas for V sa har vi

fv,w) = []5[flslwls

for alla v,w € V' och alla bilingdrformer f: V xV — k.

Vi ska nu se hur matrisrepresentationen av en bilinjar form fordndras nar vi byter
bas.



Sats 14.3 (Basbyte for bilinjara former). Ldat V' wvara ett andligdimensionellt
vektorrum éver en kropp k och lat f: V XV — k vara en bilingdr form. Om 3 och
v dr ordnade baser for V' sa gdller

[fly = (T [f1sl115-

Bevis. Av Foljdsats 14.2 réacker det att notera att de bilinjara former som definieras

av [f], respektive ([I]5)7[f]5[1]7 i basen v ér lika:

[l [ [w], = fv,w),
Wy ()T [F11115) [wly = (15l LA [w],) = W5 flslwls = f(v,w)
for alla v,w € V. O
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14.2. Symmetriska bilinjara former. Vi ska nu studera bilinjira former vars
matrisrepresentation dr symmetrisk (i varje ordnad bas).

Definition 14.2. En bilinjar form f: V x V — k kallas symmetrisk om f(v, w) =
f(w,v) for alla v,w € V.

Sats 14.4 (Matrisen till en symmetrisk form). Ldt V vara ett andligdimensionellt
vektorrum éver en kropp k och lat f: V x V — k vara en bilinjar form. Foljande
pastaenden dar ekvivalenta:
(i) [ dr symmetrisk.
(i1) [f]p dr en symmetrisk matris for nagon ordnad bas ( for V.
(1ir) [fls dr en symmetrisk matris for alla ordnade baser B for V.

Bevis. Om f &r symmetrisk s& ar [f]s symmetrisk {6r varje ordnad bas (3 eftersom
([ﬂﬁ)w = f(vi’vj) = f(vj>vi) = ([f]ﬁ)ﬂ

for alla 1 < 4,5 < n. Dvs (i) implicerar (iii). Det dr vidare klart att (iii) implicerar (ii).

A andra sidan, om [f]s &r symmetrisk for nagon ordnad bas § si ér f symmetrisk
eftersom alla vektorer i V' kan skrivas som linjarkombinationer av basvektorerna. Detta
visar att (ii) implicerar (i). O

14.3. Kvadratiska former. Vi ska nu definiera ett klassiskt begrepp inom linjar
algebra, namligen kvadratiska former.
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Definition 14.3. En kvadratisk form pa ett vektorrum V Gver en kropp £ &r en
funktion ¢: V' — k sadan att det finns en symmetrisk bilinjér form f: V' xV — k
med

q(v) = f(v,v)
for alla v € V.

Exempel 14.2. Om A € M, (k) ar en symmetrisk matris s definierar vi en
kvadratisk form ¢: k™ — k genom

q(z) = 27 Az

for alla (kolumnvektorer) x € k™. Detta &r en kvadratisk form eftersom den &r
av formen f(z,z) déar f: k" x k" — k &r den bilinjira formen definierad av

f(z,y) = 2" Ay.

2 =1\ . .
T.ex. om A = (_1 1 ) sa ar

¢: R >R

o (5 o) (_21 —11) (2)

= 21;% — 21Ty — T, + x% = Qx% — 2x129 + x%

en kvadratisk form.

Sats 14.5. Om q dr en kvadratisk form pa ett dndligdimensionellt vektorrum V.
over en kropp k ddr 2 # 0 sa finns en unik symmetrisk bilinjar form f: VxV — k
sidan att q(v) = f(v,v) for alla v € V', namligen den bilinjira form f som ges av
1
fv,w) = 5(g(v+w) = g(v) — g(w))
for alla v,w € V.

Beuvis. Detta foljer av att ¢(v +w) = f(v + w,v +w) = f(v,v) + f(v,w) + f(w,v) +
flw,w) = q(v) +2f(v,w) + q(w). D
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