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1. SUPREMUM, INFIMUM OCH KONTINUERLIGA FUNKTIONER

I appendix A3 i [PB2] definieras begreppen supremum och infimum. Déar visas ocksa
att axiomet om monotona talféljder ar ekvivalent med supremumaxiomet. Vi paminner
om att en méngd M kallas uppat begransad om det finns ett tal b sadant att x < b for alla
x € M. Varje tal b som har denna egenskap kallas en majorant for M, och det minsta av
dessa tal b (dvs. den minsta majoranten) kallas supremum av M. Pa motsvarande sitt
kallas en mangd M nedat begrinsad om det finns ett tal a sadant att ¢ < x for alla x € M,
varje tal a med denna egenskap kallas en minorant for M, och den storsta minoranten
kallas infimum av M. Talet sup M kan, men behover inte tillhora mangden M. Om
sup M € M, séger vi att supremum antas eller att M har ett storsta virde (som da &r lika
med sup M). Om inf M € M, sa séger vi pa motsvarande sitt att infimum antas eller att
M har ett minsta vérde.

Exempel 1. Lat M; = |—1,1] och My = [-1,1[. Da &r sup M; = supMs = 1 och
inf My = inf My = —1. M; har ett storsta varde (som &r lika med 1) men inget minsta
varde eftersom 1 € M; medan —1 ¢ M;. For My ar det tvirtom, —1 &r minsta vardet
men det finns inget storsta varde i Ms.

Supremumaxiomet séiger att varje icke-tom uppat begrinsad méngd M C R har ett
supremum (se appendix A3 i [PB2]). Man kan visa att supremumaxiomet ar ekvivalent
med pastaendet att varje icke-tom nedat begransad mangd M C R har ett infimum.

Vi utgar fran supremumaxiomet och visar att varje monoton funktion har ett gransvér-
de, egentligt eller oegentligt, da x — +o0o. Om M inte &r uppat begrénsad, sdger man
ibland att sup M = +o00. Man sétter ocksa inf M = —oo om M inte ar nedat begransad.
Nedan kommer vi att anvanda den har konventionen.

Som vanligt betecknar Dy definitionsméngden och V; vardemangden for en funktion f.

Sats 1. Lat f vara en funktion sadan att [a, +oo[ C Dy for nagot a (dvs. f dr definierad
for alla x > a). Da gdller:
(i) Om f dr vizande, sa ar

lim f(x)=A, dir A= sup f(x).

r——+00 z€Dy
(ii) Om f dr avtagande, sa dr

lim f(z)=A, dir A= inf f(x).

T——+00 z€Dy
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Vi noterar att om f inte dr uppat begridnsad, sa &r A = 400 i (i) och om f inte &r
nedat begrénsad, dr A = —oo i (ii).

Bevis. (i) Vi betraktar tva fall: f uppat begrénsad och f obegrénsad uppat.

Antag forst att f ar uppat begransad. Lat € > 0 vara givet. Eftersom A = sup f(x),
ar f(z) < A < A+ ¢ for alla * > a. Enligt definitionen av supremum finns det ett
tal w > a sadant att f(w) > A — e (annars vore ju sup f(z) < A —¢). Eftersom f &r
vixande, ar f(z) > f(w) > A —¢ da © > w. Sammanfattningsvis: om = > w, sa &r
A—e< f(x) < A+e,dvs. |[f(z) — A| <e. Da det {or varje € > 0 existerar ett tal w som
ovan, har vi visat att lim, ,y f(z) = A. (Notera att w &r beroende av e. I allménhet
behover man ta storre w ju mindre € ar.)

Antag nu att f inte &r uppat begrinsad. Da dr A = 4o00. Lat ¢ vara ett givet (stort)
tal. Eftersom f &r obegrénsad uppat, existerar det ett w > a sadant att f(w) > c¢. Om
x> w, ar f(x) > f(w). Alltsa: for varje ¢ existerar ett w > a sadant att om = > w, sa ar
f(z) > c. Vi har visat att lim,_, 4 f(2) = +00.

(ii) visas genom att modifiera resonemanget ovan pa ett lampligt sétt. U

Sats 2. Om funktionen f dr kontinuerlig i det slutna och begrinsade intervallet [a,b], sd
har f ett storsta och ett minsta vdrde dar.

Det har &r sats 3 i appendix C i [PB1]. Beviset nedan anviander begreppen supremum
och infimum och &r betydligt enklare &n i [PB1]. Att argumentet i [PB1] &r svarare beror
pa att supremum och infimum inte har definierats dér.

Bevis. Lat M = sup f(z). Da ar M < oo. Enligt definitionen av supremum existerar
z€[a,b]
det en talfoljd (xy) C [a, b] sadan att f(xr) — M (se uppgift 3.10 nedan). Enligt Bolzano-
Weierstrass sats (lemma 2 i appendix C i [PB1]) innehaller (zj) en konvergent delfdljd
(zg,), dvs. zp, — £ for nagot & € [a,b]. Eftersom f &r kontinuerlig, sa &r lim f(xy;) =
J—00

f(&), vilket ger f(§) = M. Alltsa & M funktionens storsta varde. Notera att i efterhand
ser man att M < oo da vérdet f(&) dr andligt.

For att visa att f har ett minsta virde satter vi m = iI[lf } f(x) och resonerar som
z€la,b

ovan. (]
Anmarkning 1. Det ar viktigt att intervallet ar slutet. Om vi har ett 6ppet intervall
la,b] och agerar som i beviset ovan, sa kan det hénda att Ty, — & dar § = a eller b,
men punkterna a och b ingar ju inte i definitionsmamgden for f. T.ex. dr funktionen
f(z) =tanzx, x € |— 7/2, 7/2[ kontinuerlig men eftersom M = oo och m = —o0, saknar f
storsta och minsta varde.

Observera att dven funktionen f(x) =z, x €]|— 1,1 saknar storsta och minsta vérde.
Hér & M =1 och m = —1 men virdena 1 och —1 antas aldrig i intervallet |— 1, 1].
Definition 1. Antag att Ja — dp,a[ C Dy for nagot 69 > 0. Vi séiger att lim flz)=A

r<a
om det for varje € > 0 existerar ett § > 0 (6 < dp) sadant att om a — § < z < a, sa ar

|f(z) — A| < e. Grénsvérdet lim f(z) definieras pa liknande sitt (a — 6 < z < a ersiitts

r>a

med a <z < a+96).



3

Dessa gransvarden skiljer sig nagot fran hoger- och vinstergrdnsvardena i avsnitt 2.1

i [PB1]. Vanligtvis betecknas grénsvirdena med symbolerna lim f(x) och lim f(x)
T—a~ z—at

oavsett om man anvinder definitionen ovan eller den i [PB1]. For att undvika samman-
blandning har vi dock infort hér de nagot ovanliga beteckningarna lim f(z) och lim f ().
r<a r>a
Sats 3. Lat f vara en funktion sadan att Dy innehdller en omgivning av punkten a.
(i) Om f dr vizande, sa ar
lim f(z) = A, dir A= sup f(z) och lim f(x) =B, dir B= inf f(z).

ze€Dy r>a z€Dy

rx<a r<a r>a

(i) Om f dr avtagande, sa dar

lim f(zx) = A, dir A= inf f(x) och lim f(x)= B, ddir B= su x).
lim /(2) T ok Jim 52 s £

r<a z<a r>a

Bevis. Vi visar bara forsta delen av (i) och lamnar 6vriga delar som 6vning. Lat ¢ > 0
vara givet. Enl. definitionen av supremum &r f(z) < A+ ¢ for alla * < a och det
existerar ett 6 > 0 sadant att f(a —J) > A —¢c. Alltsaom a -39 < x < a, sa ar
A—e < fla—90) < f(r) < A+ e. Dérmed har vi visat att for varje ¢ > 0 existerar ett
d > 0 sadant att oma —d < x < a, sa ar |f(z) — 4| <e. O

Sats 4. En monoton funktion vars virdemdngd dar ett intervall dr kontinuerlig.

Det hér dr sats 4 i appendix C i [PB1]. Beviset finns i [PB1] men vi visar satsen dnda
for att gora vissa fortydliganden.

Bevis. Lat a vara en punkt i definitionsméangden for f. Vi visar att f ar kontinuerlig i a,
dvs. att lim,_,, f(z) = f(a).

Lat f vara vixande. Eftersom f(z) < f(a) da x < a och f(a) < f(x) da a < z, maste
A < f(a) < B, diar A och B drsomi (i) i sats 3. Om A < f(a), sa antar inte f nagra
virden i intervallet | A, f(a)[ vilket strider mot antagandet att Vy &r ett intervall. Alltsa
maste A = f(a). Pa liknande sétt ser man att f(a) = B. Sa A = f(a) = B. Vi far
lim f(z) = f(a) = lim f(z) vilket &r detsamma som att limg—q f(z) = f(a).

rz<a xr>a
For avtagande f &ar beviset likadant, bortsett fran att vissa olikheter &ndrar riktning.

O

Det &r inte nédvandigt att [a, +0o[ C Dy i sats 1 och inte heller att D innehaller en
omgivning av a i sats 3. I sats 1 récker det att Dy innehaller godtyckligt stora reella tal
och i sats 3 att Dy innehaller punkter som ligger godtyckligt nara a, bade till vinster och
till hoger.

Vi avslutar detta avsnitt med ett resultat som vi kommer att utnyttja i avsnittet om
integraler.

Sats 5. Lat My, Ms vara tva icke-tomma delmdngder av R och lat
M:M1+M2:{:c1+x2:x1 € My, xo EMQ}.
Da dr sup M = sup My + sup My och inf M = inf M7 + inf Ms.
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Bevis. Vi visar bara det forsta pastaendet. Antag att My och M, &r uppat begrinsade
och lat © = x1 + @9, dar z1 € M7 och xo € My. Eftersom x1 < sup M7 och x9 < sup Mo,
ar x1 + xo < sup My + sup Ms. Detta géller for varje x1 + x2 € M. Alltsa ar sup M <
sup M7 + sup My. Om sup M < sup M7 + sup Mo, sa kan vi hitta x1 och x4 som ligger sa
nara sup M resp. sup My att sup M < z1+x2. Men eftersom x1+x9 € M, far vi samtidigt
x1 + zo < sup M, vilket ar en motsagelse. Alltsa maste sup M = sup M1 + sup Mo.

Ar minst en av méngderna M7, Ms obegransad uppat, kan inte heller M vara uppat
begransad. Alltsa ar sup M = sup M; + sup My = 400 (visa detta i detalj). O

2. RIEMANNINTEGRALEN

Riemannintegralen definieras i avsnitt 6.1 i [PB1]. Vi skall dock anviéinda en annan
definition som bygger pa begreppen supremum och infimum.
Lat [a,b] vara ett intervall. En trappfunktion ® definieras genom att man anger en

indelning a = zg < 21 < ... < Tp—1 < T, = b av [a,b] och sedan later ®(z) = ¢ for
Tp—1 < x <z och k=1,2,...,n, se avsnitt 6.1 i [PB1], dar detta preciseras. Integralen
av @ defineras som
b n
/ O(x)de = ch(aﬁk — Tp—1)
a k=1

(i [PB1] anvénds beteckningen I(®) i stéllet for f; ®(x)dx). Man kan, men behéver inte
tilldela ® nagra varden i indelningspunkterna (virdena ®(xy) paverkar ju dnda inte vardet
av ff ®(x)dx). Om vi forfinar indelningen, dvs. utokar antalet indelningspunkter utan att
andra @, sa dndras inte vardet av f; ®(x)dx. T.ex. om vi ldgger till en ny indelningspunkt
x’, sag mellan xy och x1, far vi

n n
(@’ — wo) +er(wr — )+ enlar — wpm1) = Y crlar — Tp-1)
k=2 k=1
eftersom (' — o)+ (r1—2') = x1 — . Véansterledet ovan &r lika med fab ®(x) dx berdknad
med hjalp av den nya indelningen (med 2z’ som extra indelningspunkt) medan hogerledet
ar den “gamla” ff O (z) dz. Sa f; ®(z) dz ar valdefinierad i den mening att den bara beror
pa @ och inte pa valet av indelningen.
Vi kommer att behova f6ljande (intuitivt uppenbara) resultat:

Hjalpsats 1. Om ® och ¥ dr trappfunktioner sadana att ® < ¥ pa [a,b], sd dr f; d(x)dx
< f: U(z)dz.

Bevis. Till ® hor en indelning av [a, b] och till ¥ en annan (indelningarna kan, men behéver
inte vara identiska). Nu gor vi en ny indelning genom att ta med alla indelningspunkter,
bade for ® och for ¥. Om den nya indelningen ar a = o < 1 < ... < 7 = b, sa ar
O(x) = ¢ och W(x) =dj for 1 <x <z och k=1,...,1. Eftersom ® < U, ar ¢ < d.
Det foljer att
b ! ! b
/ O(x)dx = ch(azk —xp_q) < de(xk —Tp_q) = / U(z)dz,
@ k=1 k=1 @
vilket skulle visas. (]
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Fr.o.m. nu kommer ® och ¥ alltid att beteckna trappfunktioner, dven nér detta
inte sags explicit.

Definition 2. Lat f vara en begriansad funktion pa intervallet [a,b]. Underintegralen
ff f(x)dx av f 6ver [a,b] definieras som supremum av f; ®(x) dxr m.a.p. alla trappfunk-

tioner ® sadana att ® < f pa [a,b]. Overintegralen fab f(z) dz definieras som infimum av
f; U(z)dr m.a.p. alla trappfunktioner ¥ sadana att f < ¥ pa [a,b]. Alltsa ar

/abf(x)dx:ilg;/ r)dr och /f dx—mf/ab (z) da.

For att fortydliga, om vi sétter

M:{/abtb(:v)dx:@<f},

sa ar M méangden av alla virden som ff ®(x) dx kan anta for alla mojliga val av trapp-
funktioner ® < f. Alltsa &r M en uppat begransad delméangd av de reella talen och
J; f(z)dx = sup M < co. Vi noterar ocksa att sup M antas (dvs. sup M € M) om och

endast om f &r en trappfunktion (ténk efter varfor). Motsvarande géller for f; f(z)dx
Sats 6. For varje begrdnsad funktion f dr J;f(x) dr < f; f(z)dx

Bevis. Om ® < f < ¥ pa [a, b], s ar fab O(z)dx < fab U (x) dx enligt hjilpsats 1. Eftersom
detta géller for alla sadana ® och ¥, ar varje f; U(z) dx en majorant for méngden av alla

f; ®(x)dx, dar & < f. Enl. definitionen av supremum é&r darfor

b b
sup/ d(x)dx S/ U (z)dz.
o<fJa a

Det foljer att supg< ¢ ff ®(z) dz dr en minorant fér mingden av alla ff U(x) dx sddana att
f < W, Alltsa dr infimum av talen i hogerledet ovan storre &n eller lika med vansterledet,

/abf(x)dx:ili[}/abé(m)d:cgfirglfp/ab\ll(x)dx:/abf(x)dm

Vi har visat vart pastaende. O

dvs.

Definition 3. En begransad funktion f pa [a,b] kallas integrerbar (eller Riemanninte-
grerbar) over [a,b] om f flx)dx = f f(x)dz. Det gemensamma virdet av under- och

overintegralen kallas integralen av f Gver [a, b] och betecknas fab f(z)dz.

Hjilpsats 2. Om ® dr en trappfunktion pd [a,b], sd dr f;@(:c) dx = J:q)(x) dr =
qu)(x) dz, dvs. ® dr integrerbar éver [a,b|.

Bevis. Enligt definitionen ar J;@( dx = supg, <g f ®1(z) dwv. Detta supremum antas

for @ = ®. Alltsa ar f;@(:v) dr = fa ®(z) dz. Pa liknande sitt visas att fa O (z)dr =
f;@(:c) dx. O

Sats 7. En begrdnsad funktion f pa [a,b] ar integrerbar over [a,b] om och endast om det for
varje € > 0 ezisterar ®,V sadana att ® < f < W pa [a,b] och f; V(z)dx — f; O(z)dr < e.



Villkoret att det for varje € > 0 existerar trappfunktioner ® och ¥ som ovan ar liktydigt
med definitionen av integrerbarhet i [PB1] (se definition 2 i avsnitt 6.1 dér). Notera att
satsens innebord ar att f ar integrerbar enligt definition 3 ovan om och endast om den &r
integrerbar enligt definitionen i [PB1].

Bevis. Anta forst att f ar integrerbar enligt definition 3, dvs. J;f(:c) dr = fff(x) dz
Enligt supremums definition kan vi for varje € > 0 hitta en trappfunktion ® < f sadan

" /abf(:c)d:c—g</ab<I>(x)da:§/abf(:c)dx.

Pa samma satt kan vi enligt infimums definition hitta en trappfunktion ¥ > f for vilken

b b b
/af(x)dxﬁ/a\I/(a;)da:</af(:c)dx—i—§.
Alltsa ar

/ab\I/(:U)d:r:—/ab dm<</f d:c+> (/f dx—)z

Anta nu att det for varje givet ¢ > 0 existerar ®, ¥ sadana att & < f < ¥ och
ff U(z)dr — ff ®(z) dx < e. Eftersom

b b 7b b
/ <I>(:L‘)dx§/ f(x)dazg/ f(:p)dxg/ U(z)dz,
eller omskrivet, .

/abf(;v)dmg/ab\ll(x)dx och —/abf(x)dxg—/abfb(a:)dx,

far vi genom att addera olikheterna ovan och anvianda sats 6

Og/abf(x)dx—/abf(:r)dxg/ab\I!(x)dac—/ab@(x)dx<5.

Sa for varje e > 0 dr 0 < ff f(z)dx — f; f(z)dx < e. Men detta kan intraffa enbart om

I b N

fa f(z)dx :fa f(z)dz. [
Vi skall nu studera nagra egenskaper hos under- och Gverintegraler och sedan visa att

en kontinuerlig funktion &ar integrerbar. Vi genomfor bevis for underintegraler. Léasaren
uppmanas att tdnka igenom hur detaljerna éndras for 6verintegraler.

Sats 8. (i) Om f < g pd [a,b], sa drﬂ f(z)dx < J;g(x) dzx och f;f(a:) < f g(z)dx.
(ii)) Oma < c < b, sa def f(z)dx = J;f(x) dx—{—lff(m) dx och fff@)d = f f(x)dx+
J¢ fa) do

Bevis. (i) Om ® < f sa ar ® < g. Sa méngden {® : & < f pa [a,b]} &r en delméngd av
{®:® < gpala,b]}. Det foljer att

/abf(a:)da::;i};/ab@(x)dxgZlg()}/abq)(m)dm:/abg(x)dx.

(ii) Lat ® vara en trappfunktion pa [a,b]. Om man ldgger till ¢ som indelningspunkt ar
®, betraktad pa intervallet [a, c], en trappfunktion pa [a, c] och ®, betraktad pa intervallet
[c, b], en trappfunktion pa [c,b]. Givet 2 trappfunktioner, ®; pa [a,c] och ®2 pa [c,b], far
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man en trappfunktion ® pa [a,b] genom att sitta ®(z) = ®1(x) och ®(z) = Po(x) pa
respektive intervall. Lat nu

Mlz{/:@(x)dx:@gf} och MQZ{/Cbcb(x)dx:q)Sf},

dvs. M7 ar mangden av alla varden som f; ®(x) dx kan anta for alla méjliga val av trapp-
funktioner ® < f, och motsvarande géller for Ms. Eftersom f;@(x) de = [7®(x)de +
f O(z (tank efter varfor), &

b
M:Ml“I—MQ:{/ @(x)da::q)gf}.

Enligt sats 5 ar sup M = sup M; +sup Ms. Alltsa ar I; f(x)de = [ f(x)dx +be f(z)dx
U

Om vi definierar [ f(x)dz = 0 och fbf = — [, f(x)dx da a > b och gor

motsvarande definitioner for Gverintegralen, sa galler ( i) ovan for alla a,b, c, oberoende av
hur de ligger i forhallande till varandra.

Sats 9 (Integralkalkylens medelvérdessats for under- och 6verintegraler). Om f dr kon-
tinuerlig pa [a,b], sa existerar ett { € [a,b] och ett n € [a,b] sadana att

/°f F©)b—a) och /”f ()b a).

Bevis. Eftersom f ar kontinuerlig, antar den ett minsta varde m och ett storsta varde M
pa [a,b]. Eftersom g(z) = M &r en trappfunktion, &r fabg(x) dzx = fabg(w) dx = M(b—a)
enligt hjélpsats 2. Motsvarande géller for h(z) = m. Om vi integrerar olikheten m <
f(x) < M, far vi alltsa

m(b—a):/abmdxg/abf(x)d:ng/abde:M(b—a),

b
f(z)dx < M.
Ja
Eftersom f ar kontinuerlig, antar den alla varden mellan m och M enligt satsen om mellan-

vilket ger

liggande virden (se sats 11 appendix C i [PB1]). Speciellt antar den virdet ;- I; f(z)dx

b
oo [ f@de=5©)

vilket skulle bevisas. O

ien punkt x =¢. Sa

Anmairkning 2. Sats 9 géller dven om b = a eller b < a. Varfor?

Lat f vara en kontinuerlig funktion pa [a,b] och definiera

/f t)dt och S(x /f dt for z € [a, b].

Notera att hér ar 6vre integrationsgransen x och vi betraktar den som variabel. Vi har
betecknat den oberoende variabeln for integranden med ¢ i stéllet for x for att skilja den
fran 6vre integrationsgransen.
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Sats 10 (Analysens huvudsats for under- och 6verintegraler). Om funktionen f dr kon-
tinuerlig pd [a,b], sd dr funktionerna S och S deriverbara och

S'(z) = f(z) =5 (z) fora<az<b.

Satsen bevisas exakt pa samma sétt som sats 9 i kapitel 6 i [PB1]. Lés igenom beviset
dér och forsok att inse varfor resonemanget gar igenom for under- och overintegraler.

Sats 11 (Kontinuerlig funktion &r integrerbar). Om f dr kontinuerlig pa |a,b], sa dr f
integrerbar dver [a, b].

Bevis. Eftersom S'(z) = ?l(x) for a < x < b enligt sats 10, sa dr S(z) = S(x) + C, diir C
ér en konstant (se foljdsats 1 i avsnitt 3.5 i [PB1]). Men eftersom S(a) = S(a) = 0, maste
C vara lika med 0. Sa S(z) = S(x) for alla x € [a,b]. Detta giller speciellt for z = b,
vilket ger

b 7b
|y =sw =350 = [ s
Darmed ar satsen bevisad. O

Att vi har f(¢) och inte f(x) ovan spelar ingen roll, for integralens virde &r oberoende
av den bokstav med vilken man betecknar variabeln under integrationstecken. Sa

/abf(x)dx:/abf(t)dt:/abf(u)du:m

och detsamma géller for 6verintegraler och integraler.

Sats 12 (Inséttningsformeln). Om f dar kontinuerlig pa [a,b] och om F dr en primitiv
funktion for f, sa dr

b
/ F(#)dt = F(b) — Fla).

Detta &r sats 10 i kapitel 6 i [PB1]. Eftersom vi nu vet att kontinuerliga funktioner &r
integrerbara, behéver vi inte bry oss om under- och 6verintegraler har.

Vi skall ocksa visa att monotona funktioner ar integrerbara, oavsett om de &r konti-
nuerliga eller ej.

Sats 13. Lat f vara en funktion som dr monoton pa [a,b]. Da dr f integrerbar éver |a,b].

Bevis. Antag att f dr vixande (for avtagande f ar beviset likartat och lamnas at ldsaren).
Eftersom f(a) < f(x) < f(b) for alla = € [a,b], & f begrénsad. Dela in intervallet [a, b]
i n lika langa delar. Vifar a =z < 21 < ... < x,, = b, dér x — 21 = (b — a)/n.
Lat ®(z) = f(zk—1) och ¥(x) = f(zg) for xp—1 < x < x, k = 1,...,n (rita en figur).
Eftersom f &r viaxande, ar ®(z) = f(zk—1) < f(x) < f(xr) = V(z) for zp_1 < z < zf.



Alltsa ar & < f < W. Vidare ar

b b n n
/ () d / O(a)dr =S Flan)@n — 1) — S Flans)@p — 1)
a a k=1 k=1
= 32 () — o 1))
k=1
= P20 () — Flao)) + (Flaa) = F@) + - (F(an) — Fan 1))

=P ()~ fla) = PO S @)

Lat e > 0 vara givet. Véljer vi n tillrackligt stort, far vi

b b —a — f(a
/ \I/(x)dx—/ O(x)de = (b= a)(f(b) = f(a)) <e.

n

Alltsa &ar f integrerbar enligt sats 7. O

Slutligen visar vi féljande resultat:

Sats 14. Lat f och g vara tva begrinsade funktioner pa intervallet [a,b]. Da galler:

(i) [,(f(@) + g(@)de = [} f(x)de + [} g(x) dz och [[(f(x) + g(x))dv < [} f(x)dw +
f:g(:v) dx.

(ii) Om f och g dr integrerbara, sa ar f+g integrerbar och f;(f(:v)—i—g(a:)) dx = f; f(x)dx+
f: g(x)dz.

Bevis. (i) Lat ®; < f och &3 < g. Eftersom ff(@l(x) + Oo(x)) dx = f; O (x)dx +
fab @y () dr (se uppgift 3.23 nedan), far vi

o, <f ®2<yg

/abf($)dx+/ab9($)da:: sup /abq)l(x)dx—}— sup /abq)2($)d$
b

b b
= sup / (®1(x) + Pa(z))dx < sup / O(x)dr = / (f(z) + g(z) da.
®:1<fJa ®<f+gJa Ja
P2<yg
Den forsta och den tredje likheten ovan géller enligt definitionen av underintegralen. Den
andra likheten foljer ur sats 5. Olikheten géller eftersom ®; < f, &5 < ¢ medfor att
D1 + Py < f + g, dvs. supremum till hoger tas 6ver minst lika manga funktioner som
supremum till vanster.
Olikheten for Gverintegraler visas pa liknande sétt. Visa den som &6vning och lagg
speciellt marke till varfor olikheten gar at andra hallet.
(ii) Eftersom f och g &ar integrerbara, far vi fran (i)

/b(f(a:) +9(z)) dr < /bf(a:)da:+/bg(a:)dx = /bf(a;)da:Jr/bg(x)dx
a a a s Ja
S/a (f(x)+g(x))d:c§/a (f(z) + g(z)) da.

Den sista olikheten géller eftersom underintegralen alltid &r mindre &n eller lika med
overintegralen, se sats 6. Da véansterledet ar lika med hogerledet, maste alla olikheter
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ovan vara likheter. Alltsa &r f + ¢ integrerbar och integralen av summan &ar lika med
summan av integralerna. ([

Ett begrepp som ar viktigt men som inte tas upp har ar Riemannsumma. Léasaren
hénvisas till avsnitt 6.2 i [PB1].
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3. TEORIOVNINGAR

Annemarie Luger och Andrzej Szulkin

Visa att lim =1 och lim (2 — 2) = co genom att anvinda definitionen pa

Tz—o00 T + T—r00
griansvirde resp. oegentligt gransvéarde.

Visa: Om li_>m f(z) existerar, sa ar f begrinsad for stora x, dvs. det finns ett w
T—00
sadant att f ar begrédnsad for > w.
Jamfor foljande pastaende med Sats 2 (6) i avsnitt 2.1 1 [PB1]:
lim (£(2) + g(x)) = lim f(z) + lim g(c).

r—a r—a

Ar pastaendet ovan helt korrekt? Om inte, vad &r det som saknas? Ge ett motexempel
i sa fall.
Visa att for en fojld (ap)n>1 géller foljande implikation:

anp — a dan — oo = lan| — |a| da n — oo.

Galler implikationen at andra héllet? Visa den eller ge ett motexempel.
Tips: Den omvdnda triangelolikheten kan hjdlpa.
a) Visa foljande pastaende:

. . 1
igl}lf(a:)—oo == i%m_o.

b) Ar féljande pastaende sant?

1
lim g(z) =0 = lim —— = oo.
T—a z—a g(x)
Ge ett bevis eller ett motexempel.

Formulera och bevisa en motsvarighet till sats 1, sid. 1, fér gransviardet lim f(x).
Tr——00

Betrakta foljande méangder. Ar de begransade? Bestdm supremum och infimum och
— ifall de existerar — dven storsta och minsta vérde i de angivna méngderna.

a) My = {# ‘= 1,2,3,...}

b) My ={z € R:2% <4}

c) M3:{$ER21’328}

Vad kan man sdga om en mangd M om man vet att sup M = inf M?

Visa foljande olikheter for supremum och infimum av funktioner f : R — R och
g:R— R:

sup(f + g)(x) < sup f(x) + sup g(z),

inf (f+¢g)(x) > inf f(x)+ inf g(x).
sup sup sup Inf (f +g)(2) > inf f(z) 9(x)

zeR

Ge exempel pa f och g for vilka olikheterna &r strikta (dvs. < resp. > géller).

Om sup M = a € R sa finns det en f6jld (z,)n>1 med x,, € M sadan att z,, — a da
n — 0.

Anmdrkning: Detta dr en viktig egenskap hos supremum av en mdngd.



12

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.18.

3.19.

3.20.

3.21.

3.22.

Visa: Om tva kontinuerliga funktioner overensstdmmer i alla rationella punkter, sa

overensstammer de i alla punkter, dvs.
f,g : R — R kontinuerliga och f(z) = g(z) for alla x € Q = f=g.

Tips: Till varje reellt tal xo finns en fojld (q,) av rationella tal som konvergerar
mot xq.

Ge exempel pa foljande tva diskontinuerliga funktioner f och g pa intervallet [0, 1]:
a) f(0) =0, f(1) =1 och f(€) &r inte lika med 3 for nagot & € [0, 1],

b) g(0) =0, g(1) = 1 och g antar alla viarden mellan 0 och 1.

Vad sager detta om satsen om mellanliggande varden?

Ge exempel pa en diskontinuerlig funktion f sadan att D; = [0,1] och vardeméngden
Vy ar ett intervall. Strider detta mot sats 4, sid. 37

Ge exempel pa en kontinuerlig funktion f som inte &r monoton men har en invers.
Finns det sadana funktioner om definitionsmangden D &r ett intervall?

Anvind derivatans definition for att berdkna derivator av foljande funktioner: fi(z) =
VZ, fa(r) = Va2 + 1, f3(x) = sin(x?).

Lat g vara en begrénsad funktion med definitionsméngden [—1,1]. Satt f(z) =
22g(z). Visa att f &r deriverbar i z = 0 och f/(0) = 0.

Om tva deriverbara funktioner f och g definierade pa intervallet [—1,1] vet man
foljande: f(—1) > g(—1), f(0) < ¢(0) och f(1) > g(1). Lat h(z) = f(x) — g(z).
Hur manga nollstéllen (minst) maste h ha? Finns det sékert en punkt ¢ sadan att
R'(€) =07 Om det gor det, maste det vara ett lokalt maximum, lokalt minimum eller
ingetdera?

Ge exempel pa en funktion f som har foljande egenskaper: f &r kontinuerlig pa [a, b],
deriverbar pa |a, b[ utom i en punkt, i ingen punkt & €la, b[ ar f(b)—f(a) = f'(§)(b—a).
Ge exempel pa en funktion f som uppfyller antagandena i medelvardessatsen och for
vilken det finns odndligt manga & sadana att f(b) — f(a) = f/(£)(b — a).

*Visa att om f ar tva ganger deriverbar i R och f”(z) > 0 for alla z, sa dr antingen
lim f(z) =occeller lim f(zr) =o00. Kan lim f(z) = —0c0? Ge ett exempel eller
Tr—00 r—r—00 T—r—00

visa att detta inte kan intraffa.

Tips: Om " > 0, vad kan man sdga om f'?

*Lat f :]0,00[ = R vara en funktion som &r deriverbar och lika med sin invers, dvs.
f(z) = f~Y(x) for alla = > 0. Visa att f(¢) = & for ndgot € > 0. Visa ocksa att
antingen ar f'(£) = —1 eller ar f(x) = x for alla z > 0.

Tips: f dr stringt monoton. Vad kan man siga om f ifall f(x) > x for nagot x > 07
Lat funktionen f vara integrerbar 6ver [—a,a| for nagot a > 0.

a) Visa: f ar udda = ’ f(z)dx =0
b) Visa: f &r jaimn — ’ f(z)dx = 2/a f(z)dx
0

—a

c¢) Berdkna: /2 (3:2 +In m) cos z dz
T

Wl
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Visa att om ® och W &r tva trappfunktioner, sa ar ff(q)(m) +V(z))der = f; O(x)dr+
f; U(x)dx.

Visa att om ® ar en trappfunktion, sa ar f;@(:r) dr = f:@(x) dx (se hjalpsats 2,
sid. 5).

Definiera funktionen f genom att sitta f(z) = 0 da = ar rationellt och f(z) =1daxz
ar irrationellt. Berékna ff f(x)dx och f; f(z)dz. Ar f integrerbar Gver intervallet
[0,1]? )

Visa sats 8, sid. 6 for 6verintegraler.

Visa analysens huvudsats (sats 10, sid. 6) for under- och Gverintegraler.

Visa olikheten for Gverintegraler i sats 14, sid. 9.

Definiera funktionerna f och g genom att sitta f(z) = 0 da x &r rationellt och
f(z) =1 da x ar irrationellt samt g(z) = 1 da x ar rationellt och g(z) = 0 da = &r
irrationellt. Visa att stranga olikheter géller i del (i) av sats 14, sid. 9 vid integration
over intervallet [0, 1].



