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Ovningar till Matematisk analys III
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For varje griansviarde nedan bestdm gransvérdet eller visa att gransvirdet inte existerar.
903 _ 42,3
lim Y
(z,y)—oo (22 +y?)3 — ayd

(a)

I x sin’my
1m —_—_
(z,9)—=(0,1) 2 + (y — 1)2
lim z® + y2
(z,y)—(0,0) 4 + |y]
z%/]yl
11m 1
(z,y)—(0,0) 74 + |y]

(b)

()

(d)

3,2

— s da (5,y) # (0,0). Ar f

Lat f vara den funktion for vilken f(0,0) = 0 och f(z,y) = ﬁ
T Yy

kontinuerlig i origo? Ar f differentierbar i origo?

For ett godtyckligt reellt tal o > 0 lat f vara den tvavariabelfunktion for vilken f(0,0) = 0 och
flz,y) = #M da (x,y) # (0,0). For vilka reella tal « > 0 &r f kontinuerlig i origo respektive
differentierbar 1 origo?

Lat f vara funktionen f(x,y) = 423y + zy3.

(a) En person befinner sig i punkten (1,2) pa riita linjen 2+ 2y = 5 och kan bara rora sig lings denna
rita linje. I vilken av de tva mojliga rorelseriktningarna skall personen ga for att funktionen f
atminstone till att borja med skall vixa.

(b) Bestdm i punkten (1,2) den riktning fran punkten i vilken tillvixten av f per lingdenhet dr storst
samt bestdm ocksa hur stor denna storsta tillvéixt per lingdenhet &r.

(c) Bestdm ekvationen for tangenten till kurvan f(z,y) = f(1,2) i punkten (1,2) pa kurvan.

(d) Bestdm ekvationen for tangentplanet till ytan z = f(z,y) i den punkt pa ytan ddr x = 1 och
y =2

3 2 3
% da (z,y) # (0,0). Avgor om f

dr kontinuerlig i origo. Visa att f1(0,0) och f4(0,0) bada existerar och ange virdena. Visa att f15(0,0)
och f4,(0,0) bada existerar och ange vérdena.

Lat f vara den funktion for vilken f(0,0) =0 och f(z,y) =

Betrakta funktionen f(z,y) = 2%y + ary dér a ir en reell konstant. Fér ett visst viirde pa konstanten
a har f i punkten (1,1) sin storsta tillviixt per lingdenhet i riktningen (3,1). Ange detta virde pa a
samt ocksa hur stor den storsta tillviixten per lingdenhet av f i punkten (1,1) dr for detta virde pa
a. Visa éven att det inte finns nagot viirde pa a sa att f i punkten (1,1) har sin storsta tillviixt per
laingdenhet i riktningen (1, 3).



L 9.

L 10.

L 11.

12.

13.

14.

15.

L 16.

17.

L 18.

Bestém alla skdrningspunkter mellan kurvorna 2z2 — 2zy — 3> + 6 = 0 och zy = 2. Bestdm ocksa
skédrningsvinkeln mellan kurvorna i varje skédrningspunkt.

Bestéam varje tal a > 0 for vilket de bada kurvorna zy+ %y = 1 och 22 432 = a skéir varandra under rét
vinkel i minst en punkt. Ange ocksa for varje sadant a varje punkt dir de bada kurvorna skér varandra
under rét vinkel.

Bestidm ekvationen for den kurva som gar genom punkten (1,0) och &r vinkelrdt mot alla nivakurvor
till funktionen f(x,y) = 22 —y.

Pa en karta 6ver en kulle finns ett ortonormerat koordinatsystem inplacerat. Kullens héjd z éver havet
i en punkt (x,y) pa kartan dr z = 500e—(22°+3v*) En person som skall ga till kullens topp viljer i varje
punkt pa sin vig att ga at det hall dar kullen &r brantast uppat. Personen startar i en punkt som pa
kartan har koordinaterna (4, 8). Bestim ekvationen for den kurva pa kartan som personens gangvig
svarar mot.

Bestim ekvationen for den kurva som gar genom punkten (1,1) och skir alla nivakurvor till funktionen
f(x,y) = 25 4 3y* under riit vinkel.

Bestdm ekvationen for den kurva i forsta kvadranten som gar genom punkten (1,1) och skir alla
nivakurvor till funktionen f(x,y) = z%/*y*/?, z > 0, y > 0 under rit vinkel.

Bestém ekvationen for den kurva som gar genom punkten (1,1) och skér alla nivakurvor till funktionen
f(z,y) = €”y, under rit vinkel.

Pa mingden z > 0, y > 0 inférs nya koordinater genom att séitta u = xy, v = z/y. Lat 2z vara en
C!-funktion i variablerna = och y pa méngden = > 0, y > 0. Ange hur differentialuttrycket xz/, erzz// +z
ser ut i variablerna u och v. Bestim sedan den C''-16sning z till differentialekvationen 2/, +yz; +2=0,
x>0,y >0 for vilken z =e"* da z > 0 och y = 4.

Best#m alla kontinuerligt deriverbara 16sningar till partiella differentialekvationen %2/ + yzz; =zi

omradet x > 0, y > 0 genom att inféra de nya variablerna u = %, v = % - %

Betrakta partiella differentialekvationen

PT T 0T

ox? + Oy? + 022 0

i omradet 1 < 22 + y? + 22 < 4. Bestiim den 16sning T'(z,y, z) for vilken foljande giller:

i) T(z,y,z) dr en funktion enbart av avstandet fran (z,y, z) till origo, dvs T(x,y,z) = f(r) for

nagon funktion f, dir r = /22 + y2 4 22.

i) T(z,y,2) =0da 22 +y?> + 22 =1, 0ch T(z,y,2) =1 da 2% +y?> + 22 = 4.

Lat z vara en C?-funktion i z och y pa R?. Genom ett ett koordinatbyte av typen u = z+ay, v = x+by,
dér a och b ér lampliga reella tal, 6verfors differentialuttrycket 6z;, —5z}, + 2y, i ett differentialuttryck
av typen cz!/, dir c #r en konstant. Bestim sidana reella tal a och b. Bestéim ocksa alla C2-funktioner

z sadana att 62/, — 527/, + 2, =1 pa R?.

P& mingden x > 0, y > 0 infors nya koordinater u och v genom att sitta u = xy?, v = x/y. Lat z vara
en C2-funktion i 2 och y p4 méngden = > 0,y > 0. Ange hur differentialuttrycket 2x2zgz+$y2;’g —y2z;’y
ser ut i variablerna u och v. Bestdm ocksa alla C*-funktioner z sadana att 222z, + zyz), —y°z,, = 1

daz>0,y>0.
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P& méngden z > 0, y > 0 inférs nya koordinater u och v genom att sitta u = 22y?, v = x/y. Lat 2 vara

en C?-funktion i  och y pa méngden = > 0, y > 0. Ange hur differentialuttrycket 22/, — vz, + 22,

x
ser ut i variablerna u och v. Bestdm ocksé alla C?-funktioner z sadana att 22, — vz, + 2x2, = 1
daa>0,y>0.

P& méngden x > 0, y > 0 infors nya koordinater u och v genom att sitta u = y/z, v = x2/y.
Lat z vara en C?-funktion i  och y pa mingden z > 0, y > 0. Ange hur differentialuttrycket

x?zll, + 3xyzll, 4+ 2y*z, ser ut i variablerna uw och v. Bestiim ocksa alla C*-funktioner z sadana

att x22lf, + 3ayzll, + 2%z, = y*> da x>0,y > 0.
Bestéim alla stationiira punkter till f(z,y) = 22* +y* — 422y och ange varje stationir punkts karaktr.

Bestim alla stationsira punkter till f(z,y) = (2% — y*)e™8=% och ange varje stationir punkts
karaktar.

Best#m alla stationiira punkter till f(z,y) = xy under bivillkoret o3 + 3zy + 8y3 = 22.
Bestéim alla stationiira punkter till f(x,y,2) =« + y + 2z under bivillkoret 2% + y? + 22 + zyz = 4.
Bestidm alla stationidra punkter till f(z,y,2z) = +y+ 2z under bivillkoren zy +yz = 1 och zz+yz = 4.

Beréikna dubbelintegralen [[,, [¢? — y| dady, dir D &r omréadet |z <1, |y| < 1.

2 z? , 8 8 )
Berakna/ (/ z2eY dy) d:v—i—/ </ z2e¥ dy) dx.
1 T 2 T

Berékna dubbelintegralen [ (22 + y?) dady dir D &r omradet 22 + xy + y? < 1.

Beriikna dubbelintegralen [[,, \/#? +y? dzdy dir D ér omradet 2? + y* < x.

Berdkna dubbelintegralen ffD (22 + y?) dzdy dér D dr omradet 0 <y < 22 +y? < z.

2
Berdkna dubbelintegralen // r sin (ny + f) dx dy dir D dr omradet 7/2 < 2%y <7, 7/2 < = <.
DY Yy

< |8

Berékna dubbelintegralen [[}, (z/y)te”” /v dz dy dir D sr omradet y < z < 2y, y < 22 < 4y.

Berdkna dubbelintegralen ffD (ln %)ewy dx dy dar D ar omradet x <y <2z, 1 < zy < 2.

= d dy, dér D r omradet 3o <y <z, VT <y < 2/.

Berékna dubbelintegralen / / 3
DT +Y

1
Visa att den generaliserade dubbelintegralen ——— = dx dy &ar konvergent och berdkna
: awlen [ g o i omerg
dess virde.
Lat D vara det obegrinsade omradet 2%y > 1, 2y* > 1. Visa att den generaliserade dubbelintegralen

1
/ / W dx dy ar konvergent och berékna dess vérde.
D (x> +vy
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Bestém volymen av omradet £ +y + 2z < 1, z > 22 4 ¢2.
Bestdm volymen av kroppen 22 +y? + 22 <4, (z —1)2+y?> > 1, (z +1)2 + > > 1.

Bestém volymen av den del av omradet 222 + 2y? < 1 4 22 som ligger mellan planen z = x + 1 och
z=1.

Beriikna trippelintegralen [[[, z* dz dy dz dér D &r omradet 2 + 2y* 4 2% < 2.

Berékna trippelintegralen [[[, /a2 + y? + 22 dx dy dz dir D &r omradet ViZ 2 <z<1.
Beriikna trippelintegralen [[[, zdxdydz dér D ér omradet z <7 —a? —y?, 2? +y* + 22 < 0.
Beriikna trippelintegralen [[[,, zdz dydz dér D &r omradet z > 0, 22 > 222 4+3y* -1, 2% +y? + 2% < 3.

Berikna de béada trippelintegralerna [[[, zdxdydz och [[[,2*dxdydz dér D &r omréadet

2> a2+y? 2 <1+ 3w
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Svar till 6vningarna

. (a) 0. (b) 0. (c) 0. (d) Existerar ej.

Kontinuerlig men inte differentierbar i origo.

Kontinuerlig i origo precis om « > 1 och differentierbar i origo precis om « > %

(a) T riktning (2, —1). (b) I riktning (2, 1), 16v/5. (c) 22 +y = 4. (d) z = 32z + 16y — 48.

Kontinuerlig i origo. f1(0,0) = f4(0,0) = 0. f{5(0,0) =2, f4,(0,0) = 1.

_ _1 V10
a=-2 "2
Skédrningspunkterna (1,2) och (—1,—2). Skdrningsvinkeln dr arccos % i bada skdrningspunkterna.

a = %7 (*%72)'

y:—%lnx,m>0.

y = 23/2 fran punkten (4,8) till punkten (0,0).

Parabeln y = z2.

z=—(z+2y)(z + 3y) + p(x + 2y) + ¥(x + 3y) dir ¢, ¥ € C?*(R;) dr godtyckliga.

1
Quvzll, — 3vzl. z = g(lny —Inx) —|—x1/3y2/3<p(§) +(zy?), = >0, y > 0dir , ¢ € C*(R,) &r
godtyckliga.

1
Suvzll, + duzl,. z = §(lnx + Iny) + \/ggp(xzyQ) + w(z), x>0,y > 0dir ¢,y € C*Ry) ar
T )
godtyckliga.

" ’ y2 ? Y z? . 2 .. .
UVZyy —UZye 2= + ?ap(;) + w(;>7 x>0, y>0dir ¢, ¥ € C*(Ry) dr godtyckliga.

(0,0), (1,1) och (—1,1). Sadelpunkt, stringt lokalt minimum respektive stréingt lokalt minimum.
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(0,0), och (1,—1). Sadelpunkt respektive striingt lokalt maximum.

(2,1].

(—2,-2,-2), (2,2,-2), (2,-2,2), (2,2, -2), och (1,1,1).
(\/gv 2- \/37 2)7 (_\/gv 2+ \/37 2)7 (\/37 -2- \/ga _2) och (_\/37 -2+ \/gv _2)'

s

Z(16v/3 — V6).

8 - 1367
el respektive 553"




Losningar till de med L markerade évningarna

3. Kontinuitet i origo.
En funktion f(z,y) &r kontinuerlig i en punkt (a,b) precis om f(z,y) — f(a,b) da (z,y) — (a,b). I
vart fall &r f(0,0) = 0. Den givna funktionen &r alltsa kontinuerlig i origo precis om f(z,y) — 0 da
(z,y) — (0,0). Med hjilp av poldra koordinater x = rcosf, y = rsinf far vi att

|xy|™ 2% cosfsinf|*
w24+ zy+y2  r2+r2cosfsind

‘f(xay) _0| =

902 | cos fsin O]* 200—2 200—2 2 2\a—1
=7r —_— < —_— = 27" =2 x° + 5
1+ Lsin20 —  1- (= +v7)

vilket visar att f(z,y) — 0 da (z,y) — (0,0) om « > 1. Vidare har vi f6r godtyckligt ¢ > 0 att

N|—=

1
ft,t) = thO‘_Q, som inte gir mot 0 da ¢t — 0T om 0 < o < 1,

vilket visar att f(z,y) inte gar mot 0 da (x,y) — (0,0) om 0 < a < 1. Funktionen f(z,y) 4r saledes
kontinuerlig i origo precis om « > 1.

Differentierbarhet i origo.

En funktion g(z,y) ér differentierbar i en punkt (a,b) precis om g¢i(a,b) och g5(a,b) existerar samt
9(z,y) — g(a,b) — gi(a,b)(x — a) — g5(a,b)(y — b)

V-t (g P
Vi tillimpar nu detta pa funktionen f(x,y) i origo. Notera forst att

f(0+h70)_f(0’0) f(h,O)—f(0,0):O—O

h h h
for alla « > 0, och alltsa att

—0 da(z,y) — (a,b).

=0 forallah#0

f(0+h,0) — £(0,0)
h

for alla a > 0, dvs f1(0,0) existerar och &r 0 fér alla a > 0. Eftersom f(z,y) dr symmetrisk i  och
y foljer sedan direkt att dven f45(0,0) existerar och &r 0 for alla o > 0. Funktionen f(z,y) dr saldes
differentierbar for alla a > 0 for vilka

o, y) = f(z,y) = £(0.0) = F{(0,0)z — f3(0,0)y _ f(z,y) —0-0-2-0-y
flay) y|
Va2 +y? (22 day +y?) Ve y?

Med hjialp av poléra koordinater x = r cosd, y = rsin 8 far vi att

—0 dah—0

=0 da (z,y) — (0,0).

0< o(z,y) |zy| 72%| cos @ sin 6]*

T,y) = = -
S Py (x2+xy+y2)« /22 4 y2 (r2 + 72 cos9s1n9)r
— TQQ—3M < 7«20‘—371 = 9p2a—3 _ 2(1‘2 + y2)a_3/2,

1+ 3sin20 — 1-1
vilket visar att p(z,y) — 0 da (z,y) = (0,0) om o > 3. Vidare har vi for godtyckligt ¢ > 0 att

1
o(t,t) = —=t**"3  som inte gar mot 0 da t — 07 om 0 < o < 3/2,

3v2



vilket visar att ¢(z,y) inte gar mot 0 da (z,y) — (0,0) om 0 < a < 3. Funktionen f(z,y) ir saledes
differentierbar i origo precis om « > %

. Kontinuitet i origo?

Vi har att
ady +2zy° ol = |23y + 22y -

Flaw) - 10,0 = [ Z5 S <

(enligt triangelolikheten)

< JelPlyl + 2lzlly® _
- 1’2+y2

(infor polédra koordinater @ = rcos6, y = rsin6)

1 cosff*|sin 0] + 2r*| cos 0|| sin 0]

r2

= 72| cos 0]?| sin 0] + 2r?| cos 0|| sin §|* <
(ty |cosf| <1, |sinf| <1 for alla 6)

<r? 4 2r% =372 = 3(2 +y%) for alla (z,y) # (0,0).
Dvs vi har att
|f(2,y) = f(0,0)] < 3(2? +y?) for alla (z,y) # (0,0).
Det foljer att f(z,y) — f(0,0) da (z,y) — (0,0). Funktionen f #r alltsa kontinuerlig i origo.

Derivatan f1(0,0)

Vi har att
FOERO = 10.0) _ SO —JO.0 00 g gy 0

och alltsa att

h
Derivatan f1(0,0) existerar alltsa och &r 0.

—0 dah—0

Derivatan f5(0,0)

Vi har att

och alltsa att

k
Derivatan f5(0,0) existerar alltsa och &r 0.

—0 dak—0

Derivatan f15(0,0)

Derivering ger att

(3x2y + 2y3) (22 + y?) — (23y + 229°)22
(@2 + 42)?

filz,y) = for alla (z,y) # (0,0)

och alltsa &r
(0+2k3) (04 k%) — 0

=2k foralla k#0




Vi faratt 1(0,0 + k) — £1(0,0) _ f1(0,k) — f{(0,0) 2k —0
10 +Ii_f1(’):f1(’);f1(’): — =2 forallak #0

och alltsa att
k

Derivatan f{5(0,0) existerar alltsa och dr 2.

—2 dak—0.

Derivatan f%(0,0)

Derivering ger att

(2% + 6ay®)(2® +y*) — (2%y + 22y°)
(22 + y2)2

fo(z,y) = 2y for alla (z,y) # (0,0)

och alltsa ar
(h3 +0)(h*+0)—0

(W +0p

fo(h,0) = =h forallah#0

Vifar att (04 h,0 (0,0 (h, 0 (0,0 h—0
f2( + )})L_fQ(? ):fQ( ) );f2(7 ): ; -1 forauah;&o

och alltsa att
h

Derivatan 4 (0,0) existerar alltsa och &r 1.

—1 dah—0.

. Vi ska betrakta funktionen f(z,y) = x?y + azy. Vi noterar att

Viz,y) = (fi(zy), f5(z,y) = 2zy + ay,2” + az),

det vill siiga Vf(1,1) = (2 + a,1 + a). Enligt den allméinna teorin har f i punkten (1,1) sin storsta
tillvéixt per lingdenhet i riktningen V f(1,1). Det f6ljer att f i punkten (1,1) har sin storsta tillvaxt
per lingdenhet i riktningen (3,1) om och endast om (2 + a,1+ a) &r parallell med (3, 1) och riktad at
samma hall. Vi ska alltsa undersoka for vilka a som det gar att hitta ett positivt tal A\ sa att

3N = 2+4a

A= 14a
Ekvationssystemet har den enda l6sningen A = % och a = —%. Eftersom A > 0 i l6sningen kan alltsa
f i punkten (1,1) ha sin storsta tillvéixt i riktningen (3,1) och det intréffar fér a = —3. Storsta
tillvixten per lingdenhet i en punkt &r lika med ldngden av gradienten i punkten. For a = —% ar

Vf(1,1) = (2,1), och storsta tillviixten per lingdenhet i punkten (1,1) &r alltsa
2 2
3 1 10
wieni=y/(3) +(3) -5

Vi ska nu undersoka om det dr mojligt att finna ett a sa att f i punkten (1,1) har sin storsta tillvaxt
per ldangdenhet i riktningen (1, 3). Ekvationen som ska studeras &r i detta fall

A= 2+4a
32 = 1+4a
Den enda 16sningen ar A = —%, a= —%. Eftersom A < 0 i den enda lsningen finns det alltsa inget a

sadant att f 1 punkten (1,1) har sin storsta tillviixt per lingdenhet i riktningen (1,3).
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Lat y = g(x) vara ekvationen for den kurva som soks. Sitt h(z,y) = g(x) — y. Den sokta kurvan &r
da h(xz,y) = 0. Lat (zo,y0) vara en godtycklig punkt pa den sékta kurvan h(z,y) = 0. I varje sadan
punkt (zg,yo) giller:

i) h(z,y) = 0 &r vinkelrdt mot den nivakurva till f som gar genom punkten.
ii) Vf(xo,y0) &r vinkelrdt mot den nivakurva till f som gar genom punkten.
iil) Vh(zo,yo) dr vinkelrdt mot kurvan h(x,y) = 0.

(Att i) géller ar givet i problemtexten. Att ii) och iii) giller &r en egenskap hos gradient-
vektorn.)

Det foljer att V f(xo, yo) dr vinkelrit mot VA(xg, yo). Eftersom V f (29, y0) = (229, —1) och Vh(zo,yo) =
(¢9'(x0),—1), sa ger det
(2z0,—1) - (¢'(z0), —1) = 2z09'(z0) + 1 = 0.

Men (xq,yo) dr en godtycklig punkt pa kurvan y = g(z). Alltsa géller
2zg'(z) +1=0 for allax #0,

dvs vi har att 1
g (z) = 5 for alla x # 0.

Vi har alltsa att )
y:g(x):—ilnx—&—cl omx >0 (1)

och att 1
y=g(x)= ~5 In(—z) +Cy om x < 0.

Eftersom sokt kurva ska ga genom punkten (1,0) dr det kurvan (1) vi séker. z = 1, y = 0 insatt i (1)
ger att C7 = 0. Sokt kurva #r alltsa kurvan

1
y:—ilnx, x> 0.

Kullens hojd i punkten (z,y) ges av
2 = 500e~ (2 3%

Kullen #r som brantast uppat i gradientens riktning;
grad z = (2, 2,) = 500e~ 27 H39%) (_ 4z —6y) = —1000e~ 27" T3Y7) (2, 3y)).

Personen som hela tiden ror sig i gradientens riktning kommer darfor att hela tiden ga till vanster och
nedat sa linge hon befinner sig i forsta kvadranten. Pa hela den sokta viigen kan alltsa y uttryckas som
en enda funktion av z. Lat y = ¢(z) vara den stkta viigen. Att personen ror sig i gradientens riktning
kan tolkas som att normalvektorn (¢’(z),—1) till kurvan y = ¢(z) i punkten (z, p(z)) hela tiden &r
vinkelrdt mot grad z i samma punkt (z, p(x)), dvs (¢'(x), —1) dr hela tiden vinkelrét mot (2z, 3¢(z)).
Med andra ord har vi att

(#'(x), =1) - (22, 3p(x)) = 0 <= 2z¢'(x) — 3p(z) = 0,
vilket innebér att ,
p'(x) 3
olz) 2z
Fran bergets geometri ar det klart att pa kartan &r personens vig mot toppen hela tiden en vig i forsta

kvadranten och alltsa &r hela tiden = > 0 pa den sokta végen. Integration av differentialekvationen
ovan ger darfor att

3
In|p(x)| = ilnx + C = p(z) = £eC2%/2,

10



11.

16.

dvs y = p(z) = Az3/?, dir A &r en konstant. Startvillkoret © =4, y = 8 ger 8 = A-4%/2 = A =1,
dvs y = 2%/2. Kullens hogsta punkt ligger i origo. Stkt viig pa kartan &r alltsd kurvan y = 23/2 fran
punkten (4,8) till punkten (0,0).

Lat y = g(x) vara ekvationen f6r den kurva som soks. Sétt h(z,y) = g(x) — y. Den sokta kurvan &r
da h(xz,y) = 0. Lat (xo,yo) vara en godtycklig punkt pa den sokta kurvan h(z,y) = 0. I varje sadan
punkt (zo,yo) giller:

i) h(z,y) = 0 &r vinkelrdt mot den nivakurva till f som gar genom punkten.

ii) Vf(zo,yo) dr vinkelrdt mot den nivakurva till f som gar genom punkten.

iii) Vh(zo,yo) dr vinkelrdt mot kurvan h(z,y) = 0.

(Att 1) ska gilla dr givet 1 problemtexten. Att ii) och iii) géller dr en egenskap hos gradientvektorn.) Det

foljer att Vf(wo,yo) dr vinkelriit mot Vh(zg,y0). Men Vf(zo,y0) = 6(x),2y3) och
Vh(zo,90) = (¢'(z0),—1). Alltsd (25,293) - (¢'(z0),—1) = x3¢'(z0) — 2y = 0. Anviinds
sedan att yo = g(xg), som giller eftersom (zg,yo) &r en punkt pa kurvan y = g(z), sa fas att

x59'(zo) — 2g(m0)3 = 0. Men (z0,y0) dr en godtycklig punkt pa kurvan y = g(x). Alltsa giller

!/
2
2°¢' (z) — 2g(z)® = 0 for alla z. Denna differentialekvation kan skrivas 9 ((sgg = —, som direkt kan
g(x x
1

1
integreras och ger att ———— = ——— + C. Eftersom g¢(1) = 1 sa #r C = 0 och det foljer att
2g(x)? 2z

g(xz)? = 2*. Alltsa g(z) = +22. Men g(1) = 1 sa endast g(x) = 22 gar. Sokt kurva &r alltsd kurvan
2
y = x°.

Derivering av T'(z,y, 2) = f(r) dir 7 = (2? + y? + 22)/2 ger enligt kedjeregeln for funktioner av en
variabel att
Ty(z,y,2) = f'(r)r, = f'(r)

r
och att
’ l-r—z-—
T, 2) = P00 + P )T = ) I ) ——
Dvs det géller att
22 r2 _ g2
Tl (e, 2) = () 5 + 1)

Pa grund av symmetri giller vidare att

2 2
T (2,y,2) = /(L + rin—=~L,

T;/z(x7yvz) = f/,(r)ﬁ + f,(r)r_i‘g

Vi far att
22 4 o2 + 22 3r2 g2 — g2 _ 52
Tl Ty T =0 e [T T I g
1" 2 !
£+ 1) =0, (1)

Derivatan f’(r) kan bestimmas fran (1) med metoden med integrerande faktor. f(r) fas sedan genom
integration av f'(r).

2
/f dr =2In|r| (+konstant) = (ty r >0) 2Inr = Inr?
T

11



18.

En integrerande faktor till (1) &r alltsa e = r2. Multiplikation av (1) med 2 ger
d
r2f(r) +2rf'(r) =0 <= 5(7"2]"/(7’)) =0.

Integration ger

PP = A e fi(r) = 4.

r2
Ny integration ger

f(r)= —é + B.

Hér dr A och B konstanter. Men det dr givet att f(1) = 0, f(2) = 1 skall gélla. Det ger A = B = 2

och alltsa att 5

f(T ) = —; + 2.
Sokt 16sning till givna partiella differentialekvationen ar alltsa
2

T(m,y,z) = -

——}2
Va2 +y? + 22

Eftersom z #r en C2-funktion kan vi anvinda kedjeregeln pa z och dess partiella forstaderivator.

x
Kedjeregeln tillsammans med sambanden u = zy?, v = — ger att
Y

1
o ror 2 /
Z.rfzuuz+zvll}m*yzu+§’zv

x
ro_ ror / !
Zy = ZyUy + 2,0, = 20Yz, — ?zv

Vi fortséitter att derivera.

: "
Derwatan z;,

(enligt (1) med z utbytt mot z/, repektive z7)
.2 2 / 1 / 1 2 / 1 7\ _
=y \y Duzu"’_*szu + = Yy Duzv+7Dva -

Yy Y Yy
1 1 1
= y2 (yQZZu + gz;lv> + g( 2Z{)/u) + ;Z'Zv) =
(ty 2!, = 2, eftersom z € C?)
4 1 " 1 "
=Y Zyy t Qyzuv + Ezvv

: "
Derwatan z;,,



(enligt (1))
1
=D, (v, +—2) =
Y
(enligt produktregeln for derivering)
1 1
=2yz, +y*Dyzl, — EZ; + ;DUZ; =
(enligt (2) med z utbytt mot z!, repektive z7)

1 1
=29z 412 (2xyDuz; - %sz;> - ?z; + §(2xyDuz; - ;—Qszjj) =

"

1 T
32 wo — 520 T 2T2, — 52, =
Y Y

= 2yzl, + 2zy° 2, — xzl

3 “vv
(ty 2/, = 2, eftersom z € C?)

T 1
_ 3.1 " " / ’
- me Ruu + LZyn — Ezv'u + 2yzu - ?Zv

- 1"
Derivatan Zyy

"o r
Zyy = Dyz, =
(enligt (2))
=D, (nyz; - %z;) =

Y

(enligt produktregeln for derivering)

X
! D,z =
R P
v 2°7Y
Yy

v

2
= 2xz, + 2zyDyz, + %z
Y

(enligt (2) med z utbytt mot z!, repektive z7)

2z

= 2z2] + 21y (QxyDuz{L - ;—QDyz;) + Ezv — % <2xyDuz; - %Dﬂl) =

2 2 2
2,2 11 227 ), 2&/ 2z ), L= n

- szqlt + 4z Y Zyu — Tzu'u y3 Ry — 7zvu + yjzvv =

(ty 2, = 2, eftersom z € C?)

422 z? 2z
= da?y?2 — 72;'1) + EZ;’U + 2xzl, + EZL

Vi far att
21 " 2.1
2072, + wyYzy, — Y 2y, =
(enligt (3), (4) och (5))

T
= 92%yzll — 3;2; =

13



(eftersom z°y = xy2§ = wv och g =)

" !/
= Juvz,, — 30z,

som &dr det givna differentialuttrycket uttryckt i « och v.

x
Omradet z > 0, y > 0 6vergar genom avbildningen u = zy?, v = = i omradet u > 0, v > 0, och vi far
Y
for den givna differentialekvationen att

21 1

202, +ayzll, — vz, =1, >0, y>0 <

Quvz,, —3vz, =1, u>0,v>0 <= zﬂvf%u zvzéu’lvfl, u>0,v>0 <

(ty 2!, = 2!, eftersom z € C?)

2 — iyl = éu_lv_l, u>0,v>0 <
i, -1, _1,-1,—1
Dyzy —zu='z, = gu~ o™, u>0,v>0 (6)

Ekvationen (6) dr for wvarje fixt v en forsta ordningens differentialekvation i w och
kan 16sas med metoden med integrerande faktor.

i < - éu*) du= —%In|u| (+ godtycklig funktion av v) =

(eftersom u > 0 i vart omrade)

= —%lnu =lnu~1/3.

—1/3

En integrerande faktor till (6) &r alltsa e™* " = 4 ~1/3, Multiplikation av (6) med u~'/3 ger

u V3Dl — 2w = Lm0 w0, >0

Dy (u=32)) = tu=4/3v=1, w >0, v>0.

Integration med avseende pa u ger sedan

w3 =~y B3y 4 w(v), u>0,v>0

o — _%U—l +uBw(v), uw>0, v>0.

v

ar ar w en godtycklig funktion 1 .) Integration med avseende pa v ger daretter till slut
H dtycklig funktion i C*(R4).) I i d de pa dérefi ill sl
z=—ilmv+uBp) +(u), u>0,v>0, dir ¢ =w.

Eftersom z € C? pa u > 0, v > 0 s& maste ¢,% € C*(R,), for 6vrigt ir ¢, ¢ godtyckliga. Gar
vi tillbaka till de ursprungliga variablerna z, y har vi allts& visat att losningarna z € C? till givna
differentialekvationen

21722// 2, 11 1

v+ Yz, — Yz, =1, >0, y>0

ar funktionerna
z=3(Iny—Inz) +x1/3y2/3¢<2) +1(xy?), ©>0, y>0

diir ¢, 9 € C*(Ry) dr godtyckliga.

14



19. Eftersom z dr en C2-funktion kan vi anvinda kedjeregeln pa z och dess partiella forstaderivator.

Kedjeregeln tillsammans med sambanden v = 22y2, v = — ger att
Y

1
Z, = 2yt + 2,0, = 20y72, + o (1)
o AN 2 ! T !
Zy = 2y, + 2,0y = 207y 2, — ?zv (2)
Fortsatt derivering ger
" !/
Zxx = szac =

(enligt (1))
2/ 1 /
=D, (2my z, + fzv> =
Y
(enligt produktregeln for derivering)
2/ 2 ! 1 /
=2y“z, +22y“Dyz, + —Dyz, =
Y
(enligt (1) med z utbytt mot z!, repektive z7)
1 1 1
= 292! + 2> (2my2Duz; + nyz;) + - (2xy2Duz; + fDUz;) =
Y Yy Y
2 11

1 1 1

(ty 20, = 2! eftersom z € C?)

1
= 4y, + dayzy, + R 2%z, (3)
samt
"o r
Zyy = Dyzy =

(enligt produktregeln for derivering)
2 1 2 / 2z / T ’
=2x"%, + 22°yDyz, + — 2z, — 5 Dyz, =
Y )
(enligt (2) med z utbytt mot z!, repektive z7)

T 2z T T
=222 + 2m2y(2x2yDuz; - ?sz:) + EZ; — y—2(2x2yDuz{, - EDUZL> =

3 3 2
4.2 1 2z " 233/ 2z " €z Y/

2
=2z Z; +4x Y Zuu — Tzuv EZU - 7zvu + Ezvv -

(ty 20, = 2/, eftersom z € C?)

15



3
"

4x x2 2z
- 4x4y2zvl1lu - 7Zuu + yjzgv + 2%2,2; + y732;) (4)

Vi far alltsa att

2 1 2//

T2y — Y 2y + 2:52

(enligt (1), (3) och (4))

= 82yl + 4x?y?2 =
x
(eftersom 2*y = 2%y*~ = uw och 2%y = u)
Y

_ " /
= Suvz,, + 4uz,,

som &r det givna differentialuttrycket uttryckt i u och v.

o . o . . T . o . po
Omrédet z > 0, y > 0 6vergdr genom avbildningen v = z2y?, v = = i omradet © > 0, v > 0, och vi far
Y
for den givna differentialekvationen att

22! — 2” yt2r2, =1, >0, y>0 <=

rxr
Suvzl, +4duz, =1, u>0,v>0 < 2z, +3v 2, =gu o7, u>0,0v>0
Dozl + vtz = tu ol >0, v>0 (5)

Ekvationen (5) dr for wvarje fixt w en forsta ordningens differentialekvation i v och
kan 16sas med metoden med integrerande faktor. [ %v’l dv = %ln |v| (+ godtycklig funktion av u) =
1/2 12 _

Inv

(eftersom v > 0 i vart omrade) = 1 Inv = Inv'/2. En integrerande faktor till (5) &r alltsd e

v'/2. Multiplikation av (5) med v'/? ger
02D, 2! + Iv1/20 = %u_lv_l/Q, u>0,v>0 <
D,(v'/?2) = %uilvfl/Q, u>0, v>0.
Integration med avseende pa v ger sedan
/22 =ty 2t w(u), u>0,v>0 <
2l = tu o720 (u), u>0, v>0.

u

Integration med avseende pa wu ger till slut sedan
y = ilnu + 07 20(u) + (), u>0, v>0, dir ¢ =w.

Eftersom z € C? pad u > 0, v > 0 s& maste ¢, € C?(R,), for ovrigt dr ¢, ¢ godtyckliga. Gar
vi tillbaka till de ursprungliga variablerna x, y har vi alltsd visat att losningarna z € C? till givna

differentialekvationen

2, — Y, + 2w, =1, ©>0,y>0

ar funktionerna

:%(haac—&—hay)—i—yl/2 120 (22 2)+1/)<$>, x>0, y>0
Yy

dir ¢, € C?(Ry) #r godtyckliga.

16



21. e Stationira punkter.
filz,y) = 8x(a? —y), f3(z,y) = 4(y® — 2?)). Vi har alltsa att fi(z,y) = f3(z,y) =0 <=

x(x? —y) =0
Y3 — 2% =0.

Forsta ekvationen ovan #ir uppfylld dd z = 0 och da y = 22, Inséttning av 2 = 0 i andra ekvatio-
nen ovan ger y> = 0 med enda lésningen y = 0. Insittning av y = 2 i andra ekvationen ovan ger
26 — 22 = 0 < 2?(2* — 1) = 0 som har de reella 16sningarna z = 0, z = 1 och = —1. Av y = 22
fas att motsvarande y-virden dr y = 0, y = 1 och y = 1 respektive. De stationdra punkterna till f &r
saledes punkterna (0,0), (1,1) och (—1,1).

e De stationéra punkternas karaktér.

I den stationéra punkten (0,0) &r Q(h,k) = 0 for alla (h,k) sa ingen siker slutsats kan dras fran
Q(h,k) om karaktéren av den stationdra punkten (0,0). Eftersom f &r en sa enkel funktion #r det
dock litt att direkt se vad som giller i (0,0). Till exempel sa fr f(t,t) = 3t* — 4¢3 = t3(3t — 4), varav
foljer att f(¢,t) < 0= f(0,0) for alla ¢ €]0, 5[ och att f(¢,t) > 0= f(0,0) for alla ¢ < 0. Funktionen f
har séledes varken lokalt maximum eller lokalt minimum i (0, 0), och fsljaktligen har f en sadelpunkt
i punkten (0, 0).

I den stationéira punkten (1,1) &r Q(h, k) = 16h*—16hk+12k* = 4(4h?—4hk+3k?) = 4 ((2h — k)* + 2k?),
varav foljer att Q(h, k) > 0 for alla (h, k) samt att Q(h,k) =0 2h—k=k=0< h=k =0, och
alltsa har vi att Q(h,k) > 0 for alla (h, k) # (0,0). Funktionen f(z,y) har saledes ett stringt lokalt
minimum i punkten (1,1).

I den stationéra punkten (—1,1) ar Q(h,
varav foljer att Q(h, k) > 0 for alla (h,
alltsa har vi att Q(h, k) > 0 for alla (
minimum i punkten (—1,1).

k) =
k) s mtattQ(hk:)—0<:>2h+k—k:—0<:>h—k—0 och
k) # (0,0). Funktionen f(z,y) har siledes ett stringt lokalt

)

22. e Stationéra punkter

fl(z,y) = 8(x® — (22* — y*))e 8o
fh(z,y) = 4(—y® — (22* — y*))e 8oy,
Vi far att f](z,y) = fi(z,y) =0 <

2 = 2at-— y4

3 = 2t gyt
som ger —y® = 23, dvs y = —x, och detta insatt i ndgon av ekvationerna ovan ger sedan att z* = z3,
en ekvation med losningarna z = 0 och x = 1. Losningarna till ekvationssystemet ovan #r alltsa

(z,y) = (0,0) och (z,y) = (1,—1). Funktionen f har alltsd de bada stationéira punkterna (0,0) och
(1,-1).

e De stationéira punkternas karaktér

{/1 ($7 y) = 8(16554 — 16.%'3 + 3372 — 8y4)e—8$—4y
{l2($7 y) = 32(21‘4 — 3= y4 + y3)e—8x—4y
P, y) = A(Srt — dy' + 8y? — )
Q(h,k) = fiyh® + 2f{5hk + f5k?
Punkten (1,—1):

Q(h, k) = (—40h2 — 64hk — 28k2)e* = —40e —4(h2 + 5hk + 110142) — _406—4((h n gk)Q + %1&)

vilket visar att Q(h,k) < 0 for alla (h, k) och att Q(h,k) =0<=h+ 2tk=k=0<=h=4k=0, dvs

17
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23.

31.

Q(h, k) <0 for alla (h, k) # (0,0). Funktionen f har alltsa ett stringt lokalt maximum i (1, —1).
Punkten (0,0):
1" "o 1"

I denna punkt &r f{] = fi5 = f35 = 0 och det gar alltsa inte att anvénda ) for att avgora karaktdren
hos den stationdra punkten (0,0). Det dr dock inte svart att se vad som géller i (0,0). Vi ser att
f(x,0) = 22%e=8% > 0 for alla @ # 0, samt att f(0,y) = —y*e™ % < 0 for alla y # 0, och alltsa har f
varken lokalt maximum eller minimum i (0,0), dvs f har en sadelpunkt i (0,0).

Sitt g(x,y) = 23 + 3wy + 8y® — 22. De stationira punkterna till f(z,y) under bivillkoret att g(x,y) = 0
dr de punkter (z,y) dir Vf(x,y) och Vg(x,y) dr linjirt beroende. Derivering ger

Vf(z,y) = (y,2) och Vg(z,y) = 3(2* +y,2 + 8y°).

Enligt teorin for determinanter &r tva vektorer i R? linjirt beroende om och endast om deras deter-
minant dr 0. Det f6ljer att V f(x,y) och Vg(z,y) dr linjirt beroende <

Yy X
=0 <=
> +y x+ 8y?

2y +8y° — (23 +ay) =0 = 23 =8y® <= v = 2.

Inséittning av @ = 2y i g(z,y) = 0 ger 8y + 3y? = 11, en ekvation som uppenbarligen 16ses av y = 1.
Division av 8y3 4+ 3y? — 11 med y — 1 ger kvoten 8y? + 11y + 11, ett polynom som saknar reella
nollstiillen. Losningen y = 1 #r alltsa den enda reella 16snigen till ekvationen 8y% +3y% = 11. Avy =1
fas © = 2y = 2-1 = 2 Den erhallna punkten (2, 1) ér alltsa den enda punkt déir V f(x,y) och Vg(z,y)
dr linjirt beroende. Den enda stationiira punkten #r saledes (2,1).

Gor variabelsubstitutionen .

o (1)

Omradet D 6vergar da i omradet 7/2 < u < 7, /2 < v < 7. Multipliceras sambanden i (1) fas att

23 = uv, z = u'/3v'/3. Det ger sedan att y = u!'/3v=2/3. Vidare far vi att

u=2zy, v=

2 (u1/3v1/3)2

v _\wrv) o 1/3,4/3
vy ulpes Y
och att 9 ) 1,-2/3,1/3 1,1/3,—-2/3
9z Oz 1,,— 1 -
d(z,y) gu v Eh Y gy L _1/3 —as3
— — =——u v .
d(u,v) dy Oy 1,-2/3,,—2/3 2,1/3,,—5/3
du o gu—PuE = JulByd/

Formeln for variabelsubstitution i dubbelintegral och fortsatt rékning ger sedan att

2
. 1
// T sin (x2y + E) dxdy = // u1/3v4/‘3(sin(u+ v))‘ — Zu 3™ dudo =
DY Y T 3
1 . 1 ™ ™ .
:f// Sln(u—i—v)dudz}:f/ / sin(u +v) dv | du =
3 m/2<u<n 3 /2 ~/2
n/2<v<m
= l/ﬂ ([— cos(u—i—v)]v:7r ) du = l/ﬂ (cos(u+ m/2) — cos(u+7r)) du =
3 /2 v=r/2 3 /2
R 9 . 2
= g[s1n(u+7r/ ) — 81n(u+7r)]7r/2 =-3
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34. Olikheten %x <y < x, som géller i D, medfor = > %x, dvs £ > 0. (Aveny > 01D ty y > %x >0

i D.) Eftersom z > 0 i omradet D, kan D skrivas £ < £ < 1,1 < % < 2. Vi forsoker med

variabelsubstitutionen u = £, v = % Omradet D overgar da i omradet l <u<2,1<wv<2, och

vidare géller att = w202, y = v~ 'v2. Substitutionens funktlonaldetermlnant

d(x,y): 9u  Ov _ —2u""v® 2uT*v gyt
d(u,v) dy Oy —u"%v?  2ulw
ou Ov

Formeln for variabelsubstitution i dubbelintegral och fortsatt rékning ger sedan

1 — 1 —4.3
//Dmdiﬁdy—//l/2<u<lm|—2u v ’dudv
1<v<2
2 1 2 2
:2// lu 3v_3dudv:2/ 1u du/ v 3 dy =
g L T
1 2
1 1 1 9 1 1
=2 (-In[1+u? —072 =9 .2 (m2—m2)-(-=)(==1
i) = (eeng) (50) )

35. Vi har att )
———dxdy =
//Rz (14 22+ 29?)2 vy

(gor variabelsubstitutionen v = x, v = V2 = zx=u,y=

N =
—
B

[SCRISN

v,

Sl

dr,y) 1
d(u,v) /2

// 1 ll‘dd L // 1 dud
= —— | —|dudv=— —————dudv =
rz (1 +u?+02)21/2 V2 JJre (1 +u? 402)2

(infor polira koordinater u = rcos 6, v = rsin#.)

f/[)q@o 5 rdrdf = W\[/ 1 ) 5 dr,

dar enkelintegralen hér dr generaliserad enbart genom att den Gvre integrationsgriansen ar oo. Men

substitutionens funktionaldeterminant

)

, Ty 1 |
hm D ——— d’/’ = hm — = = —.
T—oo /o (1+T2) T—o0 2(1+T‘2) 0 2

Den givna dubbelintegralen dr saledes konvergent och har virdet ’“—2@

36. Vi foscker med variabelsubstitutionen u = zty, v = zy*. Omrédet D overgar da i omradet
w>1,v>1 Avu = 2%y fas y = 7 %u, som insatt i v = zy* ger v = x~Ou?, varav foljer att
z = u*/5y=1/15 Insiittning av z = u*/ 15y 115 iy =ax%u ger sedan att y = v~ 1/%v*/15, Den valda
variabelsubstitutionen har alltsa den entydiga inversen x = u*/5yp=1/1 ¢ = = 1/15y 415 och ger
saledes en bijektionen av D pa omradet w > 1, v > 1. Substitutionens funktionaldeterminant

Oz Ox A sy -ias L oaps i6s
d(z,y) | 0w Ov | |15 15 _ L cassy-as
d(u,v) dy 9y —L s A 115 11715 15

ou Ov 15 15
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37.

Angiven variabelsubstitution ger darfér enligt formeln for variabelsubstitution i dubbelintegral att
1 1
Il :
D (23 +¢?) w2t (ud/By=1/5 4 u=1/5p4/5)

1 1
_15//“;; tos du dv.

Betrakta nu den itererade enkelintegralen

V=R @

den ena av de bada itererade enkelintegraler som hor till sista dubbelintegralen i (1). Den inre enkel-
integralen i (2) dr generaliserad genom att vre integrationsfrénsen ér co. Vi har att

/1T<u+1v>4d“_ H(wl)}j_ ; (<1+1v>3 - <T+1v>3>’

1 —4/5,—-4/15

— 1
U du dv (1)

1 1
som — ——— da T — oo for varje v > 1.
3(1+wv)3
Den inre integralen i (2) dr saledes konvergent och har vérdet %ﬁ for varje v > 1. Detta insatt i

(2) ger enkelintegralen

1 [ 1
3/1 (1+v)3 v, (3)

som &r generaliserad genom att ovre integrationsgrénsen &ar co. Vi har att

1/T1d_111 i N 1 B T
3/, Gror® T 3| 200102 “e\a a+me2) Mg & >

v=1

Den generaliserade enkelintegralen (3) #r siledes konvergent och har virdet o

570 dvs den itererade
enkelintegralen (2) #r konvergent och har virdet i. Eftersom integranden &r positiv géller detsamma
motsvarande dubbelintegral, dvs den sista dubbelintegralen i (1) &r konvergent och har virdet i.

Foljaktligen &r dven den forsta dubbelintegralen i (1) konvergent och har vérdet 1—15 - i, dvs
1 1
[/
D (z3 +y3) 360

Lat D beteckna det givna omradet  +y + 2z < 1, z > 22 + 2, 1at ~ vara skdrningskurvan mellan
planet  + y + 2 = 1 och paraboloiden z = z2 4 32, 14t ' vara projektionen av v pa ay-planet och
lat E vara omradet innanfor T’ i xy-planet. D4 géller (rita figur) att givna omradet D dr omradet
bestéende av alla (z,y, z) sddana att (z,y) € E och 22+ 92 <2<1—x—y. Sambandet z =1 -2 —y
fran planets ekvation insatt i paraboloidens ekvation ger att 1 —x —y = 2% + 32, vilket kan skrivas
(z+ %)2 + (y+ %)2 = 3. Kurvan v bestar alltsi av alla (z,y, 2) sddana att (z + %)2 + (y+ %)2 =3
och z =1—x —y. Kurvan T" dr alltsa kurvan (ac + %)2 + (y + 1)2 = % i xy-planet, och E &r alltsa

2
omradet (x + %)2 + (y + %)2 < % i zy-planet. Vi far att

vol(D) = / / A do dydz = / /E ( /I 1+:y dz) da dy = / /E ([z]jji;j;f) dr dy =
Z/[E(l—w—y—wQ—yQ)dmdy=/[E (;—($+;)2—<y+;)2>dxdy:

20



1

.. s 1 1 1
(gor substitutionen u =+ =, v =y + > dvse=u——-,y=v— 3

2
d
substitutionens funktionaldeterminant (z,) =1,
d(u,v)

3 3
:// (—ug—v2>|1dudvz// (—u2—02>dudv:
u2+v2§% 2 u2+112§% 2

(infor poléra koordinater w = rcos@, v = rsinf)

3

I L R A e T

0<6<2n
\/5
]2 9

0 8 .

1
=27 BTQ — 1T4

39. Sokt volym &r volymen av omradet Q, dir Q #r omrddet 222 +2y2 < 1422, 2 < 2z < x4+ 1 <=

20242y < 1422, 0 < z—z < 1. Vi anvéinder att vol (Q) = [[[, dzdydz och gor variabelsubsttutionen
U=, V=Y W=2—T < T=1u1y=uv 2z=u+w Substitutionens funktionaldeterminant
5((535})) = 1 som en enkel rikning visar, och (z,y,z) € Q 6vergar i (u,v,w) € Q' dir ' &r omradet
202 4+20? < 1+ (u+w)?,0 < w < 1 <= v —2uw+2v? < 1+w?, 0 < w < 1 <= (u—w)?+20v? < 14+2w?,

0<w<1. Vifar att
vol () = /// dxdydz = // 1] dudvdw = (4)
Q o

1
= // dudvdwz/ // dudv | dw.
Q 0 (u—w)2 4202 <1+42w?

I dubbelintegralen ovan gor vi for varje fixt w substitutionen s = u — w, t = V2v <= u = s + w,
v = %t. Substitutionens funktionaldeterminant ‘3((1;:)) = %, och (u —w)? + 2v% < 1+ 2w? 6vergar i

52 + 12 <1+ 2w?. Det foljer att
1

1
dudv = // ‘ dsdt = —// dsdt = 5
//(u—w)2+2u2§1+2w2 s24e2<it20? [ V2 V2 ) Jetz<iione (5)

1 1 2
= ﬁarea(SZ—th < 1+2w2) = —271'(\/1—1—2102) = %(1—!—211}2).

Av (4) och (5) far vi att

0 6

1 1
vol (2) = L/ (1+ 2w?) dw w + zw?’} 5v/2m
0

NG :;i[

40. Vi har att

/// z? dedydz =
D

(Gér variabelsubstitutionen v = 2z, v =2y, w = &z =w, y = = u,

1
—, 2
V2

d 1
substitutionens funktionaldeterminant &r dz,y,2) =——.)
u, v, W) 2
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1 1
= w?| — —=| dudvdw = — /// w? dudvdw =
///u2+v2+w2§2 ‘ \/5’ \/5 u2+v24w2<2

(Rymdpoléra koordinater v = rsinf cos ¢, v = rsinfsin ¢, w = r cos § infors.)

2m

V2
1
verevs T2 cos?0 r2sin @ drdfde = / rtdr / cos’fsin 6 do do =
\[///o<e<[ v \/i 0 0 [

\/5 T

11 1 1

= — [r5] [ - = cosgﬁ] 21 = ﬁ
V215 o

Anmdérkning: Den avslutande trippelintegralen kan ocksa beriknas genom att enbart anvinda vanliga
poléra koordinater. Se 16sningen av uppgift 22, dér en likartad trippelintegral berdknas pa detta sétt.

41. Vi har att (rita figur)
1
/// \/x2+y2+22d:z:dydz:/ <// \/z2+y2+22dxdy>dz_
D 0 Vari4y?<z

(infor poldra koordinater @ = rcos 6, y = rsin )

1 1 z
z/ (// ) \/r2+z2rdrd9>dz:27r/ (/ \/r2+z2rdr>dz:
0 00<§9T22z7r 0 0

1 1
B Loy o327\, . 2V2-1 5. 2V2-1
_27r/0 ([3(7’ +z) }O)dz—%rg | z dZ—Tﬂ'

42. Vi bestdmmer forst skirningen mellan de bada ytorna z = 7—x2 —y? och z2 +4%+ 22 = 9. Sambandet
2% 4+ y? = 7 — z fran den ena ytans ekvation ger insatt i den andra ytans ekvation att 7 — z 4+ 22 =9,
en andragradsekvation med l6sningarna z = 2 och z = —1. Skdrningen mellan ytorna &r alltsa dels
kurvan bestaende av alla (z,y, z) sddana att z = 2 och 22 +y? = 5 samt dels kurvan bestéende av alla

(7,9, z) sddana att z = —1 och 22 + 32 = 8. Omradet D kan dirfor delas upp i foljande delomraden
(rita figur):

D; bestaende av alla (z,y, z) sddana att —3 < z < —1 och 2% + 9% <9 — 22,
D5 bestaende av alla (z,y, 2) sddana att —1 < z <2 och 2% +y? < 7 — 2,
D3 bestaende av alla (z,y, ) sddana att 2 < z < 3 och 22 + y? <9 — 22,

Vi far att
/// zdxdydz:/// zdwdydz—i—/// zdxdydz—i—/// zdrdydz =
D D] D2 D3

-1 2
:/ z(// dccdy)dz+/ z(// dzdy) dz+
-3 z2+4y2<9—22 -1 22 4+y2<T7—=z
3
—l—/ z(// dwdy)dz:
2 r249y2<9—22

(eftersom // dx dy = area(A))
A

22



—/_1m(9—z2)dz+/2 zw(?—z)dz+/23z7r(9—z2)dz—

-3 —1

—1 2 3 9
:7r/ (92—23)dz+7r/ (7z—z2)dz—|—7r/(92—23)dz:—Z.
_ 2

3 —1

Anmdrkning: Omradet D kan ocksa delas upp i foljande delomraden:
E) bestdende av alla (z,y, ) sddana att 5 < 22 + 92 <8 och —/9 — 22 — 2 < 2 <7 — 2% — 92,

E5 bestaende av alla (z,y, z) siddana att 22 + 3% < 5 och —/9 — 22 — y2 < 2 < /9 — 22 — ¢2.

Anviénder vi den uppdelningen far vi istéllet att

/// zdxdydzz/// zdxdydz—l—/// zdxdydz =
D E, Eo
T—z?—y? 9— x27y
:// (/ zdz)dxdy+// (/ zdz)dzdy—
5<z24y2<8 7\/971Ty 24+y2<5 9— 127y

1 T—x?—y? \/m
:// ({22] )dxdy—i—// ({z} )dxdy:
5<z24+y2<8 2 9— m2—y 24+y2<5 —/9—z2—y?

1
:f// (T—2®—y*)?—9+2"+y*)dady +0=
2 5<z2+4y2<8

(infor polédra koordinater @ = rcos 6, y = rsin6)

2 2 vE 2\2 3 9
)2 =94 r*)rdrdd =7 (r(7=r*)? = 9r+71%) dr = ——.
VB 4

1/

VBLSr<v8
0<o<2w

43. Vi bestdmmer forst skirningen mellan de bida ytorna z? = 222 + 3y% — 1 och 22 + y? + 22 = 3.

Sambandet 22 = 222 4 3y? — 1 fran forsta ytans ekvation ger insatt i den andra ytans ekvation att
22 4+y? +222+3y? —1 = 3, dvs 322 +4y? = 4. Skirningen mellan ytorna #r alltsa dels kurvan bestaende
av alla (z,y, z) sddana att 322 + 4y? = 4 och z = /222 + 3y2 — 1 samt dels kurvan bestdende av alla

(7,7, 2) sddana att 3x2+4y? = 4 och z = —/222 + 3y2? — 1. Omradet D kan dérfor delas upp i foljande
delomraden (rita figur):

D; bestaende av alla (z,y, z) sddana att 222 4+ 3y? < 1 och 0 < 2z < /3 — 22 — 92,

Dy bestaende av alla (z,y, z) sadana att (z,y) € E och /222 +3y2 -1 <2< /3—22—9y? diar F

ar omradet i xy-planet mellan de bada kurvorna 22 + 3y = 1 och 322 + 4y% = 4.

/// zdxdydz:/// zdmdydz—i—/// zdxdydz =
D D, Dy
\3—z2—y? 3— z27y
:// (/ zdx)dxdy+// (/ zda:)dxdyz
2x2+4+3y2<1 0 2m2+3y2—1

1 3— :vzfy 3— m27y
o/ (R L2 A (o I
22243y2%2<1 2 2=0 2x2+3y2—1
1
:f// (3—x2—y2)dmdy+f//(4—3x2—4y2)dxdy:
2 222+43y2<1 2 E

23

Vi far att



(Eftersom E dr omradet mellan de bada kurvorna 2x? + 3y% = 1 och 322 + 4y? = 4, och kurvan
222 + 3y? = 1 helt och hallet ligger innanfor kurvan 3x2 + 4y? = 4.)

1 1
:f// (37x27y2)d:cdy+f// (4 — 322 — 4y dx dy—
2 222+43y2<1 2 3x2+4+4y2<4

1
—f// (4 —32% — 4y*)dw dy =
2 2x243y?2<1
1

1
:f// (2:1:2—|—3y2—1)dxdy+7// (4 —32% — 4y dw dy =
2 2x2+43y2<1 2 3x2+4y?2<4

1

WA
dlz,y) 1

d(u,v) 6

=3v i den andra integralen.

(Gor substitutionen u = \/ﬁx, v = \/gy, dvs z = v 1 den forsta integralen.

Substitutionens funktionaldeterminant

1
Gér substitutionen u = v/3z, v = 2y, dvs z = %u, Y
d(z,y) 1 )
d(u,v) 23

1 / 2 2 1 // 2 2
= — u 4+ v —1)dudv+ ——= 4 —u®—v)dudv =
2\/6 1L2+U2<1( ) 4\/g u2+v2§4( )

(Overga till poldra koordinater i bada integralerna.)

2\[//<§<§ Drdrdf+ \[//55 Hrdrdf =
:\7/%/01( dr—f—i/ 4r —1®

:”[1r4_;r2]:+[2 2_ 1, 4}0-24@6%5—\/6).

Substitutionens funktionaldeterminant

V6 |4 2v/3 4

44 Lat « vara skdrningskurvan mellan planet z = 1+ %x och konen z = y/z2 + y2. Inséttning av z = 1+ %x

iz= /224 y?ger 1+iz = /2% + y2, vilket efter kvadrering kan skrivas 2 (z — %)2 +y? = 5. Kurvan

7 bestér alltsé av alla (z.y, z) sddana att 2 (z — %)2 +y? = 3 och z = 1+ 1. Projektionen av kurvan v

pa zy-planet &r saledes kurvan % (x - %)2+y2 = % i zy-planet. Lat F vara omradet % (x — %)2+y2 < %

i zy-planet. Da géller (rita figur) att givna omradet D dr omradet bestaende av alla (z,y, z) sadana

att (x,y) € Eoch /a2 +y2<z2<1+ %x Anvénder vi denna beskrivning av D far vi att

[ o= [ ([ wa)asar= [ (3] o ) -
(08 ) e L (3 ) e

///z da:dydz—// (/i; zdz)d:cdy—// <[ ] 1+;>dxdy:

24

och att



:%//E ((1—;:1:)3—(3024—3/2)3/2) de dy

Den erhallna dubbelintegralen pa slutet for den forsta trippelintegralen ovan kan sedan enkelt beréiknas

genom att forst gora variabelsubstitutionen u = ? (ac — %)7 v = y, och sedan anvanda poldra koordi-

nater. Den erhéllna dubbelintegralen pa slutet for den andra trippelintegralen ovan kan dock inte enkel
berdknas.

Bada trippelintegralerna ovan ska dock beréiknas och vi gor istéllet pa foéljande sétt. Med hjilp av en
linjir variabelsubstitution infér vi nya koordinater som 6verfor planet z = 1 + %x till ett plan paral-
lellt med ett koordinatplan i de nya koordinaterna. Sedan beréknar vi de bada trippelintegralerna i
de nya koordinaterna genom att genom att snitta integrationskroppen med plan parallella med detta
koordinatplanet Mera precist gor vi sahédr. Vi gor varibelsubstitutionen v = =, v =y, w=z— 53;
=S r=u,yY=v 2= 7u + w. Variabelsubstitutionen 6verfér planet z = 1 + ;1: till planet w = 1.
Insittning av z =u, y =v, z = qu+wiz > \/z2 +y? ger su+w > Vu? + v, v1lket efter kvadrering

. 2 . . .
kan skrivas % (u — %w) +02 < §w2. Planet z = %x, planet w = 0 i de nya koordinaterna, gar genom

punkten (z,y,z) = (0,0,0), spetsen pa konytan z = y/x2 + y2. Med den anviinda variabelsubstitu-

tionen avbildas saledes omradet D i xyz-rummet pa omradet D’ i uvw-rummet dir D’ dr omradet

% (u — %w)2 +02 < %uﬂ, 0 < w < 1. Den anvanda variabelsubstitutionens funktionaldeterminant ar
d(z,y,2) _
d(u,v,w)

1 som en enkel rakning visar. Vi far att

I, atva= ], (gros o)
Sy () )

I, dwdydz-/// (0 4w) Mo
Ly (o) )

I de bada inre dubbelintegralerna ovan gor vi for varje fixt w substitutionen s = ? (u — %w), t=v<=

U= \[s—i— 2w, v =t. Subbtltutlonenb funktionaldeterminant d((z :)) \%, och % (u — %w)2 +02 < %wQ

och att

overgar i s? 4 12 < w?. Det foljer att

// <1u+w> dudv—// <1<28+2w>+w>‘2
%(u_%w)Z_’_UQS%wQ 2 s2+2< 42 2 \/§ 3 \/§
2 (Lt wa
8 w S =
f s2+t2<fw? 3 3

(Eftersom s &r udda i s och omradet s + t* < gw? &r symmetriskt kring s = 0.)

8
dsdt = dsdt =
\[// 2442< A2 3w i \f //s2+t2§,4w2 §

warea(s +82 < 4 2) 8 w 4w2 321 w?
pr— _— = — .7'('7
3V3 ~ 3 3vV3 3 93

dsdt =

och att

1 2 1/ 2 2 2
—u+w| dudv= | —=s+-w | +w
3(u——w) +1)2<4w2 2 92+t2<41112 2 \/g 3

4

2
2 dsdt =
\/5‘3
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4 \? 8 16
dsdt = — — dsdt =
\f//2+t2<4w2 ( S+ 3w) ’ \[// 24i2<du? (S i \/gws—f— 3" ) ’

(Eftersom s &r udda i s och omradet s2 + 2 < %w dr symmetriskt kring s = 0.)

+
:i// <52+16w2> dsdt =
3v3 s2412< dap2 3

(Eftersom omradet s* + ¢* < 3w? &r symmetriskt i s och ¢.)

16
24+ = 2) dsdt =
3\f//s2+t2<4w2( ) 3

(Infor poldra koordinater s = rcos@, t = rsiné.)

16 vl 6
]
3f//§;; (T 3w>w A

2
ar 1, 8 ) Z}Vf 136m
T 3V3 (8 [ 0 27[

1
327 8
zdrdydz = =l dw = —
///D Y /0 9v3 9v3

1136 136
/// szxdydz:/ Twtdw= -2
D 0 27V3 135v/3

Detta visar att

och att
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