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Rekommenderade Uppgifter

I den dokument anges rekommenderade uppgifter att 16sa.

Som ni ser anges ganska manga rekommenderade uppgifter, och ni hinner kanske inte 16sa alla. Ni
bor forsoka 16sa nagra varje dag for att kontrollera er forstaelse. Manga av problemen kommer vi ga
igenom under rdknedvningstiden. For att fa ut sa mycket som mojligt av rdknedvningar ar det en bra
idé att forsoka losa sa manga uppgifter som méjligt innan respektive tillfalle.

Under rdknedvningarna kan vi da fokusera pa de uppgifter dér ni har kort fast eller kédnner sig osékra,
sd att ni kan fa direkt stod och forklaringar. Detta starker bade forstaelsen och sjilvfortroendet infor
tentamen.

For er som léaser kursen pa distans gar det bra att stélla fragor pa kursforumet, och samarbeta med
andra studenter i kursen.

Under kursens gang kommer vi att publicera tre extra listor av uppgifter, som &ven kan innehalla
nagra av uppgifterna fran denna lista. Ni kommer att ha mdjlighet att forsoka lésa dem i mindre
grupper och fa aterkoppling pa era losningar fran kursassistenten.

For detta &ndamal bor ni redan under kursens forsta veckor organisera en arbetsgrupp med minst fyra
och hogst sex studenter och ldmna in eran losningar gemensamt i en enda PDF-fil inom de angivna
tidsramarna. Specifika datum kommer att publiceras pa kurssidan. Endast inlimningar som gors inom
grupparbete kommer att fa aterkoppling (Ni far bara bilda grupper med studenter som &r registrerade
pa kursen).

Att arbeta tillsammans med dessa listor kommer att fordjupa er forstaelse av kursmaterialet. Dessutom
kommer minst en uppgift fran dessa tre problemuppséttningar att forekomma pa tentamen, vilket gor
dem till utmérkt forberedelse infoér examinationen.

Kurslitteratur som refereras ar:

[PB2] Arne Persson and Lars-Christer Boiers, Analys ¢ flera variabler, 3rd ed., Studentlitteratur.

[OPB2] , Ovningar i analys i flera variabler, 8th ed., Studentlitteratur, Lund.

[K1] Kompletterande material.

[K2] Kompendium om serier och generaliserade integraler.

[03] Ovningar till Matematisk analys I11.

Uppgifterna markerade med (AAMMDD) ar uppgifter som har varit inkluderade i en tentamen.

Uppgifterna markerade med F (for Fordjupning) &r inriktade pa studenter som vill fordjupa sig i
materialet.

Om du skulle stéta pa tryckfel i kursmaterialet far du gérna skicka ett meddelande till foreldsaren.
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Dag 1: Definition av gransviarde.

1.1 Visa direkt fran definitionen av gransvarde for en talfoljd:

1 ; n ’
) _ b) lim =1 i 1 _ 1
(a) nh_{rgon_i_2 0 ( n—oon + 5 (c) nlggom T2

For ¢ = 1074, om [ &r respektive grinsvirdet, bestim det minsta ng € N sadant att |a, — | <
for varje n > ng i varje av gransvirdena ovan.

1.2 Visa att om grénsvirdet lim,_,~, f(x) existerar, sa finns det tal B > 0 och w > 0 sddana att for
varje x > w géller |f(x)| < B. I detta fall sdger vi att f dr begrinsad for stora x.

Tips: Lat ¢ = 1 i definitionen av gransvéirdet och anvéind triangelolikheten.

1.3 Lat

D:{nzl:nEN}U(3,4)U(4,5]U{6}CR.

Skissa méngden D och bestadm alla hopningspunkter till médngden D. Motivera ditt svar.

Svar: {1} U [3,4] U [4,5]
1.4 Visa direkt fran definitionen av gransvéirde:

x+1_§

2
THE (c) lim

(a) limz=1 (b) lim _
z—=0x + 1 2 I 2

r—1

1.5 Lat f : D — R, och a € R saddan att a 4r en hopningspunkt till D. Bevisa foljande pastaende:
Om lim,_, f(z) = L medfor det att for varje talfoljder {‘T"}nzl’ dar x, € D och z, # a for

varje n, sadana att lim, . x, = a, giller att lim, o f(z,) = L.

1.6 Bevisa att lir% sin(1/z) inte existerar.
T—

Tips: Notera att, fran foregaende uppgiften, for att visa att grinsvéirdet inte existerar, récker
det att hitta tva talfoljder {x,},,{yn}, sddana att x, # 0 # y, for varje n € N och

limy, 00 pn = limy 00 Yn, = @ men limy,, o0 f(25) # im0 f(Yn)-

1.7 Definiera begreppet (oegentligt) gransvarde

lim f(z) = —o0,

z—0t

dér f &r en envariabelfunktion definierad i intervallet (0, 1).

1.8 Visa direkt fran definitionen av oegentligt gransvérde:

. _ . 3_ .2 _ ) 1
(@) Hm o= oo (© Jim a?—af =00 (o) m g = oo
(b) lim z? <1 — 1> =100 (d) lim 1o +00 (f) . 00
T—00 x z—0 22 z—1+ 22 —1
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1.9 Lat g : (—1,1) — R. Visa fran definitionen av gransvirdet att

lim g(t) = 0 < lim |¢(t)] = 0.

1.12 (a) Skriv negationen av pastaenden: “For varje € > 0 finns det ng € N saddan att |a, — L| < ¢
for varje n > ng (dvs. talféljden {a,}, konvergerar mot L da n — oc0)".

(b) Visa att talféljden {(—1)"}, inte konvergerar mot nagot reellt tal L.
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Dag 2: Supremum och infimum.

2.1 Lat S C R vara en icke-tom méngd. Visa att om u &r supremum for S, sa géller:

(a) For varje n € N &r u — % inte en 6vre begrénsning for S.

(b) Fér varje n € N dr u+ 2 en vre begréinsning for S.
Visa dessutom att det omvénda ocksa géller, det vill sdga att om (a) och (b) ar uppfyllda, sa ar
u =supS.
2.2 (250508) Lat M C R, och a € R. Vilket begrepp karakteriseras av att bada foljande villkor &r
uppfyllda:

(a) a <z, for varje x € M;
(b) till varje b > a finns ett element x € M sadant att x < b.

Motivera ditt svar.
2.3 Lat T vara en méngd T" C R med sup7T = s € R.

a) Visa att T &r uppat begriansad.

(a)

(b) Visa att, for varje e >0 finnsett t € T'sa att s —e <t <s.

(c) Visa att det finns en foljd {z,}, >, med z, € M sidan att z, — s dd n — oo.
)

(d) Visa analoga egenskaper till (b) och (c) for inf 7', om T &r nedat begrénsad.
2.4 [KI] 3.6
2.5 (250317) Talfoljden {z,},~, definieras rekursivt av

_ 3rpt+1
oz, +3

, forn>1.

(i) Visa att 0 < x,, <1 for varje n > 1.
(ii) Visa att talféljden {xy},~, konvergerar och bestim dess grénsvérde.

Tips: Studera monotonicitet av talfoljden.

2.6 Lat A och B vara tva icke-tomma méngder av reella tal sidan att A C B. Bevisa foljande

pastaenden:

(a) Om B &r uppat begrénsad, sa ar dven A uppat begransad, och sup A < sup B.
(b) Om B éar nedat begransad, sa ar dven A nedat begrénsad, och inf A > inf B.
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2.7 Lat A C R™ och anta att funktionerna f,g: A — R ar begrdnsade. Lat A > 0. Visa att:
(@) sap(=7 (@) = = Jf /=) (0) |inf, £(o)] < sup |7(a)]
b) inf x)) = —sup f(x
®) @) == /) (@) sup(f(a) + 9(x)) < sup (@) + sup (o).
() supAf(z) = Asup f (). = - "
veh (¢) inf (f(x) + g(x)) > inf f(x) + inf g(x).
(f) 1nf Af(@) = X inf f(2). e e e
e

Ge exempel pa f och g for vilka olikheterna i

= :gg MR (d) och (e) &r strikta (dvs. < resp. > giller).

(g) |sup f(z)

T€EA

2.8 Bestdm supremum och infimum for talféljderna

() {5225} (b) {nsin (})}72, (o) {8

n=1 n=1

2.9 Visa att, om {z,},~,{yn}, &r tva konvergenta talfoljder, sadana att lim, ,c z, = x¢ och
limy, 00 Yn = Yo med g < Yo, sé finns det ett ng € N sddant att sup,,>,,, n < infp>n, Yn-

Tips: Lat € = (yo — x0)/3 > 0 och anviind definitionen av grénsvirde.
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3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

Dag 3: Egenskaper hos kontinuerliga funktioner.
Bevisa att om f : D — R ar kontinuerlig i a € D, sa ar dven | f| kontinuerlig i a. Ge ett exempel
pa en funktion som &r diskontinuerlig men vars absolutbelopp ar kontinuerligt.

Betrakta funktionen f : Z — R definierad av f(n) = n. For vilka m € 7Z é&r funktionen
kontinuerlig? Finns det nagra hopningspunkt xg i definitionsméngden for f sidana att vi kan
studera lim,_,,, f(z)? Motivera ditt svar.

Lat f : R — R vara en kontinuerlig funktion. Antag att o € R uppfyller f(xg) > 0. Visa att det
finns en § > 0 sadan att for varje = € (zg — 0,z + 6) = Bs(wo) galler f(z) > f(zo)/2 > 0.

Tips: Anvind € = f(x0)/2 i definitionen av kontinuitet i xg.
[KT] 3.12
[KT] 3.13

(250317) Lat f : [0,1] — R vara en kontinuerlig funktion sadan att dess virdeméngden &r [0, 2].
Visa att det finns ett tal 29 € [0, 1] sadant att f(xg) — 229 = 0.

Visa (utan att anvinda derivatan!) att ekvationen
a®—2? =3z +1=0
har minst en reell 16sning i det slutna intervallet [0, 1].

(250317) Ge ett fullstdndigt argument for att visa att det finns en reell 16sning till ekvationen
23 — 422 + 32+ 3 =0.
Visa att foljande ekvationer har minst en 16sning:

(a) z —sinz —1=0 (b) x7—|——213 =0

2+ 2%+ tan’x
Lat f : R — R vara en kontinuerlig och vixande funktion sadan att f(0) = 0. Visa att ekvationen
2 4 (f@)? =1
har exakt tva losningar.

Antag att f: R — R &r kontinuerlig och att lim,_,_ f(z) = lim;— 10 f(z) = 0.

Visa att f dr begrdnsad och att den antar antingen ett maximum eller ett minimum (notera att
bade kan ockséa antas).

Ge ett exempel som visar att det inte nodvandigtvis behover finnas bade ett maximum och ett
minimum. Strider detta mot Weierstrass extremvardessatsen?

Vi sager att en talfoljd {z;};>1 med z; € R dr en Cauchyfoljd om f6ljande géller: givet ¢ > 0
finns det ett N € N sadant att {or varje i,j > N géller

|z, — x| <e.
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(a) Antag att talféljden {z;};>1 konvergerar mot z. Visa att {z;};>1 ar en Cauchyfoljd.
Tips: Skriv

zi —xj = (v; —x) — (rj — )
och anvéind triangelolikheten.
(b) Antag att {x;};>1 ar en Cauchyfoljd. Visa att {z;};>1 &r ocksa begrénsad.
Tips: Anvand definitionen av Cauchyf6ljd med € = 1 och triangelolikheten.
F (c) Visa att varje Cauchyfoljd i R konvergerar.

Tips: Anvind Bolzano—Weierstrass sats for att skapa en konvergent delféljd och anvand
Cauchyegenskapen for att visa konvergens.

F3.13 Betrakta en begrinsad foljd {z,},~,. Visa att om varje konvergent delfdljd av {z,},~;
konvergerar mot samma griansvarde L, s konvergerar {:L‘n}n21 mot L.

Tips: Antag att pastaendet inte géller, och konstruera en delféljd dér alla termer ligger minst &
fran L (for en tillrackligt € > 0). Anvand Bolzano-Weierstrass sats for att skapa en konvergent
delféljd av denna delféljd, och visa att detta leder till en motségelse.

3.14 Vi séger att en funktion f: I — R, dér I C R &r ett intervall, &r likformigt kontinuerlig pa
I om det géller att for varje € > 0, finns ett § > 0 (beroende endast pa ¢), sadant att, fér varje
x,y € I galler
[z —yl <d=|f(z) - fly)| <e.

Lat a € (0,1). Vi séger att f tillhor klass Holder-«, om det finns ett konstant C' > 0 sidant att,
for varje z,y € I géller att

[f(@) = f(y)l < Cla—y|*.
(a) Visa att om f &r likformigt kontinuerlig, dr det ocksa kontinuerligt pa intervallet. Vad &r
skillnaden mellan dessa tva begrepp?

(b) Visa att om f tillhor klass Holder-a, dr det likformigt kontinuerligt.

Anmdrkning: Om ni dr nyfikna pa hur en sddan funktion kan se ut, kan ni ldsa mer om Brownsk

rorelse. Man kan visa att for a < %, beskriver ndstan sidkert en sddan rorelsen en funktion som
tillhor klass Holder-a.
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Dag 4: Derivatans definition, egenskaper hos deriverbara funktioner.

41 [K1] 3.15

4.2 Betrakta funktionen
r?sin(1/x), om x # 0,
f(z) =

0, om x = 0.

(a) Visa fran derivatans definition att f &r deriverbar i z = 0. Berdkna f’(0).
(b) Berdkna f/(z) for x # 0, och visa att lim,_,o f'(z) inte existerar.

Tips: Kolla gérna Uppgift [CA.

4.3 Lat r € R. Betrakta funktionen

o) = |z|"sin(1/z), om x # 0,

0, om x = 0.

(a) For vilka viarden av r ar funktionen f kontinuerlig i R?

(b) For vilka virden ar funktionen f deriverbar i R?
Svar: (a) r >0 (b) r > 1.

4.4 [K1] 3.16

45 [K1)3.17

4.6 (250508) Lat f : R — R vara en funktion av klass C'(R). Visa att, om f har 2025 nollstéllen,
maéaste f’ ha minst 2024 nollstallen. Kan f’ har fler 4n 20247

4.7 Betrakta funktionen f(z) = 4 — (22)%/3. Kontrollera att f(—8) = f(8), men att f'(z) # 0 for
varje « dar funktionen ar deriverbar. Motbevisar detta Rolle’s sats?

4.8 Lat 0 < z < y. Anvind Lagranges medelvirdessatsen for att visa att

y-2 <logy —logx < y—T
Y x

4.9 Lat f : [a,b] — R vara kontinuerlig pa [a,b] och tva génger deriverbar pa (a,b). Antag att
linjesegmentet med dndpunkterna (a, f(a)) och (b, f(b)) skir grafen for f i en punkt (c, f(c))
med a < ¢ < b. Visa att det finns minst en punkt d € (a,b) sidan att f”(d) = 0.

Tips: Tolk resultatet grafiskt. Anvind Lagranges medelvirdensats med f och Rolles sats med
f
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Dag 5: Riemannintegral

5.1 Visa att om ® och ¥ ar tva trappfunktioner, sa géller:
b b b
/ (®(z) + ¥(x))dz = / O(z)dx +/ U(z)dx.

5.2 Sats 7 i kompendiet [KT] kallas e-kriteriet for integrerbarhet. Anvind endast denna sats for att
visa att om en funktion f dr Riemannintegrerbar pa intervallet [a, b], sa &r den dven integrerbar
pa intervallet [c, d], dér a < ¢ < d < b ar givna reella tal.

5.3 Dirichlet-funktionen definieras som

fz) =

{0, om x ar irrationell,

1, om x &r rationell
Berakna -
b b
/ f(z)de, och / f(z)dz.
a Ja
Visa att funktionen f inte &r Riemann-integrerbar éver intervallet [0, 1].
5.4 Bevisa direkt utifran definitionen av Overintegral att om f,g &dr tva begrdnsade funktioner

definierade pa [a, b] sddana att f(x) < g(x) for varje x € [a, b], s& géller

/abf(x) dz < /abg(a;) dr < +00.

5.5 Lat f och g vara tva begrénsade funktioner pa intervallet [a, b]. Visa att

/ (@) + g(@) do < /if(x) ot [ 'g() da.

Ge en exempel for f,g dar strikt olikheten géller. Tips: Kan f och g vara integrerbara?

5.6 Lat f :[0,1] — R vara en monoton funktion.

(a) Visa att det ar begrénsad.
(b) Visa att

R k 1
35 ()< [ som

Tips: Kolla beviset av Sats 13 i [KT]. I fallet dar f &r avtagande, visa att

0< /Olf(x)dx - /01 B(2)de < /Olf(x)dx - /01 B(z)ds < /01 W (z)dz — /01 B(z)da,

och anvénd dérefter instdngningslaget for gransviardet. Anpassa sedan argumentet till fallet
dar f ar vixande.

(c) Berakna gransvardet

. 1 1 1
nEI—sI—loon<1—|—n2+22—|—n2 +'”+n2—|—n2)'
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5.7 Lat f,g : [a,b] — R vara tva kontinuerliga funktioner och antag dessutom att g(x) > 0 for varje
z € [a,b] och att ffg(x)dx > 0. Visa att vi kan hitta £ € [a, b] sa att

[ rwae= 1@ [ oz
Tips: Kolla beviset av Integralkalkylens medelvirdessatsen, och anpassa argument till det fall.
5.8 (250318) Visa att det finns ett tal £ € [0, 2] sidan att f02 e da = 2657
5.9 Visa att foljande funktioner ar deriverbara for € R och bestdm deras derivator:

g(x)

(a) F(x) :/ sin®(t) dt (c) F(z) = / h(t)dt med h kontinuerlig
och ¢ deriverbar i R.

b 9(z)
(b) F(x) :/ f(z+1t)dt, med f kontinuerlig (d) F(z) = / h(t)dt med h kontinuerlig
T

!
iR. Tips.? Gor en variabelbyte forst. och f, g deriverbara i R.

5.10 Lat f:[0,1] — (0,1) vara en kontinuerlig funktion. Visa att ekvationen

x
2 — 1= / f(s)ds
0
har en entydig 16sning i intervallet [0, 1].

5.11 Lat f : R — R vara en kontinuerlig funktion. Lat oss definiera

F(z) := {2; I%, f(s)ds, om z % 0
f(O)a om z = 0.

Visa att

(a) F ar kontinuerlig i R, och C}(R\ {0}).
(b) Om f ar deriverbar i 0, sa &r ocksa F' det.

5.12 Lat f :[0,400) — R vara en kontinuerlig funktion. Lat oss definiera

F(z):= /Ox zf(s)ds, z € [0,400).

(a) Visa att F' &r deriverbar i (0, +00) och berikna F'(x) for varje z € (0, +00).

(b) Visa att
[ s == [ [ soa)as worvae o

Tips: Visa att bada uttrycken definiera deriverbara funktioner, och studera deras derivator.

10
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Dag 6: Serier och generaliserade integraler.

6.1 Bestdm den serie Y - | a, vars n:te partialsumma &r

n

= c) Sp=n
(a) sn o (c)
m2+4 5n2 — 3n + 2
b) sp = —2— d) s, = "2
(b) sn =57 (d) s n? +1

Vilka av dessa serier konvergerar?
Tips: Kom ihag att den n:te partialsumman fér en serie Z?i1 Qn &r s, = Z?:1 a;. Notera att

Sp = Gp + Sp—1 for n > 2 och s1 = a.
6.2 En serie av reella tal > >~ | a, sigs vara teleskoperande om det finns en f6ljd {:cn}n21 sadan att
(p = Tp — Tnt1,
fér varje n € N. Visa att serien ), a, dr konvergent om och endast om foljden {z,},, &r

konvergent. Berdkna seriens summa nér det dr mojligt.

Visa att serien
o0

1
2 (2n+1)(2n +3)’

n=1

ar en konvergent teleskoperande serie och beridkna seriens summa.

6.3 Visa att foljande serier divergerar

(=D

(a) Z arctan k (b)

Nk
Fol e

o562y

k=1

|
B
Il
—_

6.4 Anvind Jamforelsekriterier I eller II for att avgora om foljande serier konvergerar eller divergerar:

1 1 >~k 1
ok > 1
— (h) S sin( —=
> ()

e O (S S EO)

k=1

Svar: Foljande serier ar konvergenta: (a), (d), (e), (f), (g). De dvriga ar divergenta.

6.5 Anvind d’Alemberts Kvotkriterium for att avgéra om foljande serier konvergerar eller divergerar:

= 5\ . 2k = (k)3
(a) ;k <2> (b) ;k' () Zké?)k))!

k=1

11
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Svar: Serier (b) och (c¢) konvergerar.

6.6 Avgor for vilka reella virde av x fo6ljande serier konvergerar:

@) Y7 () S () Yot (@ 3 ket
k=1 k=1 k=1

k=1

[\

Svar: Serien (a) konvergerar for = € [—1, 1]. Serien (b) konvergerar f6r z € [—1,1). Serierna (c)
och (d) konvergerar for = € (—1,1). Annars &r dem divergenta.

6.7 Anviand Cauchys rotkriteriet for att avgora om foljande serier konvergerar eller divergerar:

X k+2\" >, k2
@ > (3555) © > 5

k=1 k=1
) kf (ﬁjf)k (@ ki (1- ,j)k

Svar: Foljande serier ar konvergenta: (a), (c, (d).

6.8 (250317) Bestam for vilka virden pa o > 0 serien

> ()

k>1

divergerar.

6.9 [K7] 8.1: a)-d),f)-i),k)-n).

12
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Dag 7: Serier och generaliserade integraler (fortsiattning).

7.1 For vilka av foljande serier kan vi direkt anvinda Leibniz kriterium for att avgoéra om serierna

konvergerar?
(=" (—DF

(a) ; i (c) g (1 + cos(mk) + k)?
cos(7k) (—1)2k+1

(b) d) D —5—

Svar: (a) och (b).

7.2 Vilka av foljande serier konvergerar? Vilka av féljande serier konvergerar absolut?

—1)*logk —1)klogk k3
(o) 3o ek ) 3 CU sk © SV g

k>2 E>1 k>1

Svar: (a) Konvergent men inte absolutkonvergent. (b) Absolut konvergent. (c) Divergent.

7.3 (241028) Vilka av foljande serier konvergerar? Vilka av foljande serier konvergerar absolut?

Wy w3 U
et -1 —k+Vk

7.4 For vilka funktioner kan vi direkt anvidnda Cauchys integral kriterium for att avgéra om serien
> >3 f(k) konvergerar?

@)f@):ﬁﬁ (©) J(x) = =5
1 — 7wsin(zm 00 T
(wﬂm=@+w¥b; (@f@:li

Svar: (a) och (d).
7.5 [KI] 8.1: e), j), 0).
7.6 [KI] 8.2: a)-i).

oo sin ()

1 Vi

7.8 (a) Visa att for z,y € (0,00) ar f6ljande integraler konvergenta:

o] 1
nm:/ 1t dy, m%mz/ﬁﬂa—w4w
0 0

7.7 (250317) Undersok om den generaliserade integralen dx konvergerar.

(b) Visa att xI'(z) =I'(x + 1) for varje x > 0. Tips: Vad ar %tm?
(c) Visa att I'(n 4+ 1) = n! for alla n € NU {0}.

Anmadarkning: Funktionerna I' och B kallas gammafunktionen respektive betafunktionen.
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Dag 8: Gransvarden och kontinuitet for funktioner mellan R"” och

mangder i R

8.1 I kursboken [PBZ] sida 13, definieras randen for en mangd M, betecknad M, som méngden av
alla punkter z, som uppfyller att for varje r > 0 giller B,(x) " M # 0 och B,(z) N M # 0, dar
M betecknar komplementet till méngden M (i kursboken, betecknas det CM).

(a) Visa att x € M om och endast om, det finns tva talfdljder {x,},~;,{yn}, som bada
konvergerar mot x da n — oo, sidana att for varje n > 1, géller x,, € M och y, € ME.

Tips: Anvind definitionen av randpunkt med » = n € N {or att skapa fojlderna.

(b) Man definierar det slutna héljet av en méngd M som M := MUOM. Visa att IM = OM,
och dra déirav slutsatsen att M &r slutet.

8.2 T kursboken [PB2], sida 13, definieras éppna och slutna méngder. Visa, utgaende fran denna
definition, att foljande galler:

(a) En méngd M &r 6ppen om, och endast om, till varje a € M finns ett ppet klot B,(a) som
ligger i M, dvs. B.(a) C M.

(b) En méangd M C R™ ar sluten om och endast om komplementet M C—Rrr \ M &r oppet.

8.3 Betrakta funktionen )

z%y
4, 92 z, 070 )
o= Vet G0 E00)
0, (z,y) = (0,0).
(a) Visa att lim f(rcos6,rsinf)=0 for varje 0 € [0, 27),

r—0t

(b) Visa att lim,_,o f(s,s%) = 3.
(c) Existerar gréansvirdet lim, ) (0,0) f(z,y)? Argumentera ditt svar.

84 Lat L € R, f: R? — R. Vi siitter x = rcosf, y = rsinf, for r > 0, € [0,27). Visa utifran
definitionen av gransvirdet att det géller

li ,y) =L = 1li 0,rsinf) =L, {0 je 6 € [0,2m),
(x,y)gI%O,O)f(x Y) lim, f(rcosf,rsinf) or varje [0, 27)

men

lim f(rcosf,rsinf) = L for varje 6 € [0,27) # lim  f(x,y) = L.

r—0t (;E’y)ﬁ(ovo)
Anmdrkning: Man maste vara forsiktig vid anvindning av poldra koordinater. Det récker inte
att bara kontrollera gransvardet langs rata linjer. Det som géller ar att

lim f(x,y)=L< lim f(rcosf,rsinf) =L, likformigt i 6 € [0,27),
(z,y)—(0,0) r—0+

det vill sédga

lim sup |f(rcosé,rsind)— L|=0.
r—=0% gej0,2)

14



VT26-MM5010
Salvador Rodriguez-Lopez Dag 8
Lars Moberg Ovningar

v.260126

8.5 [OPBI] 1.6

8.8 [OPBJ] 1.24abcdg
8.9 [OPB?] 1.27
8.10 [OPRY] 1.29
8.11 [OPBI] 1.30

8.12 [OPBI] 1.31
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Dag 9: Differentialkalkyl for funktioner i flera variabler

9.1 Undersok existensen av de partiella derivatorna och differentierbarheten i (0,0) for funktionen

3_,3
Fog) = | FTE OB @1 #(0.0)

0, om (x,y) = (0,0).

9.2 Lat p € N och definiera funktionen f, : R? — R genom

xp

f (;1; y) — m’ n (xay) 7é (0,0)7
p )
’ om (Jjay)—(o,(])

Visa att f, ar differentierbar om och endast om p > 3.
9.3 (240411) Fér varje a € R, 1at f, : R? — R vara funktionen definierad av

1 —e%¥
Ly =1 TETEEe om @y # 00,

0, om (z,y) = (0,0).

(a) Bestdm for vilka viirden av o som funktionen f, &r kontinuerlig i R?,
(b) Bestam for vilka virden av « som funktionen f, &ar partiellt deriverbar i origo.

(¢) Bestam for vilka varden av « som funktionen f, ar differentierbar i origo.

9.4 [OPBRY] 2.12

9.5 [OPBY] 2.13

9.6 [OPBY) 2.17

9.7 [OPRI] 2.21 (250508)

9.8 [OPBY] 2.23

9.9 (240411) Los differentialekvationen

8f of 1

— 0)=a2+22+1

siny——

t.ex. genom att inféra de nya variablerna u = x 4 cosy och v = y.
9.10 (240229) Los differentialekvationen
of [ of _
oy

2y - +

LSy f(,0) =nlal,

t.ex. genom att inféra de nya variablerna u = z — y? och v = v.
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Dag 10: Gradient, riktningsderivata och kedjeregeln

10.1 Berékna alla riktningsderivator vid origo for funktionen

:c2y
z2 + y27

flz,y) =
07

Ar f differentierbar i origo?

10.2 [OPRY] 2.30
10.3 [OPBY] 2.34
10.4 [OPRY] 2.39
10.5 [OPRY] 2.41
10.6 [OPBY] 2.42

10.7 [OPBI] 2.43

om (z,y) =

m (z,y) # (0,0),
(0,0).

10.8 [OPBI] 2.75
10.9 Lat f,¢g : R — R vara tva ganger deriverbara funktioner och ¢ > 0 en konstant. Visa att
funktionen ¢(x,t) = f(x — ct) + g(x + ct) uppfyller vigekvationen
196 9% _
2 ot2 022
10.10 Lat f : R? — R vara funktionen definierad av
vy(z? — y°)

Visa att:
0% f
(a) 5 ay(

T,y) =

0% f

0y Ox

flz,y) =
0,

:L‘2+y2

)

m (.”L‘,y) =

(z,y) for varje (x,y) € R%\ {(0,0)}.

(b) Funktionen f ér av klass C*(R?).

0% f
©) 58,

,0) #

0% f
Oy Oz

(0,0), och dra dirav slutsatsen att f inte dr av klass C?(R?).

10.11 Kontrollera att de blandade andraderivatorna av funktionen

f(%y)Z{

2 i 1
Ty sin o,

0,

om y # 0,
om y =0,

m (z,y) # (0,0),
(0,0).

ar lika vid (0,0), d&ven om villkoren i Schwarz sats inte ar uppfyllda.

10.12 [OPBI] 2.52
10.13  [OPR?] 2.57
10.14 [OPRI] 2.58
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Dag 11: Hogre derivator. Maclaurin- och Taylorutvecklingar

11.1 Anvind lampliga Taylorpolynom for att berdkna gransvirdena i origo for foljande funktioner:

r —tanx 1 — cos(x?) e’ —x —coszx

()

@) log(1 — ?) (b) arcsin(z4) sin® z

Behéll resttermen i Taylorutvecklingen for bada ndmnaren och téljaren. Skriv den pa formen
2 B(z), for lampligt k, och forklara varfér B(z) dr begrdnsad nir o — 0.

11.2 [OPRI)] 2.60
11.3 [OPBY] 2.61
11.4 [OPRY] 2.62

11.5 Bestdm Taylorutvecklingen for féljande funktioner:

(a) f(z,y,z) = xyz i en omgivning av punkten (1,2,5).
(b) f(z,y) = ¥ i en omgivning av punkten (1, 1), upp till och med termer av andra ordningen.

(¢) f(x,y) =€ ¥ i en omgivning av punkten (0,0), upp till och med termer av ordning 5.

11.6 Lat f(x,y) vara av klass C3 i en omgivning av origo, och antag att V. f(0,0) = (0,0). Visa att
om den kvadratiska formen i Taylorutvecklingen av f i (0,0) &r negativt definit sa ar (0,0) ett
lokalt maximum.

11.7 Syftet med den har uppgiften ar att ger en bevis av Taylors formel.

(a) Lat g € C([a,b]). Anviind partiell integration for att visa att for varje naturlig tal j > 1
géller

/ OBty dt = gla)b—ay + - / "0 -ty ar
a j a

Tips: Notera att (b —t)7~! = —%%(b — ).
(b) Givet ett naturligt tal & > 0, 1at f € C¥T1([a,b]). Visa att det giller

k .
Zf b—a /f’““ )kdt.

J=1

(c) Lat f vara av klass C*+1([a, b]). Anviind féregdende uppgift och Uppgift 52 for att medfora
att det finns £ € (a,b) sadant att

a)k+1

k .
f9 (b—
0= 3 e 0 G
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Dag 12: Lokala undersokningar: Stationira punkter och lokala

extremvarden.

12.1 (250508) Betrakta en funktion f : R? — R som ér kontinuerlig och uppfyller:
e f(ax) = a®f(x), for varje a € R och x = (z,y) € R

o f(x) >0, for varje x # (0,0), x = (v,y) € R%

(a) Berdkna f(0,0).

(b) Visa att det finns ett tal m > 0 sddant att f(x) > m [x|* for varje x € R2.
(c) Visa att f &r partiellt deriverbar i origo.
)

(d) Maste f vara differentierbar i origo? Om du svarar Ja, bevisa det. Om du svarar Nej, ge
ett motexempel.

12.2 [OPR2] 2.64
12.3 [OPBI] 2.65

12.4 [OPR?] 2.66

12.7 [OPRI)] 2.94

12.8 [03] 3.21 Bestim alla stationdra punkter till f(z,y) = 2z* + y* — 422y och ange varje stationir
punkts karaktér.

12.9 [03] 3.22 Bestim alla stationira punkter till f(z,y) = (22* —y*)e~3*=% och ange varje stationér
punkts karaktér.

12.10 (241028) Bestdm samtliga stationdra punkter till funktionen
fla,y) = (z =9z +y)
samt avgor deras karaktér.
12.11 (240229) Betrakta funktionen
fz,y) = 2% =322 + 32y + 4% — 3y + 4.

(a) Hitta alla stationira punkter for denna funktion, och bestam, for varje av dessa, den
associerade kvadratiska formen.

(b) Bestam om de stationdra punkterna ér lokala maxima, minima eller sadelpunkter.
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Dag 13: Optimering med bivillkor.

13.1 [OPRI)] 4.23

13.8 [03] 3.23 Bestam alla stationdra punkter till f(z,y) = xy under bivillkoret

3+ 3zy + 8y = 22.
13.9 [03] 3.24. Bestam alla stationdra punkter till f(x,y,z) = z + y + z under bivillkoret
22 +y? 4+ 22 4 ayz = 4.
13.10 [O3] 3.25 Bestam alla stationéra punkter till f(z,y, 2) = x + y + z under bivillkoren

zy+yz=1 och xzz-+yz=4.

13.11 (250317) Betrakta funktionen
fla,y) = 2° — 3ay?

(a) Bestdm samtliga stationdra punkter for denna funktion och avgor om de dr lokala

maximipunkter, lokala minimipunkter eller sadelpunkter.

(b) Bestam de absoluta extremvirdena for funktionen f pa cirkeln med radie 2 centrerad i
origo.

13.12 (230823) Bestédm samtliga stationdra punkter till funktionen

fla,y) =1+ (2y —y)
samt avgor deras karaktér.
13.13 (210414)

(a) Motivera varfor funktionen f(z,y) = xy antar bade storsta och minsta virde pa kurvan
(2% +y*)? + 8wy = 12.

(b) Bestam de storsta och minsta virdena i (a).
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Dag 14: Allmanna optimeringsproblem: sammanfattning och teori.

14.1

14.2

14.3

14.4

14.5

14.6

14.7

14.8

14.9

14.10

14.11

[OPR2] 4.10
[OPR?] 4.16
[OPR2] 4.18
[OPBI] 4.21
[OPR2] 4.22
Avgér om max/min till funktionen
Fl,y) = (209 — xz) o 2(@*+y?)/3

i omradet
D={(z,y): 0 <z <y}

antas och bestam dessa i forekommande fall.

(250826) Betrakta funktionen

__alyl

pa méngden
D={(z,y) eR*:2>0, —2* <y < 2?}.

Bestdm supremum och infimum fér f pa D.

(241213) Betrakta funktionen
Yz

f(xa%z):m

pa méangden
D={(z,y,2) €ER*:2>0, y>0, 2°=1}.

Bestdm supremum och infimum f6r f pa D.

(241028) Betrakta funktionen

)
1o =4

pa méngden
D={(z,y) €eR*:2 >0, y <0}

Ar f uppét begrinsad pad D? Ar f nedat begrinsad? Ar f begrinsad?

(241213) Antar funktionen
fz,y) =2y -y

ett stérsta och ett minsta virde under bivillkoret 2 + y* =0 ?

(240229) Lat D = {(z,y) € R? : = > 0}. Betrakta funktionen
fay) = @+ye > (x,y) €D.
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(a) Bevisa att lim,2y 2, f(2,y) = 0.
(z,y)eD

(b) Undersok om funktionen f har ett storsta och ett minsta virde i méngden D, och bestam
dessa i sa fall.

14.12 (240411) Lat g(x,y) = (2% + y?)3 — 82y och f(x,y) =z +v.
(a) Bevisa att

lim  g(z,y) = +o0,

z24y2—+o0
och bevisa fran det att varje nivakurva av g dr kompakta.

(b) Visa att funktionen f(z,y) = = + y antar storsta och minsta virde pa kurvan
(2% + %) — 8xy = 48,

och bestam de storsta och minsta vardena.
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