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Det materialet bor fungera som en végledning till det teoretiska kursinnehdllet och &r riktat till de stu-
denter som ldser kurser pé distans, men alla andra dr vilkomna att ldasa det och delta i diskussionen pa
kurshemsidan. Dokumentent kan uppdateras under kursens gang.

Listan nedan med d@mnen som ska utvecklas och fragor att besvara ar avsedd att belysa nagra av de vik-
tigaste teoretiska punkterna i varje foreldsning. Detta dr varken en uttommande lista 6ver amnen eller en
lista med frigor som kommer att stiillas pd den skriftliga tentamen. Diaremot kan den hjélpa er att forbereda
er infOr tentamen.

Syftet med denna lista dr att hjdlpa dig att fokusera pé att ldsa kursmaterialet, skapa dina egna kursan-
teckningar och behirska materialet.

Notera att videorna ir ett mycket hjdlpsamt komplement till kurslitteraturen men ersétter inte den. S& man
behover dven kolla kurslitteraturen och kompletterande material. Svaren pa (nédstan) alla fragor kan hittas
inom kursmaterialet. Vi har inkluderad nigra lankar, definitioner och kommentarer for dem som inte finns
dir. Ni ar vialkomna att diskutera det med varandra i kursforumet.

Vi rekommenderar starkt att ni skriver ner definitioner i era anteckningar, bade i lIopande text och med
enbart formella logiska uttryck, dér alla kvantifikatorer och implikationer som ingér i varje pastdende
specificeras.

Vi anger med U de punkter som dr dvningar och vars 16sningar inte direkt finns i kursmaterialet men det
kan 16sas med det, och med F de punkter som syftar till att fordjupa din forstdelse av @mnet, men som kan
undvikas vid en forsta genomgang av kursmaterialet.

Forelasning 1

1. Definiera begreppet (egentligt) gransvirde av en funktion f(z) dd z — oo och x — —oc.
Illustrera begreppet med en bild.
Vilka forutsittningar i definitionsméngden av f behovs for att kunna gora definitionen?

Kan det finnas tva olika grinsvirden?
2. Vad ar en talfoljd? Hur definieras begreppet gransvirde for en talfoljd?

3. Vad édr en omgivning till en punkt a av radie ¢ (bredden 2¢)? Kolla [PB], sidan 44. Vi ska beteckna
det i kursen som B.(a).

Givet r > 0, 14t B (a) beteckna méngden

B:(a) := B,(a) \ {a}.

som kallas den punkterade omgivningen till a av radie r.
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Definition. Vi sédger att en punkt dr en hopningspunkt till en méngd M, om varje
omgivning av punken a innehdller punkter ur M.

(Notera att vi sdger ‘punkter’i plural).

Ilustrerar begreppet med en bild. Visa att det dr ekvivalent med

Definition. Vi sédger att en punkt dr en hopningspunkt till en méngd M, om varje
punkterad omgivning av punken a innehdller punkter ur M.

Vad innebir det att o inte dr en hopningspunkt? Formulera detta pa ett formellt sitt.

Definiera begreppet grinsvirde for en funktion f(x) nir x — a, dir a € R. I detta fall, maste
punkten a vara en hopningspunkt till definitionsmingden for f?

NB. I kursboken [PB] erkédnner forfattarna att deras definition inte dr den standardmissiga, men de
vill forenkla formulering for regeln (9). Den standard definitionen, som vi skulle anvédnda i kursen,
kriaver 0 < |z — a] < 4.

Definition. Om en punkt a tillhor till M och ir inte det en hoppningspunkt, sdger vi
att @ dr en isolerad punkti )/.

6. Med den standard definition av griansvirdet for f(x) ndr x — a, visa foljande sats:

10.

11.

Sats. [Sammansittningslagen] Lt f vara definierad i en punkterad omgivning till
a, B¥(a) C Dy. Lat g vara definierad i en punkterad omgivning av b, B; (b) C D,
och antag att dntligen géller att

(@) g(B; (b)) C Bi(a);eller

(b) f dr definierad i a, f(a) = A och g(B; (b)) C Bs(a).

Om lim,_,; g(z) = a och lim,_,, f(y) = A, sd blir lim,_,; f(g(x)) = A.

I definitionen av grinsvirdet for en funktion f(z) ndr x — a, dir ¢ € R, kan vi alltid anta i
definitionen att § < 1? Eller att § < 10710?

Definiera begreppet (egentligt) hoger- och vénstergransvirde for en funktion f(x) ndr x — a™
(respektive nir x — a~). Vilka antaganden om definitionsméngden for f och a behover goras for
att kunna definiera detta?

Vilka samband finns mellan existensen av hogergrinsvirdet och vénstergriansvirdet och existensen
av griansvirdet? Bevisa detta.

Definiera begreppet oegentliga gransvarden. Kan du skriva detta pa ett symboliskt sitt? Kan du
illustrera det med en bild?

Formulera och bevisa riknelagarna for egentliga grinsviarden (additionslagen, produktlagen och
kvotregeln). Ange alla forutsittningar. Overvig bada fallen diir # — oo eller 7 — a.
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12.

13.

14.

15.

16.

Beviset av produktlagen (och kvotlagen) i kursboken behdvs Satsen 1 i boken och det anvinds
implicit att, om lim,_, ; , g(x) = B, sd dr g(z) begrénsad for stora x.

Ge ett bevis for detta, och forklara i vilket steg i beviset av produktlagen dessa anvinds.

L&t g vara definierad i ett omrade kring punkten a. Visa att, om lim,_,, g(x) = B € R, sé giller
det att, i ett lite omréadet av a, funktionen &r begridnsad. Dvs. Vi kan hitta s > 0 och C' > 0 sddan

lg(x)| < C
forallax € D, N (a —s,a+ s).
Formulera och bevisa olikhetslagen, instangningsregeln for grinsvérden.

Formulera och bevisa sammansittningsregeln for gransvirden.
NB. Beviset i kursboken fungerar bra med den standarddefinition (som vi anvinder i kursen) om vi
ldgger till antagandet att f dr definierad vid ett omrade till punkten a och f(a) = A.

Vilka av dessa foljande pastdende motsvarar definitionen att funktionen f har ett griansvirdet da
x — +oo. Vilka motsvarar att funktionen f har ingen griansvirdet dd x — +o0.

() 3L e RVe > 03M e RVa € Dy (|f(z) — L| <e = z > M).

(b) EILERV5>OEIMERVxGDf(;E>M = |f(z) = L| <¢).

(¢) AL e RVe > 03M € RVz € Dy (|f(z) — L| > e = x < M).

(d) VL € R3e > 0YM € R3z € Dy (z > Moch|f z)—L| >¢).

Foreldsning 2

. Definiera begreppet 6vre (undre) begrinsning for en delméingd M C R.

Forklara formellt vad det innebdr att vara den “minsta” Ovre begrinsning.

Definiera begreppen supremum och infimum for en méngd. Vad innebér det att en 6vre begransning
av en méngd inte dr supremum for méngden?

Definiera begreppen supremum och infimum for en funktion. Vad innebér det att en funktion &r
uppat (nedat) begransad?

Definiera begreppet for att en funktion dr monoton p4 ett intervall.

Visa, med utgdngspunkt i supremumaxiomet, att en monoton funktion har ett grinsvérde (egentligt
eller oegentligt) nir x — oo. I vilket fall dr det egentligt?

Hur definieras talet e 1 kursboken? Visa att

1 x
lim (1 + —> = lim(1 + )"/ =e.
r—to0 x z—0



MM5010-VT26

F 7.

10.

1.

I kursboken anvénds att logaritmfunktioner (ocksd exponentialfunktioner och potensfunktioner)
ar kontinuerliga funktioner i deras definitionsmidngd, men det bevisas inte! En komplett bevis frdn
forsta principer kan vara mycket krivande for den kurs, sd vi kommer att ta dessa som fakta for
givna. For dem som vill fordjupa om det, forsoka att hitta en bra referens for att ldsa om det. En bra
bok ér:

[1] Walter Rudin, Principles of mathematical analysis, 3rd ed., International Series in Pure and Applied Mathematics,
McGraw-Hill Book Co., New York-Auckland-Diisseldorf, 1976.

. Hirled hur kan man definiera e’ for allat € R.

Visa att om a > 1, och o > 0 s8 giller lim,_, o %> = 0. Visa éven att lim,_, o £ = 0 och att
lim, o+ z%Inz = 0.

sin -1

Visa att lim,, o >

Visa foljande grinsvirden: lim,_, @ = 1 och lim,_,o == = 1.

Foreldsning 3

. Latf: Dy — R,ochlita € Dy C R.

Definition. Vi siger att f dr kontinuerlig i punkten a om for varje tal € > 0 finns
det ett tal 6 > 0 sadant att

re€ Dy och |z—a|l<d = |f(z)— fla)| <e. (1)

I fallet ddr @ &r en hoppningspunkt av Dy, visa att det dr ekvivalent med gransvirdet lim,,_,, f(x) =
L € R existerar och ddarmed &r lika med f(a). Illustrera begreppet med en bild.

Notera att om D; = N, med definitionen (1), dr f kontinuerlig i alla punkter ¢ € N, men vi kan
inte prata om gransvirdet lim,_,, f(z), eftersom alla punkter i D &r isolerad.

. Om Dy dr ett intervall, och f : Dy — R, definiera begreppet kontinuitet for f pé ett intervall.

Bevisa att om [ dr kontinuerlig i en punkt a och f(a) # 0, sé finns ett » > 0 sédant att f(z) # 0
for alla z € Dy som uppfyller |z — a| < r.

Om f dr kontinuerlig och a &r en hopningspunkt till definitionsméngden av f, omformulera detta
med hjélp av hoger- och vénstergriansvirden.

(Denna uppgift syftar till att ge en forklaring till kommentaren i kursboken [PB] i avsnitt *De
elementdra funktionerna dr kontinuerliga’.)

* Visa att mingden av alla kontinuerliga funktioner definierad p4 ett intervall [a, b], forsedd med
den naturliga summan av funktioner och multiplikation med en skalér, definierar ett vektorrum
over de reella talen (Vad tror du ér dess dimension?), som betecknas som C|a, b]. Dvs. Visa
att, for varje f, g € Cla, b, och for varje o, 8 € R giller det att

af + Bg € Cla, b].
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* Om f, g € Cla, b], visa att produkten fg definierad som

(f9)(@) = f(2)g(x), V€ [a,b],
ocksa tillhor till Cla, b]. Produkten kan betecknas ockséd som f - g.

* Om f € Cla, b, med f([a,b]) C [c,d], och g € Cle,d], géller det att g o f € C|a, b].

Tips: Anvind egenskaperna for griansvidrden av funktioner mot ett punkt, och omformulering av
kontinuitet som du har visat i Fragan 3.5.

7. Formulera och bevisa intervallinkapslingssatsen.

8. Formulera och bevisa satsen om mellanliggande virden. Kan kontinuitetsvillkoret uteslutas i denna
sats?

9. Formulera och bevisa Bolzano—Weierstrass sats.

10. Visa att om en funktion f &r kontinuerlig pa intervallet [a, b], sd antar f sitt storsta och minsta virde
dar (Weierstrass extremvardessats).

11. Visa att en monoton funktion definierad inom ett slutet och begrinsad intervall vars viardemingd ar
ett intervall dr kontinuerlig.

12. Visa att, om ett funktion &r definierad i ett intervall samt 4r stingt monoton och kontinuerlig, si &r
f inverterbar och dess invers &r ocksa kontinuerlig.

NB. En foljdsats av denna sats dr att om vi kan visa att exponentialfunktionen e” &r strikt vixande
och kontinuerlig, sé foljer att &ven funktionen In x dr det. P4 detta sitt motiveras i kursboken varfor
logaritmer 4r kontinuerliga.

Forelasning 4

1. Definiera begreppet derivata for en funktion i en punkt a. Vilka forutsittningar behover punkten a
uppfylla? Varfor ar dessa forutséttningar viktiga?

2. Definiera begreppet deriverbarhet punktvis och pa ett intervall.
3. Bevisa utifran definitionen att 2" #r deriverbar och att dess derivata idr na" !, dir n € N.

4. Formulera och bevisa riknelagarna for derivator 1 en punkt (additionslagen, produktlagen och kvot-
lagen).

5. Formulera och bevisa kedjeregeln for derivator.

6. Formulera och bevisa satsen om derivatan av en invers till en funktion.

a+b

7. Harled formlerna for derivatorna av sin x, arcsin x, e* och In 2. Formeln sin a—sin b = 2 sin aT_l’ cos 4~

far anvindas utan bevis.
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10.
11.

12.

Visa att om en funktion f har ett lokalt maximum eller minimum i en punkt a, sé giller, under vissa
forutsdttningar, att f'(a) = 0.

Formulera och bevisa Rolles sats.
Formulera och bevisa Lagranges medelvirdessats.

Formulera och bevisa Cauchys medelvirdessats:

Sats (Cauchys medelvirdessats). Om f, g dr kontinuerliga pa [a, b] och deriverbar p&
(a,b). Antag att g(a) # g(b), ochatt f’(x) och ¢’(x) har ingen gemensamma nollstélle
i(a,b). S finns ett tal £ € (a, b) sd att

Tips: Definiera F' som

och anvind Rolles sats.

Formulera och bevisa sambandet mellan derivata och monotonicitet.

Forelasning 5

. Vad dr en indelning av ett intervall |a, b]? Vad dr en delindelning (forfining)? Ge ett exempel pé en

indelning av intervallet [0, 1], och en forfining av ditt exempel.

Vad ir en trappfunktion pd ett intervall? Ge ett exempel pa en trappfunktion och en indelning av
intervallet [0, 1].

Hur definieras integralen for en trappfunktion? Varfor dr denna definition oberoende av valet av
indelning? Vad hinder med integralen for trappfunktionen om vi dndrar vardena for trappfunktionen
i en punkt?

Visa att om & < ¥ pa [a, b] giller att

/abcp(x) dr < /abxp(x) dz.

Definiera begreppen underintegral och overintegral for en begriansad funktion inom ett intervall
[a, b]. Varfor existerar dessa (som #ndliga tal)? Kan vi definiera dessa begrepp for obegrinsade
funktioner?
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6.

10.

11.

13.

15.

U 16.

17.
18.

Visa att for alla begrinsade funktioner f pa [a, b], géller att

/Lbf(a:) dx §ff(w)dx

Ge ett exempel dér olikheten é&r strikt.
Definiera begreppet for en funktion att vara integrerbar inom ett intervall [a, b].

Visa att om f, g dr tvd begrinsade funktioner definierade pa [a, b] sddana att f(x) < g(x) for alla

x € [a,b], s& giller
b b
/f(x) dx < / g(x)dz.

Formulera och bevisa ett motsvarande pastdende for overintegralen.

Visa att om f, g dr tvd begrinsade funktioner definierade pa [a, b] och a < ¢ < b, sa giller

/f dx—/f dx+/f

Formulera och bevisa ett motsvarande pastdende for overintegralen.

Visa att alla trappfunktioner &r integrerbara (kontrollera gidrna ditt svar pa Frdga 3 i den hir fore-
lasningen).

Visa riknelagar for integraler: Om f, g ér integrerbar 6ver [a, bl och v, 5 € R. d& dr af (x) + Sg(x)
integrerbar over [a, b] och

/ab(af()+ﬁg x—a/f dx+ﬁ/

. I kursboken ges en definition av integrerbarhet (Definition 2 i Kap. 6 [PB]) som skiljer sig nagot

frén den som ges i kompendiet och videorna. Visa att de tva definitionerna dr ekvivalenta.

Visa att en monoton funktion pa ett slutet intervall dr integrerbar.

. I'kursboken (Kap. 6.2) definieras begreppet likformig kontinuitet. Visa att en kontinuerlig funktion

pa ett slutet intervall ocksd ar likformigt kontinuerlig (Se Appendix C i Kursboken [PB]).

Kolla definitionen och visa, som gors i kursboken (Sats 3 i Kap. 6.2 [PB]), att en kontinuerlig
funktion pa ett slutet intervall dr integrerbar. I beviset:

(a) Argumentera varfor finns tva punkter ay, by € [rg_1, zx] sddan att
my = f(ak), My, = f(bk)-
(b) Hirled en motivation om varfor giller i beviset att

c 9

M, —my <
b—a

Antag att f : [a, b] — R ir integrerbar, sddan att virdemingden av f uppfyller att f([a,b]) C [c, d],
och g : [¢,d] — R ér kontinuerlig. Visa att g o f dr ocksé integrerbar.

Formulera och bevisa integralkalkylens medelvardessats.

Formulera och bevisa analysens huvudsatsen och insattningsformeln.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Forelasningar 6 och 7

. Redogor for begreppen delsumma (partialsumma) av en serie, konvergens, absolutkonvergens samt

betingad konvergens for serier.

Vad ir en positiv serie?

. Vad ir en geometrisk serie? Under vilka fOrutsittningar konvergerar en geometrisk serie? Under

vilka forutsittningar divergerar en geometrisk serie?

Vad ir det som talfoljden {ay }, méste uppfylla for att serien ), ax ska konvergera? Bevisa det. Ar
villkoret tillrackligt?

. Formulera och bevisa ett kriterium for konvergens for positiva serier. Ar det tillriickligt?

Formulera och bevisa jamforelsekriterierna I och II for positiva serier.
Bevisa att mdngden av alla konvergenta serier dr ett reellt vektorrum.

Visa att om en serie dr absolutkonvergent, sé dr den konvergent. Visa ett exempel didr motsatsen inte
giller.

Formulera och bevisa Cauchys rotkriterium och d’Alemberts kvotkriterium for serier.

Formulera och bevisa Leibniz konvergenskriterium for alternerande serier. Géller satsen om vi tar

29 <6

bort forutsittningarna “positiv >, “avtagande” eller “a;, — 0dd k — 00”?
Hur definieras begreppet generaliserad integral for en funktion om:

(a) integrationsomrédet &r odndligt, det vill sdga [a, +00) eller (—oo, b]? Och i fallet (—o0, 00).

(b) integranden dr obegrinsad, antingen i det inre av integrationsomrédet eller d& vi nirmar oss
nigon av dndpunkterna av intervallet.

For vilka exponenter p € R ir integralen | 01 x2Pdx generaliserad? For vilka exponenter konvergerar
det?

For vilka exponenter konvergerar || 100 xPdz?

Formulera och bevisa jaimforelsekriterier I och II for generaliserad integraler med kontinuerliga
positiva funktioner. Giller fortfarande satsen om man tar bort villkoret om positivitet? Var anvinds
kontinuitet i beviset? Kan man bevisa det utan kontinuitet?

Formulera och bevisa Cauchys integralkriterium. Kan man dra samma slutsats om f inte ar positiv
eller avtagande?

Bestim for vilka exponenter p € R giller att serien ) _, ., k” konvergerar.
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Forelasning 8

“Distress not yourself if you cannot at first understand the deeper mysteries of Spaceland. By
degrees they will dawn upon you.”

Edwin A. Abbott, Flatland: A Romance of Many Dimensions

“I see!” she cried. “I got it! For just a moment I got it! I can’t possibly explain it now, but
there for a second I saw it!” She turned excitedly to Calvin. “Did you get it?”

Madeleine L’Engle, A Wrinkle in Time

Verkliga problem har méinga frihetsgrader; for att forstd dem maste vi ldra oss att tinka i hundratals, tu-
sentals eller till och med miljontals variabler — och flervariabelanalys dr verktyget som gor det mojligt. Vi
borjar i ldgdimensionella fall (n = 2, 3) for att bygga intuition genom visualisering, men for att verkligen
bemadstra dessa verktyg — och mota utmaningarna i hogdimensionella system — maste vi ldra oss att tanka
bortom det vi kan se. Nér ni ldser materialet for de kommande dagarna, en bra utmaning bestar att gene-
ralisera det for ett godtyckligt dimension n, och jimfora begrepp med den endimensionella fallet s vi har
mer erfarenhet med. Rita bilder for n = 2 {Or att visualisera alla begrepp. Om ni behdver det, svara alla
frigor for n = 2 och sen for n = 3.

En kommentar om den konvention vi anvinder i kursen: Givet den standardbas vi anviander for R”,
identifierar vi vektorer i R” med kolonnmatriser. Pa den sitt, v € R3 har koordinater = = (21, 2, x3)T.

1.
2.

Hur beriknas avstdende mellan tva punkter i det euklidiska rummet R".

Formulera och bevisa Cauchy-Schwarz’ olikhet och triangelolikheten.

. Var dr ett Oppet klot i rummet R"? Vi ska beteckna det som B,.(a). Vad ér ett 6ppet klot i fallet dér

n=17

. Definiera begrepp inre punkt, yttre punkt och randpunkt for en méngd.

. Definiera begrepp i R": 6ppen méngd, sluten méingd, begransad mingd och kompakt miangd.

Visa att en mingd D idr obegrinsad om, for varje » > 0, midngden
{z: 2z € Doch || >r}

ar inte tomt.

. Notera fran definitionen att 0M = O(M¢). Visa av en méngd dr sluten om, och bara om, dess

komplement &dr oppen.

Man definiera det slutna héljet av en mingd M som M := M U OM. Visa att IM = OM, och
medfor att M #r slutet.

Definiera begreppet grinsvirde av en vektorvird funktion f(x) d& © — a, dir a € R". Jaimfora det
med definitionen for reellvirda funktioner frén Foreldsning 1. I kursbok [PB2] erkédnner forfattarna
att deras definition inte dr den standardméssiga, men de vill forenkla formulering for regeln (9).
Den standard definitionen kravs 0 < |z — a| < .
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10.

11.

12.

13.

14.

Problemet med “definitionen”som ges i [PB2] ar att den tilldter att prata om griansvirden for isole-
rade punkter, som reflekterar inte begreppet som vi vill definiera.

I kursboken antas att a @r en inre punkt eller en randpunkt till definitionsméngden av f, men rand-
punkter kan vara isolerad punkter! (tdnka t.ex. om D = {0}, s 9D = D). Det som krivs for att
prata om griansvardet diar x — a dr for a att vara en hoppningspunkt till definitionsméangden av f.
En vig med att undvika problemet, ir att anta att miangden D &dr en mingd utan isolerad punkter,
och kéver da att @ dr en inre punkt, eller en randpunkt.

Visa att summaregeln for grinsvirden giller och, om bade f och ¢ ér reellvirda, visa att produkt-
regeln ocksd giller. Jimfor detta med beviset for funktioner av en variabel.

Om F : Dp — R™dir F(z) = (f1(2),..., fm(2))T, a dr en hopningspunkt till D C R™ och
A= (Ay,..., AT € R™, visa att lim,_,, F(z) = A om och endast om lim,_,, f;(z) = A; for
7 =1,...,m. (Det ricker med att bevisa det i fallet dir m = 2).

Vad ir en kurva i R™? Vad betyder en orientering till kurvan?

Lat~y : (—1,1) — R" vara en kontinuerlig kurva som uppfyller att v(0) = a. Visaattom f : R" —
R ar kontinuerlig i a giller da att

lim f(v(t)) = f(a).

t—0

For en godtycklig funktion f definierad i ett 6ppet omrédet till punkten a, vad kan vi sdga om vi
kan hitta tva kontinuerliga kurvor 7; : (—1,1) — R" for j = 1, 2 sdan att

lim £ (1 (1)) # lim f (7o(1))?

Foljande definition verkar saknas i kurslitteratur:

Definition. Lat D C R” sddan att, for alla » > 0, midngden
{z: x € Doch |z| >r}

arinte tomt. Lat f : D — R, och L € R.

Vi séger att f konvergerar mot L d& |z| — 400, och vi betecknar det som

lim f(z) =L, )

|z| =400
om, for varje € > 0 det finns ry > 0 sddan att

re€D och |z|>r=|f(r)—L|<e.

Likadant kan vi definiera oegentliga griansvirden lim, ;o f(2) = 400, om det
giller att for varje M € R, det finns » > 0 sddan att

xe€D och |z|>r= f(zx)> M.

10
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15.

16.
17.

18.

Anmdirkning: 1 tva variabler kan vi skriva om (2) som

lim f(z,y)=L&Ve>03r>0:2€ Docha® +y*>r? = |f(z,y) — L| <e.

z2+y2—+o00
Definiera oegentliga gransvirden lim,|, o f(2) = —oo.
I den reella linjen har vi en naturlig orientering, som kommer frn den naturlig ordning av reella
tal: Vi har en vig med att jaimfora tva reella tal och bestimma om x < y, eller y < z, eller x = .

Tyvirr kan vi inte skaffa en (total) ordning i planet (eller i rummet), som uppfyller alla villkor som
vi kiinner om ordning i reella tal (Om man identifiera punkter i planet med komplexa tal, finns det
en kort bevis av det. Man kan lédsa det t.ex. hér.

Har det ndgot mening att prata om

lim flx,y)?
(z,y)— (400,+00)

Tips. Berikna
x? x?
lim lim ———— och lim lim —— | .
x—4o00 \ y—+oo T4 + y2 y—+oo \ z—+oo T2 + y2
Definiera begrepp bdgvis sammanhdingande mdngd.

Formulera extremvérdessatsen for funktioner f : D — R. Vilka forutsattningar antar vi om D och
f?

Formulera och bevisa mellanliggande vérden for funktioner f : D — R. Vilka forutséttningar antar
viom D?

Forelasningar 9 och 10

Definiera differentierbarhet for en funktion f : Dy C R"™ — R i en punkt a. Varfor behovs att anta
att a dr en inre punkt till definitionsméngden av f?

Kolla definitionen i1 kursboken, och byta texten som finns i definition i boken “det finns konstanter
Ay, ..., Ay 7 for “det finns en 1 x nmatris A = (Ay, ..., A,) 7, och skriv om den linjdra termen i
definitionen som en matrisprodukt av en 1 x n-matris A med en n x 1-matris.

Detta matris kallas total derivata av f i punkt a och betecknas f’(a), eller df (a) (I kursboken kallas
ocksd som funktionalmatrisen till f i punkten a. Se Kap. 3.2 i [PB2]). Den linjér avbildningen
h +— df (a)h kallas i kursboken ocksa for differentialen av f i punkten a.

En 1 x n matris kallas for en radmatris, medan en n x 1 matris kallas for en kolonmatris. Kolon-
matriser identifieras med vektorer.

. Latf; : D C R* = Rforj = 1,...,m vara differentierbar, med total derivata som radmatrisen

AJ. Vi definiera den vektorvirda funktion F' : D C R™ — R™ som F(x) = (fi(z),..., fm(z))T,
och en m X n matris A, dir raden j dr den 1 X n matris som ges av Al

Skriv om F'(z + h) — F(x) med hjilp av matrisen A och matrisprodukt, och jimfora det med
definitionen for reellvirda funktionen.
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N o kW

10.

1.
12.

13.

Hur skulle du definiera differentierbarhet for en vektorvird funktion F' i en punkt a? Hur skulle total
derivata for funktionen F' i punkten a definieras? (I kursboken kallas det ocksé “Funktionalmatris™).
Nir du har svarat pa Frdgan 9 nedan, kan du kolla ditt svar med Kap. 3.2 i kursboken [PB2].

Visa att, om derivata existerar, det ar unik.

Vad ir en riktning w? Hur definieras riktningsderivata av en reellvird funktion i en punkt?

Hur definieras partiella derivator av en reellvédrd funktion i en punkt? Vad &r gradientvektorn?
Visa sambandet mellan riktinigsderivata och gradient for en differentierbar funktion vid en punkt.

Vad betyder for en reellvidrd funktion att vara partiellt deriverbar i en punkt? Giller det att alla
partiella deriverbara funktioner i en punkt ocksa ér differentierbara i den punkt? Géller det omvénda,
dvs. att en differentierbar funktion &r partiellt deriverbar?

Vad betyder for en reellvird funktion att vara partiellt deriverbar i ett omradet?

I fallet av f ar differentierbar i punkten a, hur bestims total derivata av funktionen f? Vilken &r
sambandet med gradientvektorn av f?

I fallet av f dr differentierbar i punkten a, hur kan man berikna riktningsderivatan fran total deri-
vata?

Visa att en reellvird funktion av tva variabler vixer snabbast i gradientens riktning.

Ett hyperplan &r en affin midngd i R” som bestims, med hjélp av en normalvektor d # 0 till
hyperplanet och en punkt a € R™

H={zeR": d"(x—a)=0}.

Notera att vi kan skriva om villkoret som

m

0=d(r—a)= Zdj(xj — a;).

j=1
Dir m = 2, ett hyperplan ir ett affint linje, och dd m = 3 det motsvarar ett affint plan i rummet R3,
givet bdda i normalform.

Om f: D C R* — R ér differentierbar i ett inre punkt a € D, skriv ekvationen av tangenthyper-
planet till grafen av f

G(f) = {(xaanrl) € RnJrl; x € D och Tn+1 = f(aj)}
i punkten (a, f(a)) € R™"L. Vilken ir normalvektorn till hyperplanet?
Det ricker med att svara pa fragan for n = 1 (da det kallas tangentlinje, se Avsnitt 3.2 i [PB]) och
n = 2 (da det kallas tangentplan. Kolla avsnitt 2.2 i [PB2]) och gissa svaret for n > 3.
Formulera och bevisa kedjeregeln for funktioner i flera variabler. (Jamfora det med beviset for en-
variabel funktioner fran Foreldsning 4). Det ricker med att bevisa fallet diar n = 2.

Om du skriver formel (18) fran Satsen 4 (sid. 54) i boken som en matrisprodukt, kan kedjeregeln
skrivas som

(fog)(t)= f'(g(t)g'(t).

(Ordningen éar viktig!) P4 detta sitt pAminner notationen oss om det endimensionella fallet.

12
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14.

15.
16.
17.

18.

19.

Om F' ér nu en vektorvird funktion /' : Dy C R" — R™ som 1 frigan 2 ovan, argumentera varfor
giller att

(Fog)(t) = F(g(t)g'(?)-

Om dessutom ir G : D C R¥ — R™ ir differentierbar, sddan att G(Dg) C D 7, vilken dr den total
derivata for F' o G? Kolla gédrna Kap. 3.2, sidan 138 i [PB2].

Definiera vad menas for en funktion att vara klass C'.
Visa att om f ir klass C' i ett oppet omridet, da ir f differentierbar i omrédet.
Hur definieras partiella derivator av hogre ordning?

Formulera och bevisa Schwarzs sats om symmetri av partiella derivator av andra ordning (Sats 9,
sidan 87 i kursboken). Vilka forutsittningar krivs i beviset i kursboken?

Hur kan gradientvektorn tolkas geometriskt?

Forelasning 11

. Definiera Taylorpolynomet av grad n for en funktion av en variabel. Formulera och bevisa Taylors

formel, och beskriv explicit restermen.

. Visa att Taylorutvecklingen &r entydig.

. Formulera och bevisa Taylors formel av andra ordning for funktioner 1 flera variabler (det riacker

med tva).

Hur definieras Hessian for f? Vilken dr sammankoppling med den kvadratiska formen associerad
med f?

Forelasning 12

. Definiera begreppen supremum och infimum f6r en reellvird funktion av flera variabler. Vad betyder

att en sddan funktion ar uppét (nedét) begransat.

Vad betyder for en reellvird funktion av flera variabler att har en lokal maximipunkt? Och en mi-
nimipunkt? Och en sadelpunkt? Vad &r en extrempunkt?

. Om f &r en partiellderiverbar funktion, vad &r en stationér punkt for f?

Formulera ett nédvindigt villkor for en differentierbar funktion att har en extrempunkt? Ar det ett
tillrackligt villkor?

Vad ar en kvadratisk form i n variabler? Hu definieras att vara positivt definit? Och negativt definit?
Positivt semi definit? Negativt semidefinit? Indefinit? (Kolla kap. 2.6, s. 101-110 i [PB2])
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6.

10.

3.

Visa att, om () dr positivt definit, géller det att det finns 6 > 0 sédan att for alla h € R™ \ {0}
Q(h) = 8|hf*.

Generalisera beviset av Lemma 1 i avsnitt 2.6 i [PB2].

. L&t f(z,y) vara av klass C® i en omgivning av origo, och antag att V f(0,0) = (0,0). Visa att om

den kvadratiska formen i Taylorutvecklingen av f i (0,0) &r positivt definit s& ar (0,0) ett lokalt
minimum.

LAt f(x,y) vara av klass C* i en omgivning av origo, och antag att V £(0,0) = (0, 0). Visa att om
den kvadratiska formen i Taylorutvecklingen av f i (0,0) &r negativt definit s& ar (0, 0) ett lokalt
maximum.

Lat f(x,y) vara av klass C® i en omgivning av origo, och antag att V £(0,0) = (0,0). Visa att om
den kvadratiska formen i Taylorutvecklingen av f i (0, 0) &r indefinit sd dr (0, 0) ett sadelpunkt.

Hur bestiams karaktir av en kvadratiska formen?

Forelasning 13

. Hur 16ser man en optimeringsproblem med bivillkor? Formulera satsen och bevisa det i dimension

2 med ett bivillkor. Notera att, att vara parallella, dr ekvivalent med att sdga att vektorerna &r linjart
beroende.

Lis ocksa Sats 2 for att se hur p bivillkoren hanteras.

I Sats 2 (som generaliserar Sats 1) i kursboken fas, att for p < n bivillkoren, vektorerna

vf(CL)v v.gl (a>7 ) v.gp(a)

maste vara linjart beroende.
I fallet dar p = n — 1, omformulera detta i termer av en determinant.

I en allmént fall, omformulera det i termer av rang av matrisen med (p + 1)-kolonner, och n rader

(Vf(a)|Vala)]|...| Vgp(a))

om vi antar att vektorerna
Vai(a), ..., Vg,(a)

ar linjirt oberoende.

Hur definieras Lagrangesfunktion.
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Forelasning 14

. Formulera satsen som garanterar att en kontinuerlig funktion definierad i en kompakt omréde antar

storsta och minsta varde. Var kan de antas?

Lat g : R?2 — R vara en kontinuerlig funktion och antag att

lim g¢(z) = +o0,

|x| =400
géller. Visa att varje nivdkurva av g utgor en kompakt méngd.

Lat g : R® — R vara en kontinuerlig funktion och antag att

lim g(z) = 400,

|| — 400
giller. Visa att for varje C' € R, médngden

{r eR": g(x)=C}
ar en kompakt méngd.

Lat D C R” vara en sluten obegriansad méangd. Lat f : D — R, &r vara en kontinuerlig funktion
sddan att lim,|_,; f(z) = +o00. Visa att det finns 2y € D siddan att inf,cp f(z) = f(x0).
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