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Nagra ord om matematiska utsagor

I den hér kursen kommer vi att fokusera, sirskilt under den férsta delen av kursen, pa de teoretiska
aspekterna av Matematisk Analys som ni har sett i kursen Matematik-I. Darfor behover vi behéarska
fundamentala teoretiska begrepp, och for detta behdver vi ldra oss att ga fran den intuitiva
uppfattningen av dessa, till de formella Matematiska definitionerna. I den sista sektionen av detta
dokument, har vi inkluderat en lista 6ver matematiska symboler och notationer som vi kommer att
anvanda i kursen.

Néar vi skriver en bok, en forskningsartikel eller kursanteckningar anvinder vi sillan formella logiska
uttryck i l6pande text. De kan kénnas tekniska och ibland svara att ldsa. Samtidigt 4r de ett mycket
hjalpsamt verktyg: de hjilper oss att uttrycka matematiska idéer kortfattat, exakt och utan risk for
missuppfattning. Darfér ar det bra att kédnna igen dem och forsta hur de fungerar, d&ven om vi inte
anviander dem hela tiden. I den har kursen kommer vi ibland att ta hjélp av sddana uttryck for att
forklara viktiga begrepp.

For att illustrera situationen, kommer vi att jobba med ett specifikt exempel som begreppet av
konvergenta talfoljder. For forklara begreppet pa ett intuitivt sétt, kan vi kanske skriva det som:

Intuitiv uppfattning. Vi séger att talféljden {a,}, konvergerar mot L da n gar mot
odndligheten om, a, ar godtyckligt néra L, for tillrdckligt stora n.

Matematiska definitioner méste vara precisa, och vi vill beskriva begreppet utan nagot mojligt
utrymme for missuppfattning. Idén att ndgot ar godtyckligt néra kan kvantifieras med avstandet
mellan elementen a,, och L, och vi kan tolka detta avstand som felet i approximationen av L med a,,.
Detta kan uttryckas som

|larn, — L,
och vi vill att detta ska vara mindre &n ett godtyckligt litet givet fel eller tolerans, som vi betecknar
med €.

Var intuitiva definition sdger att om n &r tillréckligt stort, sa kommer felet |a,, — L| alltid att vara
litet. Det betyder att, givet en tolerans € > 0, kan vi hitta ett index som &r tillrdckligt stort — 14t oss
kalla det w. Detta index beror pa den valda toleransen € (vi kan skriva detta som w = w(e) > 0, men
vi later beroendet vara underforstatt i notation, &ven om vi maste ha det i atanke). For alla naturliga
tal n som ligger efter detta w &r felet i approximationen av L med a, mindre &n var tolerans.

Matematiskt kan vi uttrycka detta mer koncist som:
Definition 1. Vi séger att talféljden {a,}, konvergerar mot L da n gar mot oandligheten

om, for varje € > 0, finns ett w > 0 saddant att avstandet mellan a, och L dr mindre &n ¢
for alla n € N med n > w.

eller

Definition 2. Vi séger att talféljden {a,},, konvergerar mot L da n gar mot oandligheten
om, for varje € > 0 finns ett tal w > 0 sddant att

la, — L| < ¢



VT26-MM5010
Salvador Rodriguez-Lopez v.260119

for alla n € N med n > w.

Med hjélp av kvantifikatorer kan vi skriva om det, pa en mer kompakt form som
Ve>03dw >0VneN(n>w=|a, — L| <¢)

Detta kan ldsas hogt som

Ve >0 Jw >0 Vn € N (nzw = ]an—L\<£)
For varje finns ett sddant om medfor avstaendet
e>0 tal w > 0 att  givet n>w det att mellan a,

ett god- och L éar
tyckligt mindre 4n
naturligt c

tal n

Ett exempel
Vi ska nu se hur definitionen anvénds i praktiken genom ett enkelt exempel. Betrakta f6ljden

ap = —,

1
n
som vi intuitivt ser uppfyller att

lim a, =0,
n—oo

men vi vill visa detta direkt ur definitionen.

For att gora det, fixerar vi forst ett godtyckligt € > 0. Enligt definitionen, behdver vi att hitta ett tal
w > 0 sadant att for alla n € N med n > w géller att |a, — 0| < e.

Observera att 1
la, — 0] = = < ¢,
n

vilket géller om, och endast om n > % Detta leder oss till att definiera, till exempel

dér, for ett givet x € R betecknar [z]| det minsta naturliga tal som uppfyller att z < [z]. Pa sa sitt
garanterar vi att for alla naturliga tal n med n > w, géller |a, — 0] < e. Om vi sammanfattar vad har
vi gjort:

For ett godtyckligt € > 0, finns ett w = EL sadan att for alla n € N med n > w géller att
la, — 0] < e.

Alltsa har vi formellt bevisat att {ay}, konvergerar mot 0 da n gar mot odndligheten.
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Figur 1: Hur koncis kan den logiska notationen vara? Bilden visas ett mynt till 4ra fér Stefan Banach

(diametern &r 27 mm). Dér finns ett pastaende om Banachs fixpunktsats och &ven idén bakom beviset.

Negation av ett Pastaende

Vi har sett hur man kan anvinda definitionen fér att bevisa att en talfoljd {a,},, konvergerar mot ett

gransvardet L da n — oco. Fragan &r nu hur man kan bevisa att ett talfoljd inte konvergerar mot L?

For att hantera den typen av fragor ar det mycket hjélpsamt att kunna skriva negationen av ett

pastdende. Om man har en tydlig bild av hur pastdendet uttrycks med logiska matematiska symboler

blir problemet enkelt, sa lange man foljer nagra grundlaggande regler. Dessa regler sammanfattas i

tabellen nedan.

Pastaende  Lasning Negation Lasning av negation
Ve € D P(z) Forallazi D géller P(x) Jx € D —P(z) Det finns ett z dar P(z) inte
géller

Jx € D P(x) Det finns ett x i D som uppfyller Vz € D -P(x) For alla x géller att P(x) ar falskt
P(x)

PAQ P och @ -PV-Q Inte P eller inte Q

PVvQ P eller Q -PA-Q Varken P eller )

P=Q Om P sa @ PA=Q P &r sant men @ ar falskt
P medfor Q

P& @ P om och endast om @ (PA-Q)V (-PAQ) Antingen P eller @ (men inte
P ar ekvivalent med Q bada)

-P Icke P -—P =P Negationen av negationen av P

ar P

Vi vill visa med ett exempel hur kan man skriva negationen av ett pastdende. Vi forsdtter med

definitionen av konvergens for en talfljd. Kom ihag att vi har visat att foljden {a,},, konvergerar mot

L om och endast om

Ve>03dw >0VneN(n>w=|a, — L| <¢)

(1)
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Vi vill skriva negationen av det pastaendet. For att géra processen tydligare, delar vi upp den utsagan
i flera mindre utsagor R(¢), Q(w,¢), P(n,w,¢€), som vi visar nedan:

Ve>03Jdw>0VneN(n>w=|a, — L| <¢) (2)

P(n,w,e)

Qw.e)
R(e)

Pa det sattet blir pastaendet ()
Ve > 0 R(e).

Negationen av definitionen av konvergens blir da, enligt tabellen,
Je > 0 —R(e).
Om vi nu omskriver =R(¢) med hjilp av tabellen, far vi
Je > 0Vw > 0 —Q(w,&).
Nésta steg ar att omskriva =Q(w, €), vilket ger
Je>0Vw >03In e N-P(n,w,e)

Notera att =P(n,w,e) blir
n > w och = (lay, — L| < ¢)

Negationen av pastaendet (|a, — L| < €) ar
lanp, — L| > e.
Slutligen far vi negationen av (W) &r
Je>0Vw >03In € N(n >w och |a, — L| >¢). (3)
Vi kan lésa det som
Det finns € > 0 sadant att for varje w > 0 finns det ett n € N med n > w och |a,, — L| > e.

Intuitivt kan vi tolka utsagan som:

Det finns ett positivt € > 0, sadant att for godtyckliga stora w, kan vi alltid hitta ett
tillracklig stort n > w sddant att avstaendet mellan a, och L &r minst €.

Ett exempel

Vi vill visa att foljden {a,},, = {1/n}, inte konvergerar mot 1. Fér att gora det behéver vi hitta ett
tal € > 0 som uppfyller (8). I det fall behover vi att

1
lan —1|=1— = >¢,
n
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géller. Vi noterar att for varje n > 3, géller

1 1>1 1—2>0
- 3 377

S

2

Darfor kan vi vilja € = 3

och notera att for varje w > 0, om vi later n = [w], sa géller

n>woch |a, —1]> - =e.

Wl o

Detta visar att villkoret i (8) ar uppfyllt, och ddrmed konvergerar f6ljden inte mot 1.

2.1 Ova med foljande pastaende
Formulera negationen av foljande begrepp fran kursen:
2.1 Gransvirde for en funktion i en punkt c. Vi siger att lim,_,. f(z) = L om
Ve >0,30 >0,Vz € Dy, (0< |z —c| <d = |f(x) — L| <e).
2.2 Gransvirde niar z gar mot oandligheten. Vi siger att lim, o f(x) = L om
Ve >0,dM > 0,Vx € Dy, (x > M = |f(x) — L| <e).
2.3 Oandligt gransvirde i en punkt . Vi sdger att lim, . f(x) = —oo om
VK >0,30 >0,Vr € Dy, (0< |z —¢c|<d = f(z) < —K).
2.4 Oandligt gransvirde vid oidndligheten. Vi siger att lim, ,~ f(z) = oo om:

VK >0,3M > 0,Vz € Dy, (x> M = f(z) > K).

2.5 Kontinuitet i en punkt c. Funktionen f ér kontinuerlig i punkten ¢ € Dy om

Ve > 0,30 > 0,Vz € Dy, (v —c| <0 = |f(x) — f(c)| <e).

v.260119

2.6 Likformig kontinuitet pd miangden D. Funktionen f &r likformigt kontinuerlig pA D om:

Ve > 0,30 > 0,V(z,y) e Dx D,(Jlr —y| <d = |f(z)— f(y)] <e).

Anmairkning

En mjuk introduktion, med fler detaljer och anpassad till kursen, ges i [LAT4]. Om ni vill ldsa mer om

negationer rekommenderar vi kapitel 4 i [VivI4] (sérskilt avsnitt 4.4 och 4.5).
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3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

Facit till uppgiften

Negation av gransvirde i en punkt c: lim,_,. f(z) # L om

Je>0,V6 > 0,3x € Dy, (0 < |z —c| <A |f(x) — L| > ¢).

Negation av gransviarde nir x — oo: limg, o f(2) # L om

Je > 0,VM > 0,3z € Dy, (x > M A|f(xz) — L| > ¢).

Negation av odndligt gransvirde (—oo) i en punkt c: lim, . f(x) # —oo om

dK >0,V6 > 0,3z € Df, (0 < |z —c| <A f(z) > —K).

Negation av oidndligt griansvirde (co) vid odndligheten: lim, ., f(z) # co om

dK > 0,YM > 0,3z € Dy, (x > M A f(z) < K).

Negation av kontinuitet i en punkt ¢ (Diskontinuitet): f ar inte kontinuerlig i ¢ € Dy om

de > 0,V6 > 0,3z € Dy, (|l —c| <o A|f(x) — f(c)] > e).
Negation av likformig kontinuitet pa mangden D: f ar inte likformigt kontinuerlig pa D

om

3¢ > 0,Y0 > 0,3(z,y) € Dx D, (lx —y| <O A[f(z) = f(y)] = €).
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En lista 6ver nagra vanliga symboler och notationer

Symbol Betydelse Exempel
€ Tillhor € [1,3]
¢ Tillhér inte 5¢(0,4)
N Miéngden av alla naturliga tal 3eN
Z Maéangden av alla heltal —2€Z
Q mangden av alla rationella tal % eQ
R Maéngden av alla reella tal V2 eR
C Méngden av alla komplexa tal 2+3eC
{z1,22} Maéngden med elementen x1 och x4 {1,4}
: Sadana att {$ a2 1}
(eller ¢’ {z : P(z)} Méangden av alla x sadana att pastaende P(x) (z ‘ 2 =1)
eller ;") ar sann B
U Tomma méngden {a: €ER:2% = —1} =
0
A ar en delméngd av B.
ACB get betyder att varje element i A 4r ocksa ett element i (1,2} C N
Om z € A m deor det att z € B
Unionen av
AUB %YIangden som 1nneh'aller alla 'element som finns i A men (1,2} U {2,3} =
aven alla som finns i B, men inga andra {1,2,3}
€ AUB & A ell €B o
%nltt av A oclr:lcé e
ANB Maéangden som innehéaller alla element som A och B har (1,2} (2,3} = {2}
gemensamt
ANB& x e AochxeB
D1 erens av A oc
A minus B
A\ B Méngden som innehaller alla element som finns i A men {1,2}\ {2,3} = {1}
intei B
re€A\B&xeAochz ¢ B
A Komplement till A
eller CA Mingden av element som inte tillhér mingden A {1,2} n{2,3} = {2}

recAlorgA
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Slutet intervall

b 1,4
2, 5] [a,b] = {z :a <z och x < b} 1,4]
Oppet intervall
b 0,1
(a,5) (a,b) ={x:a <z och z < b} (0.1)
oppet klot med centrum a och radie r
B, Bi(0) = (—1,1
(@) By(a) = {z: |z —a| <1} 1(0)=(=L1)
punkterat 6ppet klot med centrum a och radie r
B Bi(0) = B1(0) \ {0
r(a) By(a)={z:0< |z —a| <r} = Bi(a)\ {a} 1(0) = B1(0)\ {0}
v for alla/for varje/for godtycklig VeeR:22>0
3 det finns/existerar/for tillracklig JreR:z2=4
3! det finns en unik/existerar en unik JdrzeR:z—4=0

medfor att/ om ...sa 9
= . e ) . . r>1=22>1
P, = P betyder att om pastaende P; ar sann sa ar Ps

om och endast om
& P, & P betyder att om P; ar sann sa ar P, och om P; z=0<22=0
ar falsk sa ar P

n,m,k,i,5 Vi anvinder ofta sma bokstédver n,m,k, 7, j for naturliga tal Latn € N
eller heltal.

x,Yy,2,1r,8,t Vi anvinder vanligtvis sma bokstaver x,y, z,r, s,t for reella Givet z > 2
tal

> Anvénds for att ange hur ett element i en méangd avbildas pd x+—
ett element i en annan méngd
Funktion med definitionsméngden D till R.

f:D—=R Notera att kolontecknet anvdnds har for att ge f(zx) = z?

funktionen namnet f
{an}n, eller

{an}nZh

eller En (reellt) talfoljd. R
{an}o2, En funktion a : N — R, n — a, nin = \nin
eller

(an),,---
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Femte bokstaven i den grekiska alfabetet‘epsilon’
Det motsvaras av FE i det latinska alfabetet.
. Notation introducerades 1800 talet for att beteckna . — 0.00001
feluppskattning (“erreur”pa franska) i utdata.
Vi anvander det ofta for att beteckna positiva tal som

ar godtyckligt sma.
Grekiska bokstaven ‘delta’

Notationen anvénds for att beteckna feluppskattning i

) 0<d<e?
indata. Vi anvinder det ofta for att beteckna positiva
tal som ar tillrackligt sma.
Den sista bokstaven i den grekiska alfabet kallas for
‘oiega’ 5
w . . . " w =10
Vi anvander det ofta for att beteckna positiva tal som
ar tillrackligt stora.
00 Oéndlighet i allménhet, ofta antagen som positiv n — 0o
400 plus oéndlighet T — +00
—00 minus oéndlighet T — —00
gar mot
— . q R T —a
n — +oo lases n gar mot odndligheten
lim f(z) gransviarde da x — +o0 limy yoo £ =0
T—+00 x
lim a, gransvérde for féljden da n — oo lim — =0
n—o00 n—-+oo n
lim f(z) gransvarde for f dd z — a lim,_,gsinz =0
r—a
z— at gar mot a fran hoger z— 1t
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