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Uppgift 1

a) Lat n; = 10 beteckna antalet individer med j kopior av den genvariant
som antas vara riskférhojande for diabetes. Totala antalet patienter &r N =
ng + n1 + ne = 30. Lat vidare YJ vara medelvirdet av Y; for de patienter
som har j kopior av den aktuella genvarianten. Vi noterar att

= (np-0+m-1+n9-2)/30=1000+1+2)/30 =1,
Soi(zi—2)? = 10((=1)° +0% +1%) =20,
SN (2 —2)Y; = 10((-1)Yp. +0- V5. +1-¥3) = 10(12.0 — 10.5) = 15.

SRS

Det ger en minsta kvadrat-skattning

f_ 2ilwi—2)Y; 15
ﬂ—m—%—o.ﬂﬁ.

b) Vi har att

o? o?

Var(3) 2?21(%‘ =y 20"
c) Lat s; vara stickprovsstandardavvikelsen for alla indivder inom gruppen
med j kopior av genvarianten. Summan av kvadratavvikelserna (V; —Y;.)? for
individerna 4 i grupp j, ges av (10 — 1)3? = 95?. Den totala kvadratsumman
inom alla tre grupper blir

Kvs(Inom grupp) = 9(s7 + 53 + s3),

och denna variationskélla har (10—1)+4(10—1)+(10—1) = 27 frihetsgrader.
Det ger en skattning

¢ = Mkvs(Inom grupp)
Kvs(Inom grupp)/27
(s1+ 53 +3)/3

= (2.02+25%+3.0%)/3
= 6417
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av feltermsvariansen. Medelfelet for skattningen av 5 blir

— 52 41
d =/ Var(3) = ‘/;Lo - ,/62—07 — 0.5664.

d) Det foljer av a) och c) ovan att ett konfidensintervall av typ (a, co) med
konfidensgrad 97.5% ges av

(B — t0.025(27)d, 00) = (0.75 — 2.0518 - 0.5664, 00) = (—0.412, 00),

dér t9.025(27) = v/ Fo.05(1,27) fas ur tabell. Eftersom 0 ingar i detta intervall
kan vi inte pa nivan 2.5% forkasta nollhypotesen att den aktuella genvari-
anten inte har nagon riskférhojande effekt pa diabetes. Effekten &r for liten
for att vara signifikant for ett sa pass litet dataset med bara 30 patienter.

Uppgift 2

a) Antalet frihetsgrader for de tre variationskillorna &r 1 for Linjir reg-
ression (svarande mot skattning av en parameter, /3), vidare 5 — 2 = 3 for
Icke-linjéritet (5 parametrar i grundmodellen, en for respektive dos, av vil-
ka 2 skattas i den linéira hypotesmodellen), samt slutligen 27 (n; — 1) =
N —5=20—5 =15 for Inom stickprov.

b) Utgaende fran det beriiknade antalet frihetsgrader for Icke-linjéritet och
Inom stickprov i a), far vi en
Mkvs(Icke-linjéritet) Kvs(Icke-linjéritet) /3 35.5/3

F-kvot = = = = 3.86
Ve Mkvs(Inom stickprov) — Kvs(Inom stickprov)/15  46.0/15 ’

nér vi testar den linjara hypotesmodellen mot grundmodellen. Eftersom F-
kvoten Overstiger troskelvirdet Fpos(3,15) = 3.29 kan vi forkasta nollhy-
potesen att det inte finns nagot icke-linjért samband mellan dos av medicinen
och kreatinhalten, inom det givna intervallet av doser, pa signifikansnivan

5%.

c) Under den linjéra hypotesmodellen sa skattas vintevirdet p;; = FE(Y))
med R A A
/:L2]:(3[+,BZ:@+BJ}1]7 1:::[’,,,’E)’j:1,”"7%7

dér xz;; = . Vidare géller att

5
_ 1 1 . 3-143-248-34+3-44+3-5
x:NZ%’:NZl”N: 20 =3
2¥) 1=

och det centrerade interceptet a. = a + Z8 = o + 33 skattas med G, = Y.
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Vi far darfor att

Kvs(Linjér regression) =

1
o ®
NN
© M=
|N.
o S
hrcioe
+ |
w w
TN

Eftersom vi vet att 3 < 0 foljer att

F \/ Kvs(Linjar regression) 6.8
B 30 30

Uppgift 3

a) Forsoket kan skrivas som en multipel linjir regressionsmodell Y = Af0+e¢,
dir Y = (Y___,...,Y, )T innehaller alla responsvirden,

1 -1 -1 -1 1
1 1 -1 -1 -1
1 -1 1 -1 -1
1 1 1 -1 1
1 -1 -1 1 1
1 1 -1 1 -1
1 -1 1 1 -1
1 1 1 1

1

ar designmatrisen, vars kolumner svarar mot komponenterna i parameter-
vektorn 8 = (u, K,V,B,KV)T medan ¢ = (e___,...,e )" &r fel-
termsvektorn. Minsta kvadrat-skattningen 8 = (AAT)"1ATY = ATY /8
innehaller skattningar av alla fem parametrar. Vi uttnyttjade hir att design-

matrisen har ortogonala kolumner, dvs att AT A = 8T, déir I ér enhetsma-
trisen av ordning 5. For de fyra effektparametrarna far vi MK-skattningar

K = (<Y +Yy =Y 4 +Yiy =Y +Yi =Y 4y +Y4)/8
= 0.3375,,

Vo= (Y=Y Y Y Y Y Y Y )/8
—  0.5875,

B = (=Y =Y, Y Y Y Y+ Y Y )/8
—  0.4625,

KV = (Yoo =Y, =Y Yo +Y =Y =Y 4V )8

= —0.0375.

b) Kovariansmatrisen fér minsta kvadrat-skattningen 0 av 0 &r
2

Var(9) = 02(ATA)™ = ‘; Is.
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Det innebér att alla skattningarna i (1) &r oberoende och normalférdelade
med samma varians o2 /8.

c) Vi skattar o2 med hjilp av kvadratsumman for residualerna, vilken kan fas
genom att fran den totala kvadratsumman subtrahera bort de fyra kvadrat-
summorna svarande mot var och en av de skattade effektparametrarna. Med
hjdlp av ledningen och de utriknade skattningarna i a), far vi

Kvs(Residual) = Kvs(Total) — 8(K2+ V24 B2 + I/(T/Q)
= 5.529 — 8[0.33752 + 0.58752 + (—0.4625)% + (—0.0375)?]
= 0.134.

Vi har 8 observationer och 5 regressionsparametrar, dvs 8—5 = 3 frihetsgrad-
er for att skatta feltermsvariansen. Det ger en véntevardesriktig skattning

Kvs(Residual)  0.134

52 = Mkvs(Residual) =
o vs(Residual) 3 3

= 0.0447

av 2. Fran b) ser vi att medelfelet for komponent &k i parametervektorn,
dvs for 6, blir

— 52 [0.0447
d =/ Var(6y,) = \/% =\ = 0.omT.

Ett konfidensintervall med konfidensgrad 95% for 6, ges dérfor av
0y, % t0.025(3)d = 0, & 3.182 - 0.0747 = 0}, + 0.238,

déir tp.025(3) = /Foo5(1,3) kan fas ur tabell. Det betyder att @) &r sig-
nifikant pa nivan 5% om |0y > 0.238, eftersom dess konfidensintervall da
inte técker 6ver 0. Fran a) ser vi att skattningen av de tre huvudeffekterna &r
signifikanta, ddremot inte samspelet mellan kvéve och vatten (K'V'). De tidi-
gare standardnivaerna ger alltsa inte optimal tillvixthastighet for vixten.
Av de atta forsokspunkterna sa dr det (4, +,—) som ger den hogsta skat-
tningen av den forvéantade tillvixthastigheten hos vixten, dvs om méangden
kvéve och vatten 6kas, medan belysningsméngden sénks.

Uppgift 4

a) Minsta kvadratskattningen av A = ag — oy ar

Eftersom A = 2(Ys. — Y.) = —=2(Y1. — Y.), sa foljer att
Kvs(Tillsats av M) = Y7 2?21(571'- —Y.)?
= 6[(}71 — 17..)2 + (Ya. — Y.)?]
= 6(A?/4+4 A?/4))
= 3AZ
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Tillsammans med informatonen A > 0, sa ger det

A \/Kvs(Tillsats av M) _ 33 1049,

3 3
b) Eftersom vi har en tvasidig variansnalys utan replikat, och en additiv
modell, sa har variationskéllan Residual (2 — 1)(6 — 1) = 5 frihetsgrader.
Déarfor géller att

Kvs(Residual) 5.2

62 = Mkvs(Residual) = . =& =104

¢) Vi har att
Var(A) = Var(}__/g. -7)
Var|

= Var(éy. —£&1.)

= Var(é;.) + Var(é1.)
= 0%/6+0%/6

= o%/3.

Det ger ett medelfel

— 2 [1.04
d =/ Var(A) = \/% = \/TO = 0.589,

och ett konfidensintervall

(A —t0.025(5)d, A + to.025(5)d) = (1.049 —2.571 - 0.589,1.049 + 2.571 - 0.589)
= (—0.462,2.565),

for A med konfidensgrad 95%, dér tg.925(5) = v/ Fo.05(1,5) kan fas ur tabell.
Eftersom detta intervall innehaller 0 foljer att tillsatsen M inte har nagon
signifikant inverkan pa legeringens hallfasthet.

Uppgift 5

a) Modellen skrivs som Y = X0 + € pa matrisform, diar Y = (Y1,...,Yn)T
ar responsvektorn, X = (x1,x2) designmatrisen, med forsta kolumn x; =
(z11,...,715)7, andra kolumn @ = (291,...,2on)7, samt feltermsvektor
€= (61,.. .,EN)T

b) Vi infor beteckningarna s;; = :I:Z-Ta:j, Bj for minsta kvadrat-skattningen

av 3; i en modell dér bara kovariat j ingar, samt @ for minsta kvadrat-
skattningen av f; i modellen dér bada kovariaterna ingar. I regressionsmo-
dellen Y; = B1x1; + ¢; dér bara kovariat 1 ingar sa har 7 variansen

o? o?

Vi=Var(3)= —— = —.
' (51) Zf\; a3, sn
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I modellen med bada kovariaterna far vi kovariansmatrisen

—1
Var(BlyBQ) _ O_Q(XTX)—l — 02 ( 511 S12 )
S21 S22
for skattningen av de tva effektparametrarna. Eftersom so; = s12 sa kan vi
utnyttja ledningen, och ser att

var<51,32>:“2< 522 —812>. (2)

511822—8%2 —S12  S11

Fran forsta diagonalelementet i denna matris far vi

~ 0'2822 02

Vo = Var = = .
2 (51> 511522 — 8%2 811(1 — CQ)

Variationsinflationsfaktorn (VIF) anger hur mycket variansen av skattningen
av (p forstoras pa grund av att B2 maste skattas, dvs
Va 1
VIF=—+-=—-.
Vi 1—¢2
¢) Med hjilp av ledningen kan vi definiera forklaringsgraden for modellen
dér bara kovariat 1 ingar, som
N - N (3 %
B2 — Sic 2 Y (Brrn)?  Bisu
D S S
>im1Y; >im Y

, (3)

eftersom p; = E(Y;) skattas med B121;. Analogt fas att foklaringsgraden for
den modell dér bara kovariat 2 ingar, ar

53522

R: = . 4
2 YTY ( )
For modellen med bada kovariaterna har vi att j; = leli + Bgl‘gi. Det ger
en forklaringsgrad

Zf\; aZo Zi\il(ﬁliﬁli + Bota;)? _ 6%811 + 33822 + 201 Bas12

R? =
N T T
SN Y2 YTy Yy

(5)

Eftersom

B2 52232
sa kan téljaren i (5) skrivas om, som
(B1, Bo) XT X (B1, o) = (81151,822522(XTX)*~1(§1151,82252)T
= (s11B] + s2283 — 251281 32) /(1 — ¢?)
= (5110 + 52032 — 2¢y/ 8115%\/ $2063)/(1 — ¢?),
6

< b ) = (XTX)"'xTYy = (XTX)"! < s/ ) :
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dér vi i andra steget utnyttjade formen for (XTX)~11(2), och i sista steget
att $1 och By bada antogs vara positiva. Genom att sétta (6) i (5) ser vi att

R? = (s110% + 59203 — 2¢y/ 5115%\/ $2263)/[(1 = )Y TY] (7)
= (R?+ R2—2cRiRy)/(1 —¢c?),

dér vi i sista steget utnyttjade (3), (4) och att R; = Rjz.

d) Vi borjar med att anvinda (7) for att bestdmma korrelationskoefficienten
¢ mellan de tva forklarande variablerna. Vi skriver om (7) som en andra-
gradsekvation

2R1R;  R}+ R}

2 1 2

¢ — R% c+ e — 1,

som for de givna virdena pa R}, R3 och R? blir ¢ — 0.9897¢ = 0, med
rotter ¢; = 0 och ¢g = 0.9897. Eftersom vi vet att korrelationskoeflicienten
ar positiv foljer att ¢ = 0.9897. Fran deluppgift b) far vi sedan att VIF =
1/(1 —0,9897%) = 49.



