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Tillatna hjdlpmedel: Minirdknare och formelsamling delas ut vid tentamens-
tillfallet. Tabell 6ver F-kvantiler aterfinns nedan. Det géller dven att
Xb.05(1) ~ 3.8.

Resonemang skall vara tydliga och latta att folja. Varje korrekt och fullstandigt
16st uppgift ger 10 poéng. Foljande granser galler for betygen A-E:

A B C D E
45 40 35 30 25

Uppgift 1

Nagra statistiker ville studera sambandet mellan nattsémn och korttidsminne.
Totalt deltog 30 personer i undersokningen, dar minnesférmagan Y; hos per-
son i poangsattes utifran ett antal tester. Hér svarar ett varde pa Y; under
20, mellan 20 och 25, samt 6ver 25 mot ett daligt, medelgott respektive bra
korttidsminne. Varje deltagare fick &ven ange hur manga timmar z; han
eller hon sovit natten innan (avrundat till heltal). Forskarna stéllde upp en
enkel linjar regressionsmodell

Yi=a+f@i—1)+e, i=1,...,30, (1)

for minnesformagan hos deltagarna, dir 7 = 220, 2;/30 ér deras genomsnit-

tliga antal timmars nattsomn. Vidare antog statistikerna att feltermerna ¢;
ar oberoende och normalférdelade med vintevirde 0 och varians o2. Man
sammanfattade undersckningen genom att dela upp deltagarna i 5 grupper
beroende pa hur linge de sovit (z; lika for alla personer i samma grupp).
Resultatet framgar i foljande tabell
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Timmars

nattsomn | Antal | Medel
5) 4 19.0
6 6 22.0
7 10 24.0
8 6 25.5
9 4 26.5

Totalt 30

dér Medel for en viss rad anger medelvardet av alla Y; for personer med ett
visst antal timmars nattsomn.

a) Berdkna minsta kvadrat-skattningarna & och B av o och B. (Ledning:
Du kan utnyttja att 320, (2; — )2 = 44 och 30, (z; — 2)Y; = 81.) (3 p)

b) Bestdm den tvadimensionella fordelningen for (&, 5), uttryckt med hjélp
av a, 3 och o2. (2 p)
c) En variansanalystabell fran forsoket inneholl kvadratsumman for varia-

tionskéllan Residual (Kvs(Residual) = 550). Berdkna med hjilp av denna
information en vintevirdesriktig skattning av 2. (2 p)

d) Anvind a-c for att bestdmma ett 95% konfidensintervall for den forvéntade
minnesférmagan g = E(Y) hos en person som sov 6.5 timmar natten innan
undersokningen gjordes. (3p)

Uppgift 2

En grupp epidemiologier ville utréna hur rékning och graden av fysisk ak-
tivitet tillsammans paverkade syreupptagningsformagan. Man understkte
totalt 24 personer. Varje person fick ange hur ofta han eller hon rokte,
uppdelat pa tre nivaer (aldrig/ibland/varje dag), medan den fysiska ak-
tiviteten hade tva nivaer (lag och hog). Studien var balanserad satillvida
att 4 personer ingick i patientgruppen for varje nivakombination av rokning
och fysisk aktivitet.

a) Formulera en tvasidig variansanalysmodell dér bada faktorerna rékning
och fysisk aktivitet ar systematiska, och dar samspelet mellan dessa bada
faktorer ingar. (3p)

b) En variansanalystabell fran forsoket har foljande utseende:

Variationskalla | Kvs

Rokning 10.0
Fysisk aktivitet | 6.0
Samspel 5.5
Inom celler 19.5

Total 41.0
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Testa pa nivan 5% om det finns nagot signifikant samspel mellan hur rokning
och fysisk aktivitet tillsammans paverkar syreupptagningsformagan. (3 p)

c) Testa pa nivan 5% om rokning har en signifikant paverkan pa syreupp-
tagningsformagan. Variationskéllan samspel tas med for att skatta felter-
mernas varians eller ej, beroende pa om samspelet i deluppgift b) inte &r
eller &r signifikant. (4 p)

Uppgift 3

En forskargrupp undersokte utbytet vid en viss kemisk reaktion. Man
genomforde ett 23-forsok utan replikat, dir reaktionsutbytet studerades da
katalysatorkoncentration C, tryck P och temperatur T' varierades pa en lag
(-) och en hog (+) niva. Lat Yjj; beteckna reaktionsutbytet vid forsoket
da C, P och T valdes pa nivaerna i, j, k € {—,+}. Tabellerna nedan visar
var sitt fraktionellt 23~ 1-forsok, som bada utgér delar av det fullstindiga
23_forsoket.

CTP[T]| Vi CTP[T]| Yip
T -1-135 -] 25
-] 45 -] 75
- -1+ 65 -+ -] 45
+ |+ | +]105 + |+ |+ 1]105
a) Bestdm kopplingsschemat for respektive forsok. (3p)

b) Vi antar nu att alla interaktioner av ordning 2 och 3 mellan de tre
faktorerna kan forsummas, och ansétter en additiv modell

Yig=p+C-i+P-j+T k+ei,

dér p anger forsokens totala vintevirde, och C, P, T effekten av respektive
faktor. Feltermerna e ~ N(0,0%) antas vara oberoende. For vilket av
de tva fraktionella forstken ovan kan minsta kvadrat- skattningar av de tre
huvudeffekterna C, P, T beriknas? Berikna dessa skattningar C, P, T for
det forsok du valde. (3 p)

c) Lat
pig=p+C-i+P-j+T k

vara det forvantade reaktionsutbytet da de tre faktorerna ar pa niva 1, j, k.
Speciellt anger A = piy1+ — pu—__ hur mycket reaktionsutbytet andras
da alla tre faktorerna &ndras fran den laga till den hoga nivan. Berdkna
motsvarande skattning A, och dess varians Var(A), for det fraktionella
forsok du valde i deluppgift b). Gar det att skatta denna varians utifran
detta fraktionella forsok? (Ledning: A kan skrivas som en linjarkombination
av modellens regressionsparametrar @ = (p, C_’,P,T)T. Bestam kovarians-
matrisen for skattningen av 6.) (4p)
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Uppgift 4

Ett foretag genomfér en enkel bestdmning av personers genetiska hirkomst
fran tva regioner 1 och 2. Syftet &r att for varje person som ldmnat in ett
blodprov uppskatta proportionerna (31 och B2 av hans eller hennes DNA som
hérror fran respektive region, samt den resterande proportionen 1—/31 — s av
DNA som svarar mot ett ursprung fran andra regioner (=region 0). Metoden
gar ut pa att man hittat NV = 4 grupper av genvarianter som forekommer i
foljande kdnda proportioner pj; i region j for grupp i:

Region j

Gruppi| 0 |12
1 05010

2 051110

3 05|01

4 05|11

For en viss person bestams proportionen

Z; =0.5(1 — By — B2) + Bip1i + Pap2i + &, (2)

av genvarianterna i grupp ¢ = 1,2, 3,4 som forekommer i hans eller hennes
DNA-prov, diir &; ~ N(0,0?) antas vara oberoende feltermer. Hir kan alltsa
p1; och po; avlisas ur de tva hogra kolumnerna fran tabellen ovan. Genom
att inféra ;; = pj; — 0.5 och ¥; = Z; — 0.5 kan (2) skrivas som en multipel
linjar regressionsmodell

Y = fix1i + Paxo; + i, 1= 1,2,3,4, (3)

med tva forklarande variabler och utan intercept. Aven om 81 och S5 tolkas
om proportionen av harkomsten fran region 1 och 2, gors inga restriktioner
i (3) att dessa tva parametrar ska ligga mellan 0 och 1.

a) Kalle skickar in sitt DNA-prov till foretaget och far féljande proportioner
av genvarianterna uppmatta for de fyra grupperna:

Grupp i | Z;
1 0.23
2 0.41
3 0.62
4 0.74

Bestam minsta-kvadrat-skattningen (51, 32)7 av Kalles héirkomst. (Ledning:
Borja med att rdkna ut Y;, z1; och xg;.) (2 p)

b) Bestdm kovariansmatrisen for skattningen i a) och dérefter variansin-
flationsfaktorn VIF((;) for skattningen av graden av harkomst fran region

1. (4 p)
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c) Bestdm en tvadimensionell konfidensregion for 3 = (51, 32)” med konfi-
densgrad 0.95. (Ledning: Boérja med att skatta 0. Utnyttja att Z?:l Y2 =
0.153 kan delas upp i tre kvadratsummor, varav tva ges av Kvs(Region j) =
sz Sy a3, for j = 1,2 och den tredje ér residualernas kvadratsumma.) (4 p)

Uppgift 5
En multipel linjar regressionsmodell
Yi = a+pBi(z1i —%1) + ..+ Bn(Tmi — Tem) + & (@)
= Mi+E&

uttrycker sambandet mellan responsvariabeln Y; och de m forklarande vari-
ablerna 1;, . .., y,; for ett antal individer i = 1,..., N, dar z; = Zf\il xji/N
och g; ~ N(0,0?) &r oberoende feltermer. Man vill testa om en viss forklarande
variabel j har nagon effekt pa responsvariabeln genom att testa grundmod-
ellen (4) mot hypotesmodellen Hy : 8 = 0.

a) Lat R3 och R? vara forklaringsgraden for grund- respektive hypotesmod-

ellen. Definiera R?% och R? med hjilp av ji;, j1; och Y; for alla observationer
i, samt med Y = >, Y;/N. Hér &r

fii =&+ Bi(ry = T1) + ..+ B (@i — Tm)

skattningen av p; under grundmodellen baserat pa minsta kvadrat-skattningar
av interecept och effektparametrar, samt /i, motsvarande skattning av p; for
hypotesmodellen. (3p)

b) Skillnaden i forklaringsgrad mellan de tva modellerna, R — R3, &r
ett matt pa hur mycket battre grundmodellen anpassar sig till det givna
datasetet. Visa att R — R? kan uttryckas med hjilp av ji; — ﬁz och Y; for
alla observationer, samt med Y. (Ledning: Utyttja att vektorn f — ﬁ =
(f1; — ﬁi; i=1,...,N)T #r ortogonal mot det underrum som spinns upp av
hypotesmodellen.) (2 p)
c) Lat iji vara en uppskattning av x;; med hjilp av de ovriga m — 1
forklarande variablerna for observation i. Med andra ord sa betraktar man
xj; som stokastisk - en responsvariabel i en multipel regressionsmodell med
intercept och de Gvriga m — 1 forklarande variablerna som kovariater. I
denna modell &r &j; en skattning av E(z;;). Visa att

fui = Bj(wji — &) + fyy i=1,...,N.
Anviind sedan detta samband och deluppgift b) for att uttrycka R} — R?
med hjélp av minsta kvadrat-skattningen 3; av 3; for grundmodellen. (Led-

ning: Betrakta delrummmen av RV som spinns upp av hypotes- respektive
grundmodellerna. Utnyttja ortogonalitetsegenskaper hos vektorn x; —x; =

(xj1 —Zj1, ..., 2N — :Z‘jN)T, samt att 1 = A0, dar designmatrisen A har en
— _ _\T . .
kolumn x; — &; = (xj1 — Zj,..., %y — Zj)", och dir € &r minsta kvadrat-

skattningen av regressionsparametrarna for grundmodellen.) (5p)
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fi=1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
fo=1] 1614 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 236.8 238.9 240.5 241.9
2 185 190 192 192 193 193 194 194 194 194
3 10.1 9.6 9.3 9.1 9.0 8.9 8.9 8.8 8.8 8.8
4 7.7 6.9 6.6 6.4 6.3 6.2 6.1 6.0 6.0 6.0
) 6.6 5.8 5.4 5.2 5.1 5.0 4.9 4.8 4.8 4.7
6 6.0 5.1 4.8 4.5 4.4 4.3 4.2 4.1 4.1 4.1
7 5.6 4.7 4.3 4.1 4.0 3.9 3.8 3.7 3.7 3.6
8 5.3 4.5 4.1 3.8 3.7 3.6 3.5 3.4 3.4 3.3
9 5.1 4.3 3.9 3.6 3.5 3.4 3.3 3.2 3.2 3.1
10 5.0 4.1 3.7 3.5 3.3 3.2 3.1 3.1 3.0 3.0
11 4.8 4.0 3.6 3.4 3.2 3.1 3.0 2.9 2.9 2.9
12 4.7 3.9 3.5 3.3 3.1 3.0 2.9 2.8 2.8 2.8
13 4.7 3.8 3.4 3.2 3.0 2.9 2.8 2.8 2.7 2.7
14 4.6 3.7 3.3 3.1 3.0 2.8 2.8 2.7 2.6 2.6
15 4.5 3.7 3.3 3.1 2.9 2.8 2.7 2.6 2.6 2.5
16 4.5 3.6 3.2 3.0 2.9 2.7 2.7 2.6 2.5 2.5
17 4.5 3.6 3.2 3.0 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 24
18 4.4 3.6 3.2 2.9 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 2.4
19 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 2.5 24 24
20 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 24 2.4 2.3
21 4.3 3.5 3.1 2.8 2.7 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3
22 4.3 3.4 3.0 2.8 2.7 2.5 2.5 24 2.3 2.3
23 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3 2.3
24 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 24 24 2.3 2.3
25 4.2 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
26 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 24 2.3 2.3 2.2
27 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
28 4.2 3.3 2.9 2.7 2.6 24 24 2.3 2.2 2.2
29 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2
30 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2

Table 1: F-kvantiler Fy o5(f1, f2) avrundade till en decimals noggrannhet




