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Uppgift 1

a) Lat j = 1,2,3,4,5 beteckna gruppnummer, n; antal personer och }7]
medelviardet av Y; for alla personer i grupp j. Eftersom interceptet o &r
centrerat foljer att

6 = y=3gvipso
= (mY1 +n2Ys + n3Ys + ngYy +nsYs)/30
= (4-19.04+6-22.0+10-24.04+6-25.5+4-26.5)/30
= 23.57.

Med hjalp av ledningen far vi direkt att skattningen av lutningsparametern
B ges av )

B o= YEi(w—0)Yi/ T2 (w - 2)

= 81/40 = 1.841,

dar
= Z?gl /30
= (m-5+mn2-6+n3-7+ng-8+n5-9)/30
= (4-546-6+10-7+6-8+4-9)/30
= T

8l

b) Lat N = 30 vara antalet observationer. Skattningsvektorn (o},B)T ar
tvadimensionellt normalférdelad med vinteviirde (o, 3)T och kovariansma-

tris
(70 a2 ) = (70 )

c¢) Eftersom den enkla linjdra regressionsmodellen innehaller 2 parametrar
ar antalet frihetsgrader for variationskéllan Residual lika med 30 — 2 = 28.
Det ger en vintevardesriktig skattning

Kvs(Residual) 550

~92 .
= Mk )=—— = — =19.64
G vs(Residual) 5% 5% 9.6
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av variansparametern o?.

d) En person som sovit 6.5 timmar har en forvéintad minnesférmaga
p=a+(6.5-7)8=a—0.55.
Motsvarande skattning
fi=d&—0.53=2357—0.5-1.841 = 22.65

har variansen

o2 0.2502

PR f— 2
30 + 1 0.0390°.

Var(f1) = Var(@) + 0.25Var(3) =

Det ger ett medelfel

d = \/Var(f1) = v0.03962 = v/0.039 - 19.64 = 0.8753
for {1 och ett 95% konfidensintervall

(7 — t0.025(28)d, i + t0.025(28)d) = (22.65 — 2.0484 - 0.8753, 22.65 + 2.0484 - 0.8753)
= (20.85,24.44)

for p. (Har fas t-kvantilen ur tabell med F-férdelningens kvantiler genom

t0.025(28) = \/Fo.05(1, 28).)

Uppgift 2

a) Modellen kan skrivas som
Yije = p+ ai + B5 + vij + €ijis (1)

for syreupptagningsférmagan hos person k € {1,...,4} inom gruppen for
vilka rokning dr pa nivan i € {1,2,3} och den fysiska aktiviteten pa nivan
j € {1,2}. Vidare ar p det genomsnlittliga vintevirdet for alla grupper,
«; den systematiska effekten av rékning pa niva ¢, §; den den systematiska
effekten av fysisk aktivitet pa nivan j samt -;; samspelet mellan rékning och
fysisk aktivitet. For att undvika overparametrisering infor vi totalt 6 linjart
oberoende bivillkor » 7, a; = 2. 8; = >, vij = >_;vi; = 0 (varav 1 bivillkor
for a;, 1 for B; och 3+2-1=4 for v;;). Feltermerna ; ~ N(0,0?) antas vara
oberoende.

b) For att testa grundmodellen (1) mot hypotesmodellen

att det inte finns nagot samspel mellan rokning och fysisk aktivitet, bildar
vi

Mkvs(Samspel) ~ Kvs(Samspel)/2 ~ 5.5/2

F-kvot = = —
Ve Mkvs(Inom celler)  Kvs(Inom celler)/18  19.5/18

= 2.54.
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Har utnyttjade vi att variationskéllan Sampspel har (2 —1)(3 — 1) = 2
frihetsgrader, medan Inom celler har 3 - 2(4 — 1) = 18 frihetsgrader. Da F-
kvoten har en F'(2,18)-férdelning under Hy sa jamfor vi dess observerade
virde med

Fo.05(2,18) = 3.55.

Eftersom F-kvoten inte Gverstiger detta virde kan vi inte forkasta Hg pa
signifikansnivan 5%.

c¢) Eftersom samsplet i b) inte var signifikant sa antar vi en additiv modell
(=hypotesmodellen i b). Alltsa slar vi ihop de tva variationskillorna Samspel
och Inom celler till en ny variationskélla med 2+18=20 frihetsgrader. Vi
skattar sedan feltermernas varians enligt

52— Kvs(Samspel) + Kvs(Inom celler) _ 5.5+ 19.5 — 195,
2+ 18 20

Eftersom variationskéllan Rokning har 3-1=2 frihetsgrader far vi en

Kvs(Rokning)/2 ~ 10.0/2

Fkvot = _
vot 52 1.25

=4.0> F0.05(2, 20) = 3.48.

Saledes kan vi forkasta nollhypotesen att rékning inte har nagon effekt pa
syreupptagningsféormagan, pa nivan 5%.

Uppgift 3

a) Vi kompletterar teckenschemat for det forsta fraktionella forsoket med
kolumner fér enheten I och alla interaktioner av ordning 2 och 3:

I |C|P|T|CP|CT|PI|CPT

++1-1-1-717-1+1+
o I I e N S R R
e I B e e N R

|+l + |+ ]+ +

Genom att para ihop kolumnerna far vi kopplingsmonstret I = CPT, C' =
PT, P=CT, T=CP.

For det andra fraktionella forsoket gor vi pa motsvarande sitt. Utfyllnad av
teckentabellen ger

I[CTP|T|CP|CT|PT|CPT
+-1-1-1T+1+]+] -
-+ -]+ - -
-+ - -+ -+
+l+ ]+ + ]+ ]+ +

Genom att identifiera kolumnerna parvis ser vi att kopplingsmoénstret &r
I1=CT,C=T, P=CPT, CP = PT. Alternativt kan vi forst notera att
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C'T &r kopplad till enheten I, och sedan bestimma de andra tre kopplingarna
utifran det, t ex C = CI = C(CT) = C?T =T osv.

b) I det andra fraktionella forsoket &r en av kopplingarna P = T', sa dessa tva
huvudeffekter kan inte sirskiljas. For det andra fraktionella forsoket tillhor
de tre huvudeffekterna olika par av kopplade effekter. Varje huvudeffekt &r
alltsa kopplad till en interaktionseffekt. Eftersom alla interaktionseffekter
satts till 0 kan alla tre huvudeffekterna C, P och T skattas for detta forsok.

For att skatta huvudeffekterna for det forsta fraktionella forsoket infor vi
observationsvektorn Y = (Y, __,Y_, Y., Y., )T parametervektorn
0 = (1,C,P,T)T, och designmatrisen

1 1 -1 -1

1 -1 1 -1
A= 1 -1 -1 1]’

1 1 1 1

som fas genom att till det givna teckenschemat addera en kolumn med ettor
(svarande mot ). Man kan sedan anvéinda den allménna formeln

P 1

0=ATA)1ATY = ZATY
for minsta kvadrat-skattningen av 6. Efter lite rdkningar ser man att skat-
tningarna av de tre huvudeffekterna blir

= (Yo =Y =Y+ Y, y)/4=0.T5
(=Yi - +Y Y +Yi44)/4=125 (2)
= (—Y+__ — Y_+_ =+ Y__+ + Y+++)/4 = 2.25.

~ b'U> Q>
|

Alternativt kan man komma fram till (2) direkt genom att utga fran det
andra forsokets teckenschema, eftersom dess kolumner &r ortogonala.

¢) Vi borjar med att bestdmma kovariansmatrisen fér skattningen av pa-
rametervektorn 6. Den ges av

0.2

7—[47

Var(9) = 02(ATA)™! = i

dér I, ar identitetsmatrisen av ordning 4. Vidare har vi att

A = Kttt — B o
= (Ww+C+P+T)—(u—C—-P-T)

20C+P+T)

= cle,

dir ¢ = (0,2,2,2)7. Av detta foljer att

A=c"0=2(C+P+T)=2(0.75+1.25+2.25) = 8.5
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och A )

Var(A) = cl'Var(8)c
d%/4-ce
TR 3
= 0%/4-(0% +22+2%2+22)
= 302
Eftersom antalet regressionsparametrar k = 4 #r lika med antalet observa-
tioner N, blir alla residualer 0. Det finns dérfor inga frihetsgrader kvar att
skatta o2. Dirmed kan inte heller variansen i (3) skattas.

Uppgift 4

a) Den givna modellen (ekvation (3) i skrivningsbladet) kan skrivas pa ma-
trisform som Y = X3 + ¢, dar

Y Z1—05 —0.27
v_| Y2 |_| Z-05|_| -00

Y3 Z3—05 012 |’

Y, Zy—05 0.24

ar observationsvektorn,

T11 21 —0.5 —-0.5

_ | T2 w22 | _ 0.5 —-0.5
X = Tr13 T23 - —0.5 0.5
T14 T24 0.5 0.5

ar designmatrisen och € = (e1,€9,¢3,64)7 feltermsvektorn. Vi borjar med

att rédkna ut
g xTx — [ S0 si2 ) _ 10
S921 S92 0 1 )

Det ger en minsta-kvadratskattning

B\ | atvTv  wrw [ 0B(=Y1+Ya—Y3+Yy) \ [ 015
(AQ =S XY =XV = 05(—Y1 —Yo+Y3+Yy) )\ 036 )°

b) Kovariansmatrisen for 3 ges av

N 2.0
C =28 =7 :
ov(B) = o o
Variansinflationsfaktorn for Bl anger hur mycket variansen av skattningen
av (1 okar pa grund av att man &ven maste skatta [o. Eftersom variansen for
skattningen av B #r 02/s1; da (o dr kind, och 02(5'_1)11 da B9 dr okénd,
foljer att

VIR(G) = 25 n
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Variansinflationsfaktorn ar alltsa 1 eftersom de tva forklarande variablerna
x1 och xy dr ortogonala.

c) Vi borjar med att skatta feltermsvariansen. Eftersom residualerna har
N —2 = 4 — 2 = 2 frihetsgrader foljer av ledningen och de utridknade
skattningarna av 1 och 5y i a), att

62 = %E?Zl(yi — Biw1; — Powa;)?
4 52 4 52 4
i Y= B i w05 i 3731)
E?:l Y? - 3%811 - 33822)
= 3(0.153 — 0.152 — 0.36?)
= 45-107%

N|— N[

Lat p = E(Y) = X vara vantevirdesvektorn for observationerna. Varje
virde pa B = (1, B2)” kan testas som en nollhypotes, baserat pa en

I —pl?/2 _ 1 X(B-B)> _ (B-B)"S(B-B)

F-kvot =
62 262 262

Eftersom § = XTX = I, ér enhetsmatrisen av ordning 2, enligt a), sa
foljer att X X
(81— B1)? + (B2 — B2)?

2-4.5-10~% ’
Denna F-kvot har en F'(2,2)-fordelning under nollhypotesen. Det ger en
konfidensregion E med konfidensgrad 95% som bestar av alla virden pa
(B1, B2)T for vilka nollhypotesen inte forkastas, det vill siga de viirden pa
(B1, B2)T for vilka F-kvoten ovan inte 6verstiger Fyo5(2,2) = 19.0. Det ger

E = {(B1,8)7; (B1 — B1)> + (B — B2)> < 2-4.5-107* - 19.0}
= {(B1,82)7; (0.15 = B1)* + (0.36 — B2)* < 0.172}.

F-kvot =

Uppgift 5

a) Forklaringsgraderna fér grund- respektive hypotesmodellerna anger hur
stor andel av variationen i responsvariablerna Y; som fangas upp av fi; re-
spektive fi;. Det svarar mot Kvs(Regression)/Kvs(Total) for respektive mod-
ell, dvs

D> IR S I "
i (Yi-Y)2 Y =Y|?
och N o o N
2im(Yi—Y)? 1Y —Yi?
Vi inférde hiir observationsvektorn Y = (V1,...,Yy)? och vektorn ¥ =
Y,.... T som har identiska koordinater lika med skattningen av inter-

ceptet (dvs & =Y).
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b) Vektorerna fx och ﬁ ar projektioner av observationsvektorn Y ned pa de
delrum U}, och U; C U, av dimension kK = m + 1 och | = m som svarar mot
grund- respektive hypotesmodellerna. Déarfér kommer dven ﬁ vara projek-
tionen av fx ned pa hypotesrummet ;. Eftersom hypotesmodellen 1nnehaller
intercept sa giller Y € U; och diirmed ocksa p Y cu. Eftersom [— /,L ar
ortogonal mot alla element i i) sa &r f1 — ;L ortogonal mot ,u Y. Av detta
foljer att

o =Y =& — ) + (B =) = [l — pl* + & - Y]*.

Genom inséttning i (4)-(5) ger det i sin tur att

IS N N A~ N
w e M=l G = ) .
Iy =Y[? ¥ (vi-Y)?
c) Eftersom minsta kvadrat-skattningen av 6 ges av 0= (&, Bi,..., Bm)T =
Y, By, Bm)T, dir ; svarar mot kolumnen x; — &; i designmatrisen A,
J J J

sa foljer att

L=A0 =Y+ Bi(x; - &)= Bz, +v, (7)
=1

diar v € U;. Det beror pa att Z; och alla kolumner i A som inte svarar
mot kovariat j, tillhér hypotesrummet Z/ll Nu &r :fvj en projektion av x; ned
pa hypotesrummet 1. Saledes &r x; — :BJ, och didrmed #ven B]( xj)
ortogonal mot U;. Vi skriver om (7) som

o= B;(z; — ;) +w, (8)

dir w = v — Bj.%j € U, eftersom v € U; och :fvj € U;. Men eftersom
projektionen av fi ned pa hypotesrummet &r f, och §;(x; — ;) ar ortogonal
mot U, sa foljer att w = v i (8). Dérmed har vi visat att

fii = B (i — &50) + f
for i =1,..., N. Inséttning i (6) ger

B2 (i — %jz‘)zl
S (Y- )2

Hur mycket mer vi férklarar med hjélp av «; beror alltsa dels pa hur stor

R§— R} =

skattad effekt Bj denna variabel har och dels pa hur stor del av kovariatvek-
torn x; som inte forklaras av de 6vriga kovariaterna @1, ..., Tj—1, Tjy1, ..., Tm-



