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Uppgift 1

a) Minsta kvadrat-skattningarna av & och 3 ges av

= 3.Y;/25 = 48.0/25 = 1.92, )
S iz — 7)) 3, (xi — )% = 83.0/2800 = 0.0296. (

= Qv
|

b) Det forvintade priset pa den ldgenhet Lisa vill képa &r
p=EY)=a+(90—-z)8 =a+ 1085,

dér viisista ledet utnyttjade z = ), ;/25 = 2000/25 = 80. Detta vintevirde
skattas med
fi =&+ 108. 2)

Vidare &r Y oberoende av fi, eftersom Y inte ingar i skattningen av modellens
parametrar. Harur foljer att

Var(Y — i) = Var(Y)+ Var(ii)

02 4 Var(a) + 102Var(f)

02 +0%/25 4+ 10%02/ > (x; — 7)*
= 02(1+1/25+100/2800)

= 1.075702.

c¢) Antalet frihetsgrader for att skatta feltermernas varians dr 25-2=23. Av
detta foljer att

6 = \/Kvs(Residual) /23 = 1/0.30/23 = 0.1142. (3)

Vidare ar

f=da+108=1.92+10-0.0292 = 2.216.
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Eftersom 23562/0? ~ x2(23) dr oberoende av prediktionsfelet Y — fi ~
N(0,1.075702) sa foljer att

(Y — p)/V1.075702 Y — +23)
NI 1.0757 - 6

har en t-férdelning med 23 frihetsgrader. Ett 95% prediktionsintervall for Y
ar darfor

Iy = (ﬂ — t0_025(23)\/ 1.07576, b + t0_025(23)\/ 1.07575’)
= (2.216 — 2.0687 - v/1.0757 - 0.1142,2.216 + 2.0687 - +/1.0757 - 0.1142)
= (1, 971, 2.462)

=

Med andra ord kommer ldgenheten med 95% sannolikhet att séiljas for mellan
1.97 och 2.46 Mkr.

Uppgift 2

a) Lat Y = (Y7,...,Ya5)T vara observationsvektorn, 1 = (1,...,1)7 en
kolumnvektor av langd 25. Vidare later vi

Tl — %1 X211 — T2

T2 — X1 X2 — T2
X = . . = ($1,$2)

T1,25 — X1 T225 — T2

beteckna z-delen av designmatrisen, med centrerade kolumner x; och xs.
Pa matrisform skrivs den multipla linjira regressionsmodellen som

Y=al+XB+e,

dir B8 = (B1, f2)” innehaller de tva effektparametrarna och € = (g1, ..., 95)7
ar feltermsvektorn.

b) Lat Var(3;) och Varg(f1) ange variansen for skattningen av (8 under
den multipla linjédra regressionsmodellen, respektive den enkla linjara reg-
ressionsmodellen fran uppgift 1. Lat vidare s;; beteckna elementet i S fran
rad ¢ och kolumn j. Varationsinflationsfaktorn vid skattning av 3; ges av

VIF = Var(p1)/Vare(f1)
= o*(8 " )u/(o?sy))
= Silsu
= s11822/(s11822 — 539)
— 2800 -6.0/(2800 - 6.0 — 602)
— 1273,

dér vi i fjarde ledet utnyttjade formeln for att invertera en 2 x 2-matris.
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c) Lat

Hi =

(w15 — 1) + Bg(fﬂzz‘ — T3)
(w11 — Z1) + B2(22i — T2)
vara skattningen av y; = E(Y;) fér den multipla linjér regressionsmodellen,

diir vi i sista ledet utnyttjade att & = Y, som enligt uppgift 1 har virdet
1.92. Forklaringsgraden ges av

~ Qv

—i—ﬁil
+ B

R Kvs(Regression) > (ji; — Y)?
~ Kys(Total) > ,(V; —Y)?'

(4)
Lat ft = (i1, . .., fio5)” vara vektorn av skattade viintevirden for responsvari-
ablerna. Vi skriver om téljaren i (4) som

Kvs(Regression) = | —Y1|?

18121 + Bao|®

= [|X8]°

AT A

BSB .

Bisi1 + 261P2512 + 53522
0.022-2800+2-0.02-0.2-60 + 0.22-6.0
— 1.84,

dir vi i tredje ledet inforde B = (Bl, BQ)T och i fjirde ledet utnyttjade att
S = XTX. For namnaren i (4) utnyttjar vi uppgift 1 och skriver

Kvs(Total) = Kvs(Residual)uppg 1 + Kvs(Regression)uppg 1
0.30 + 323 (i — 7)?

= 0.30+0.02962 - 2800

= 2.7532.

Genom att bilda kvoten av de tva sista uttrycken far vi slutligen

1.84
2 _ —
R = 57530 — 0.668.

Uppgift 3

a) Lat Yjji, beteckna BMI for person | € {1,2} med nivan i € {1,2} pa
kostfaktorn, niva j € {1,2,3} pa livsstilsfaktorn och niva k € {1,2,3} pa
den genetiska faktorn. I en typ I variansanalysmodell skrivs BMI fér denna
person som

Yiji = p+ i + B + i + (af)ij + €kt

dér p ar det genomsnittliga vintevirdet for alla personer i undersékningen,
a; &r huvudeffekten for kost, §; &r huvudeffekten for livsstil, v, den genetiska
huvudeffekten, (/3);; samspelet mellan kost och livsstil samt €;;x; en felterm.
Det antas att feltermerna dr oberoende och normalfordelade med vintevéirde
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0 och varians o2. Fér att undvika 6verparametrisering s infors restriktioner
a1 +as =0,61+ B2+ P3=0, v+ 7 +v3 = 0 samt 4 linjért oberoende
restritioner »_,(afB);; = > ;(aB)i; = 0 (totalt 5 summor men endast 4 av
dem é&r linjirt oberoende).

b) Vi fyller ut variansanalystabellen genom att ange antal frihetsgrader och
medelkvadratsumman for varje variationskélla:

Variationskélla Kvs f Mkvs = Kvs/ f
Kost 6.0 2-1=1 6.0
Livsstil 12.0 3-1=2 6.0
Genetisk 5.0 3-1=2 2.5
Samspel Kost och Livsstil | 10.0 | (2-1)(3-1)=2 5.0
Residual 28.0 28 1.0
Totalt 61.0| N—-1=35

For att testa samspelet mellan kost- och livsstilsfaktorerna bildar vi

Mkvs(Samspel) 5.0
Fokevot = — 22— 5.0 > Foo5(2,28) = 3.340.
v Mkvs(Residual) 1.0 > Fo.05(2,28)

Nollhypotesen att det saknas samspel mellan kost och livsstil, vad géller
inverkan pa BMI, forkastas alltsa pa signifikansnivan 5%.

c) For att testa om den genetiska faktorn har nagon signifikant inverkan pa
BMI sa bildar vi

Mkvs(Genetisk) 2.5

F-kvot = = —
Ve Mkvs(Residual) 1.0

=25< F0.05(2, 28) = 3.340.

Nollhypotesen att den genetiska faktorn saknar inverkan pa BMI forkastas
alltsa inte pa nivan 5%.

Uppgift 4

a) Vi infor observationsvektorn Y = (Y7, Ys, Y3, Yy)? = (5.1, -5.2,1.2,-0.9)
for de fyra métningarna med balansvagen. De kan beskrivas med hjilp av
en allmén linjar modell

1 1 €1

- o -1 -1 91 €9
Y =A0+¢= 1 1 <92>+ ey
-1 1 €4

b) Minsta kvadrat-skattningen av modellparametrarna ges av

o [ 01\ 4T av-1 4Ty _ L ary [ 31
9‘(92>_(AA) AY =AY ={ 905 )



Linjara statistiska modeller, 23 oktober 2020 )

diir vi i tredje ledet utnyttjade att AT A = 415, dér I, ér enhetsmatrisen av
ordning 2. Kovariansmatrisen for skattningen av parametervektorn ges av

2 2
N 2 AT A1 _ 0 o 0" (10
Var(0) = oc°(A" A) _412_4<O 1>,

Det innebér att ; och f &r oberoende med Var(d;) = Var(fy) = 02/4.

¢) Vi kan utan inskrikning anta att Sten borjar med n métningar med
objekt 11skal A, medan skal B halls tom. D4 fas en skattning 61 av 61 som &r
medelviirdet av dessa n métningar, med Var(;) = 02 /n. Direfter utfor Sten
m méatningar med objekt 2 i skal A, medan skal B halls tom. Medelvéardet
av dessa mitningar ger en skattning 6y av 6 med Var(fs) = 02/m. Totalt
utfor alltsa Sten n 4+ m métningar. For fa samma varians som i Eriks forsok
sa kriavs n = m = 4, det vill sdga totalt 8 métningar.

d) Vi bérjar med att skatta feltermernas varians o2. Eftersom kvadratsum-
man for residualerna dr given sa foljer att

Kvs(Residual)  0.05
A2 _ _ —
- = = —472—0.025,

dér vi i andra steget utnyttjade att antalet modellparametrar &r k = 2 och
antalet observationer N = 4. Konfidensregionen for 8 = (61,62)7 ges av

E = {0=(01,02)7;(6 - 6)"(ATA)(6 — 6)/(k6?) < Foo5(k, N — k)}
= {6110 — 8% < Foos(2,2)5%/2}
= {0;(6 —3.1)% + (6 — 2.05)2 < 19.0 - 0.025/2}
= {0;(6 —3.1)% + (6 — 2.05)% < 0.2375},

déir vi i andra ledet utnyttjade att AT A = 4T,.

Uppgift 5

a) Vi kan skriva forsoket som en allmén linjar modell
Y = A0 + ¢,
med parametervektor 8 = (u, A, B,C, D, E)T, designmatris

-1 -1 -1 -1 1
1 1 -1 -1 1
1 -1 1 -1 -1

1 -1 -1
1 -1 -1 1 -1 |’

-1 1 -1 1 -1

-1 -1 1 1 1
1 1 1 1 1

—_ = e e e e e
—_
—_
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responsvektor Y = (11,16,18,14,18,12,21,26)” och feltermsvektor & =

(e.__ _4,...,e41+++)". Minsta kvadrat-skattningen av parametervektorn
ges av
17.0 i
2.5 A
0.0 B
_ (AT A1 AT ATy _ _ 0
06=(A"A)A'Y A'Y 9 75 o
2.25 D
1.5 E

b) Vi soker ett konfidensintervall for linjirkombinationen ¢ = A+ B + C +
D + E = ¢ av parametrarna, med ¢ = (0,1,1,1,1,1)7. Fran deluppgift
a) far skattningen

E=c"0=A+B+C+D+FE=25+00+275+225+15=9.0
av £. Vidare géller att

R 2 5 2

Var(§) = o?c(ATA) e = 08 cle= g .
Enligt uppgift #r 62 = Mkvs(Residual) = 0.5. Eftersom antalet frihetsgrader
for residualerna &r N — k = 8 — 6 = 2, dar NV = 8 &r antalet observationer

och k = 6 antalet parametrar, sa foljer att ett 95% konfidensintervall fér &

ges av
é: \/ 5&2750 025 é+ \/ 5&2750 025
90 \/ 4302790—1—\/ 43027

(6 595,11. 405

c) Eftersom antalet faktorer &r 5, s& har vi 2° = 32 effekter i den fullstéindiga
modellen, enheten I, 5 huvudeffekter, 10 samspel av ordning 2, 10 samspel
av ordning 3, 5 samspel av ordning 4 samt ett samspel av ordning 5. For
ett 2°72-forsok innebdr kopplingsméonstret att dessa effekter delas in i 8
grupper med fyra effekter i varje grupp, dér effekterna inom varje grupp inte
kan sérskiljas. Provning visar att fjdrde ordningens samspel, dvs ABCD,
ar kopplat till enheten, eftersom elementvis produkt av motsvarande fyra
kolumner i designmatrisen ger

-1 -1 -1 -1 1
1 1 -1 -1 1
1 -1 1 -1 1
-1 1 1 -1 1
ABCD = R 1= 1 =17
-1 1 -1 1 1
-1 -1 1 1 1
1 1 1 1 1
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Likasa &r ABE kopplat till enheten, eftersom

-1 -1 1 1
1 1 1 1
1 -1 -1 1
-1 1 -1 1

aBe=| [ L1l =L =
-1 1 -1 1
-1 -1 1 1
1 1 1 1

Av detta foljer att [ = I-1 = (ABCD)(ABE) = A?B2CDE = CDF ocksa
ar kopplat till enheten. Saledes har vi kopplingsmonstret

I =ABCD = ABE =CDE

for den grupp déar enheten ingar. I resterande sju grupper aterfinner vi hu-
vudeffekter och andra ordningens samspel enligt

AB = AB(ABCD)=CD = AB(ABE) = E,

AC = AC(ABCD) = BD,
AD = AD(ABCD) = BC,
AE = AE(ABE) =B,
BE = BE(ABE) = A,
CE = CE(CDE) =D,
DE = DE(CDE)=C,

Endast tva av dessa grupper saknar en huvudeffekt, och i dessa tva grupper
ingar andra ordningens samspel AC' = BD respektive AD = BC. Saledes
kan vi endast ta med tva samspel av ordning 2 i modellen; {AC, AD},
{AC,BC}, {BD,AD} eller {BD,BC}. Dock: Om vi tar med tva samspel
av ordning 2 far vi k = IV = 8 parametrar i modellen, sa att feltermsvari-
ansen inte kan skattas. Om man #ven vill kunna skatta feltermsvariansen
kan man déarfor hogst ta med ett samspel av ordning tva i modellen.



