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Uppgift 0

Skriv en forsdkran att du lost alla uppgifter sjalvstandigt. Detta kravs for
att tentan ska rattas.

(0 p)

Uppgift 1

Vid ett lakemedelsforetag har man utvecklat ett nytt vaccin som visat sig
ha biverkningar i form av en inflammation, som uppstar alldeles efter att
vaccinet injicerats. En grupp biostatistiker vid likemedelsforetaget har
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fatt i uppgift att uppskatta hur stor denna effekt a&r genom att bestdmma
snabbsdnkan CRP=Y (enhet: mg/L) hos individer som fatt dosen z mg
av vaccinet. Man underscker 20 personer i en blind studie dér deltagarna
slumpmassigt delas in i fem lika stora grupper, dar dosen 0, 1, 2, 3, och 4
mg ges till personerna i respektive grupp. Darefter stéller man upp en enkel
linjar regressionsmodell

for CRP hos individ 7 med dosen z; € {0,1,2,3,4}, och dir & = 322, x,/20
anger genomsnittlig dos. Vidare antas e; vara oberoende och N(0,c?)-

fordelade feltermer. Resultatet av undersdkningen sammanfattas i féljande
tabell:

T Antal ind. | Medel | Stvar
0 4 2.0 1.0
1 4 3.4 1.8
2 4 4.0 2.4
3 4 5.2 2.0
4 4 6.1 2.8
Total 20 20.7 10.0

Har anger Medel och Stvar stickprovsmedelvardet respektive stickprovsvar-
iansen av snabbsénkan i respektive grupp. Syftet med undersckningen ar
att uppskatta vardet pa 8, dvs hur starka biverkningar vaccinet har.

a) Berdkna minsta kvadrat-skattningen ,5’ av 3. (Ledning: Anvénd tabellen
for att forst berdkna relevanta summor med avseende pa individer ¢ =
1,...,20.) (3 p)
b) Beriikna Var(3), uttryckt i o2, (2 p)

c) For att skatta o2 vill man inte anvinda sig av residualkvadratsum-
man fran regressionsanalysen. Man formodar att regressionsmodellen (1)
ar nagot for enkel, sa att residualerna fangar upp ett icke-linjart samband
mellan FE(Y;) och x;. Istdllet anvinder man stickprovsvarianserna ovan for
att skatta 0. Beriikna denna skattning av o2 och anviind sedan b) for att
berékna medelfelet @(B)l/ 2 for skattningen av 3. (3p)

d) Berdkna ett tvasidigt konfidensintervall fér § med konfidensgrad 95%,
dér du anvénder medelfelet fran c¢). Har vaccinet nagon signifikant biverk-

ning? (2 p)

Uppgift 2

Kalle vill méta ldngderna 61, 03 och 5 pa tre pappersark (enhet: cm). Han
genomfor ett forsok med sex méatningar. I de tre forsta méatningarna lagger
han tva av pappersarken efter varandra pa bordsytan och méter totallangden
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(exempelvis 6 + 62). I de tre sista matningarna lagger han tva av pappers-
arken efter varandra pa bordsytan och det tredje arket ovanpa, och méter
skillnaden mellan den langa strackan med tva ark och den korta strickan
med ett ark (exempelvis méts 01 4+ 602 — 03 om ark 3 laggs 6verst). Métfelen i
alla métningar antas oberoende och normalférdelade med vantevérde 0 och
varians o2. Resultatet av Kalles forsok sammanfattas i nedanstaende tabell,
dér koefficienten for varje ark ar 1 om det ligger pa bordsytan och -1 om det
ligger pa ovanpa ett annat ark.

Métning || Ark 1 | Ark 2 | Ark 3 || Matresultat
1 1 1 0 57.4
2 1 0 1 58.4
3 0 1 1 58.4
4 -1 1 1 30.2
5 1 -1 1 28.7
6 1 1 -1 27.7

a) Stéall upp en allmén lanar modell for forsoket och berdkna sedan minsta
kvadrat-skattningarna 61, 2 och 5 av de tre arkens lingder. (4 p)
b) Lat 8 = (0y,62,03)" beteckna parametervektorn. Kalle vill testa noll-
hypotesen Hy : 61 = 05 = 03 att alla arken ar lika langa. Formulera denna
hypotes pa formen 8 = B\ for lampligt vald matris B och tal \. (2 p)
c) Man kan visa att Kvs(Residual) = 0.30. Anvénd denna information och
data fran tabellen ovan for att testa nollhypotesen fran b) pa nivan 5%
med ett F-test. (Ledning: Borja med att forst berdkna en minsta kvadrat-
skattning A av A under Hy med hjalp av designmatrisen C' f6r hypotesmod-
ellen (som &r en funktion av B samt designmatrisen A for grundmodellen)
Skattningen av p = A6 under grund- och hypotesmodellen ges av fi = A6
respektive 1 = C\.) (4 p)

Uppgift 3

I en fabrik framstéalls en viss typ av bla tapetvader. Man har upptéackt
att fargtonen skiljer sig at mellan olika serier, dels pa grund av varierande
tjocklek pa vaden och dels for att firgnyansen varierar i fargbadet som vaden
doppas i. For att avgora vilken inverkan dessa tva faktorer har anstélls en
statistiker. Hon genomfor ett forsok enligt en tvavags variansanalys typ 11,
med tjocklek och farg som slumpmaéssiga faktorer. Totalt framstélls fyra
olika tapetvader, med olika tjocklekar, som var och en doppas i tre olika
fargbad. For varje serie (kombination av tjocklek och fargbad) genomfors
tva métningar. Forsoket sammanfattas med modellen

Yijk = p+ a; + Bj +vij + €ijie,

for fargnyansen hos matning nummer & for serien med tjocklek ¢ och fargnyans
j. Har anger u = E(Yj;;) den genomsnittliga fargnyansen, medan {ai ¥,
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{B; }g-’zl, {vij}i,j och {€ijk }iji &r oberoende och normalférdelade stokastiska
variabler med viinteviirde 0 och varianser o2, 3 respektive 2.
a) Resultatet av variansanalysen sammanfattas i folande variansanalysta-

bell:

ag), o

Variationskalla | Kvs | f | Mkvs
Tjocklek 18.0
Farg 18.4
Samspel 7.2
Inom celler 6.0
Totalt 52.8

Fyll i de saknade uppgifterna i tabellen. Anvénd sedan (utan bevis) formler
for E[Mkvs(V')] for olika variationskéllor V' for att skatta de fyra varians-
komponenterna o2, a%, o2 och O'%. (5p)

b) Lat i = Y.. vara en skattning av ji. Ge ett uttryck for Var(ji) som
ar en linjarkombination av de olika varianskomponenterna. Anvind sedan

resultatet fran a) for att berdkna medelfelet \//z;r(ﬂ)l/ 2 for skattningen av
- (5 p)
Uppgift 4

Vid en ortopedklinik genomférs knéoperationer for patienter med artros.
Man vill underséka hur rehabiliteringstiden (dvs den tid i manader det tar
tills patienten kan ga sjilv efter operationen) varierar med storleken pa
knéprotesen (faktor S) samt méngden skruvar man anvénder for att fista
protesen (faktor M). For att fa svar pa denna fraga utfors ett 22-forsok med
tva replikat, ddr bada faktorerna varieras pa en lag niva - (svarande mot
-1) och en hog niva + (svarande mot 1). Rehabiliteringstiden for patient
k € {1,2} av de som har storlek pa nivan i € {—, +} och méngden skruvar
pa nivan j € {—, +} antas folja modellen

Yijg =p+ S i+ M-j+SM-ij+ ey,

dér feltermerna ;5 ~ N (0, o?) ar oberoende. Resultatet av undersokningen
framgar av foljande tabell:

S | M | Y1 | Yije

-1 - ]64] 6.0
+| - 180 |76
- |+ | 56 |58

+ |+ | 70| 72

a) Berdkna minsta kvadrat-skattningar S och M av de tva huvudeffek-
terna, samt SM av samspelseffekten, genom att forst bilda cellmedelvarden

Yij.. (3 p)
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b) Berdkna kvadratsumman inom celler och dérefter en vintevérdesriktig
skattning av 2. (3 p)
c) Bestim ett 95% konfidensintervall for den forvintade skillnaden 2M i
rehabiliteringstid, hos en patient med slumpmassigt vald protes ¢, mellan
tva scenarier dér ett storre respektive mindre antal skruvar (j = + och

j = —) anvands for att fista protesen. Ar huvudeffekten for denna faktor
signifikant? (4 p)
Uppgift 5
LatY = (Y1,...,Yn)T vara ett dataset som beskrivs av den allméinna linjira
modellen

Y = A8 +e, (2)
dir A & en N x k designmatris och € = (e1,...,ex)? en vektor med

oberoende och N (0, 0?)-fordelade feltermer.

a) Hattmatrisen H = (hij)%zl projicerar observationsvektorn Y ned pa
det delrum av RV som spénns upp av grundmodellen (2). Definiera H med
hjalp av designmatrisen A. (1p)
b) Lat e =Y — i = Y — AB vara residualvektorn, dér 6 ar minsta kvadrat-
skattningen av parametervektorn. Lat vidare

N
Kvs(Residual) = ||e||? = Z e?
i=1

vara residualkvadratsumman. Uttryck residualvektorn e som funktion av
hattmatrisen H och feltermsvektorn €. Anvéand detta for att bestamma
kovariansmatrisen Var(e) och sedan visa att

E[Kvs(Residual)] = (N — k)o>.

(Ledning: Du far utan bevis anvinda att >N | hy = k.) (4p)
c) Lat
Z =A0+¢€

vara ett nytt dataset med samma designmatris och parametervektor som
for Y, men med en ny feltermsvektor € = (eq,...,ex)? som #r oberoende
av feltermerna ¢; i det ursprungliga datamaterialet. Vidare antas ¢; vara
sinsemellan oberoende och N (0, 02)-fordelade. Anvind vektorn fi = A for
att prediktera Z och lat

N
Kvs(Prediktion) = | Z — a|*> = Y (Z; — ju;)*
=1
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vara kvadratsumman for prediktionsfelen. Uttryck prediktionsfelsvektorn
Z — [ med hjélp av H, € och €. Anvénd sedan detta for att visa att

E[Kvs(Prediktion)] = (N + k)o?. (3)

3 p)
d) Anta att vi inte har tillgang till Z och vill uppskatta det forvéntade
kvadratiska prediktionsfelet (3) med hjalp av det forsta datasetets residu-
alkvadratsumma Kvs(Residual). Eftersom residualkvadratsumman kommer
att underskatta prediktionsfelens kvadratsumma sa ansitter vi

Kvs(Prediktion) = Kvs(Residual) + C52, (4)
dar Kvs(Residual
52 = Mkvs(Residual) = VS(Ne“kua)

ar en skattning av feltermvariansen o2 med hjélp av det forsta datamateri-
alets kvadratsumma. Hur bor C véljas i (4) for att K\?S(Prediktion) ska vara
en vantevérdesriktig skattning av Kvs(Prediktion)? Ange kort vilken rele-
vans (4), med det valda vérdet pa C, kan ha som modellvalskriterium. (2 p)



Linjara statistiska modeller, 25 november 2020 7

fi=1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
fo=1] 1614 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 236.8 238.9 240.5 241.9
2 185 190 192 192 193 193 194 194 194 194
3 10.1 9.6 9.3 9.1 9.0 8.9 8.9 8.8 8.8 8.8
4 7.7 6.9 6.6 6.4 6.3 6.2 6.1 6.0 6.0 6.0
) 6.6 5.8 5.4 5.2 5.1 5.0 4.9 4.8 4.8 4.7
6 6.0 5.1 4.8 4.5 4.4 4.3 4.2 4.1 4.1 4.1
7 5.6 4.7 4.3 4.1 4.0 3.9 3.8 3.7 3.7 3.6
8 5.3 4.5 4.1 3.8 3.7 3.6 3.5 3.4 3.4 3.3
9 5.1 4.3 3.9 3.6 3.5 3.4 3.3 3.2 3.2 3.1
10 5.0 4.1 3.7 3.5 3.3 3.2 3.1 3.1 3.0 3.0
11 4.8 4.0 3.6 3.4 3.2 3.1 3.0 2.9 2.9 2.9
12 4.7 3.9 3.5 3.3 3.1 3.0 2.9 2.8 2.8 2.8
13 4.7 3.8 3.4 3.2 3.0 2.9 2.8 2.8 2.7 2.7
14 4.6 3.7 3.3 3.1 3.0 2.8 2.8 2.7 2.6 2.6
15 4.5 3.7 3.3 3.1 2.9 2.8 2.7 2.6 2.6 2.5
16 4.5 3.6 3.2 3.0 2.9 2.7 2.7 2.6 2.5 2.5
17 4.5 3.6 3.2 3.0 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 24
18 4.4 3.6 3.2 2.9 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 2.4
19 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 2.5 24 24
20 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 24 2.4 2.3
21 4.3 3.5 3.1 2.8 2.7 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3
22 4.3 3.4 3.0 2.8 2.7 2.5 2.5 24 2.3 2.3
23 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3 2.3
24 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 24 24 2.3 2.3
25 4.2 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
26 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 24 2.3 2.3 2.2
27 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
28 4.2 3.3 2.9 2.7 2.6 24 24 2.3 2.2 2.2
29 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2
30 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2

Table 1: F-kvantiler Fy o5(f1, f2) avrundade till en decimals noggrannhet




