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Uppgift 1

a) Lat Yj vara medelvirdet av Y; for de personer som fatt j mg av vaccinet.
Vi noterar att

I

= Y i /20 = 305 0 45/20 =31 j/5 =2,
SR (i — )2 = 43 (i —2)? =4-10,

Y (@i —a)Y; = 43 (- 2)Y;

40(-2)2+ (-1)34+0-4.0+1-52+2-6.1]

= 4-.10.0.

[\

Det ger en minsta kvadrat-skattning

Yl —2)Y; E?:o(j - 2)% _ 10.0 _

Si(wi—2)? Z?:o(j —9)2 10 1.0.

B =

b) Variansen for skattningen av effektparametern 5 ges av

o? o? o?

S NP L )

c) Lat s? vara stickprovsvariansen for den grupp av individer som far dosen
j mg av vaccinet. Summan av kvadratavvikelserna (V; —Y;.)? for individerna
i1 grupp j, ges av (4 — 1)5? = 35?. Genom att summera detta uttryck 6ver
alla fem grupper far vi den totala kvadratsumman

4
Kvs(Inom dos) = 3 Z 532-,
§=0
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for variationskéllan Inom dos, med 5(4 — 1) = 15 frihetsgrader. Det ger en
skattning
62 = Mkvs(Inom dos)
Kvs(Inom dos)/15
> i _03s2/15
Z?:o 5?/5
(1+1.8+24+20+238)/5
= 20

av feltermsvariansen. Medelfelet for skattningen av 3 blir

— 2 2.0
d=\/Var(B) = ‘/ZT) =/ = 0-2236.

d) Det foljer av a) och c¢) ovan att ett tvasidigt konfidensinterval for 8 med
konfidensgrad 95.0% ges av

(B — to.025(15)d, B + to.025(15)d) = (1.0 —2.1314-0.2236,1.0 + 2.1314 - 0.2236)
= (0.523,1.477),

dar t0.025(15) = \/Foo5(1,15) fas ur tabell. Eftersom 0 inte ingar i detta
intervall sa kan vi forkasta nollhypotesen 8 = 0 pa nivan 5.0%. Vaccinet har
alltsa signifikanta biverkningar.

Uppgift 2
a) Forsoket kan beskrivas med en allmén linjar modell
Y = A0 +¢,

Y = (Y1,...,Y)T = (57.4,58.4,58.4,30.2,28.7,27.7)7 #r observationsvek-
torn, 6 = (61, 0,03)" parametervektorn,

— = = O~
— === O
—_ = === O

designmatrisen samt € = (£1,...,c6)” en vektor av oberoende och N (0, o2)-
fordelade feltermer ¢;. Minsta kvadrat-skattningen av parametervektorn ges

av .
284 01

9:(ATA)’1ATY:%ATY: 200 | =1[ 6, |,
29.6 03
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dér vi i andra ledet utnyttjade att designmatrisen har ortogonala kolumner
med kvadratsumma 5 (dvs AT A = 5I3). I de tva sista leden anviindes

~

6hb = M+Yo-Yi+Y5+Ys)/5
— (5744 58.4 — 30.7 + 28.7 + 27.7)/5
= 284

for skattningen av langden av Ark 1, och motsvarande for lingderna av de
andra tva arken.

b) Nollhypotesen kan skrivas som Hy : 1 = 02 = 03 = A. Det svarar mot
sambandet

c) For att skatta A sa infor vi matrisen C = AB = (2,2,2,1,1,1)7 och
noterar att under nollhypotesen sa giiller Y = CA+e¢, dvs C ér designmatris
under Hy. Det ger minsta kvadrat-skattningen

. 1
A= (cTo)y ey = 75 (2Y1 425+ 2Y5 4 Vi + Y5 + ¥6) = 20.0.

Vi kan nu skatta g under grund- och hypotesmodellen som
o o= At? = (57.4,58.0,58.6,30.2,29.0,27.8)7,
i = CX=(58.0,58.0,58.0,29.0,29.0,29.0)T.
Kvadratsumman for differensen mellan dessa tva vektorer dr
e — fi|? = (—0.6)% + 02 4+ 0.6% + 1.22 + 02 + (—1.2)? = 3.60.

Eftersom vi har N = 6 observationer, grundmodellen har k£ = 3 parametrar
och hypotesmodellen | = 1 parameter far vi slutligen en

la—al?/G-1) 3602
Kvs(Residual)/(6 —3)  0.3/3

Vi kan alltsa pa nivan 5% forkasta nollhypotesen att arken har samman
langd.

F-kvot = =18 > Fy05(2,3) = 9.55.

Uppgift 3

a) Vi borjar med att fylla i antal frihetsgrader och medelkvadratsummor i
variansanalystabellen, plus en ny kolumn med uttryck for £(Mkvs).

Variationskélla | Kvs f Mkvs E(Mkvs)
Tjocklek 18.0 4-1=3 | 18.0/3=6.0 | 02 + 202 +2- 302
Firg 18.4 3-1=2 | 18.4/2=9.2 | 02 + 203 +2- 403
Samspel 7.2 (4-1)(3-1)=6 | 7.2/6 = 1.2 o?+ 202
Inom celler 6.0 4-32—-1)=12] 6.0/12=0.5 o2

Totalt 52.8 [ 4-3-2-1=23
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Genom att kombinera informationen fran de tva hogra kolumnerna far vi
véantevérdesriktiga skattningar

52 = Mkvs(Inom celler) = 0.5,

52 = [Mkvs(Samspel) — Mkvs(Inom celler)]/2 = (1.2 — 0.5)/2 = 0.35,
&g = [Mkvs(Tjocklek) — Mkvs(Samspel)]/6 = (6.0 — 1.2)/6 = 0.80,
A% = [Mkvs(Farg) — Mkvs(Samspel)]/8 = (9.2 — 1.2)/8 = 1.00

av de fyra varianskomponenterna.

b) Genom att utnyttja den givna definitionen av Y;j;, for en tvavigs vari-
ansanalysmodell typ II, och medelvirdesbilda over alla 24 observationer ¢jk
fas uttrycket

p=Y.=p+a+p6+7.+¢&. (1)
for totalmedelvardet av alla uppmaétta fargnyanser. Eftersom alla stokastiska
termer i (1) &r oberoende sa foljer att

Var(fr) = Var(a.) + Var(p.) + Var(7..) + Var(€...)
= oa/d+op/3+02/(4-3)+a2/(4-3-2).

Av detta foljer i sin tur att medelfelet ges av

d = \/&3/4+&6/3+&g/12+63/24
= /08/4+1.0/3+0.35/12 1 0.5/24
— 0.764.

Uppgift 4

a) Vi borjar med utoka den givna tabellen med en till kolumn, dér de fyra
cellmedelvirdena )7” = (Y1 + Yij2)/2 och totalmedelviirdet Y. anges.

S| M| Y | Yo | Vi
- - 6.4 | 6.0 | 6.2
+ | - 80 | 76 | 7.8
- |+ | 56 | 58 |57
+ |+ |70 | 72 |71
Medel 6.7

Minsta kvadrat-skattningar av de tva huvudeffekterna, och av samspels-
effekten, ges av

= (-Y__+Y, —-Y  +Y,,)/4=0.75,
= (=Y __ -V, +Y ,+Y,y)/4=-0.30, (2)
(—{-Y,f — Y+7 - Y7+ + Y++)/4 — —005

n
2z

Alternativt minsta kvadrat-skattas parametervektorn 8 = (u, S, M,SM)"

med hjilp av formeln 8 = (ATA)TATY  dar Y = (Y__,V,_,V_, YV, )7
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ar observationsvektorn for den reducerade modellen med cellmedelvarden,
och déar

1 -1 -1 1
1 1 -1 -1
A= 1 -1 1 -1
1 1 1 1

dr designmatrisen.

b) Vi har att

Kvs(Inom celler) = Zz,j[(Yijl —Yi;)% + (Yij1 — Yis)?
= 217](}/2]1 - Y;,j2)2/2

= [(6.4—6.0)2+(8.0—17.6)2+ (5.6 — 5.8)2 + (7.0 — 7.2)?] /2
0.2.

Eftersom antal frihetsgrader for variationskéllan Inom celler dr 2-2(2—1) =
4, sa foljer att

Kvs(Inom celler)

1 =0.05

62 = Mkvs(Inom celler) =

ar en vinteviirdesriktig skattning av feltermsvariansen o2.

c) Lat A :A2]\7[ vara den parameter vi scker konfidensintervall for. Det foljer
av (2) att A =2(—0.30) = —0.60 och

Var(A) = 22[Var(Y__) + Var(Y,_) + Var(Y_,) + Var(Y,, )] /42
4[4(c?/2)]/16

= 0o?/2.
Det ger ett medelfel d = 1/62/2 = ,/0.05/2 = 0.1581. Eftersom antalet
frihetsgrader for variationskillan Inom celler dr 4(2 — 1) = 4 far vi ett
konfidensintervall

In = (A —tooas(4)d, A+ tgo25(4)d)
= (*0.6 —2.7764 - 0.158,—0.6 + 2.7764 - 0.158)
(~1.039, ~0.161)

med téckningsgrad 0.95. Eftersom 0 inte tillhor detta intervall sa sénks re-
habiliteringstiden signifikant da fler skruvar anvénds for att fista protesen.

Uppgift 5
a) Hattmatrisen definieras enligt H = A(AT A)~1 AT,



[«
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b) Eftersom minsta kvadrat-skattningen av parametervektorn ges av 8 =
(AT A)~'ATY kan vi skriva om residualvektorn som

e = Y — Af

= Y -AATA)1ATY
Y -HY
(In-H)Y,
(In — H)(AO +¢€)
= (In— H)e,

dér vi i fjirde ledet inférde enhetsmatrisen Iy av ordning NV och i sjétte ledet
utnyttjade att HAO = A8, vilket foljer av definitionen av hattmatrisen.
Kovariansmatrisen for residualvektorn ges av

Var(e) = Var[Iy — H)e]= Iy — H)Var(e)(Iy — H)T 3)

= o)(In—-H)(Iy—-H)' =0%(Iy - H),
dér vi i tredje ledet utnyttjade att Var(e) = o2Ix och i fjirde ledet att
hattmatrisen &r idempotent (HH = H) och symmetrisk (H? = H).

Notera att diagonalelement i av (3) svarar mot identiteten Var(e;) = o2(1 —
hii). Eftersom E(e;) = 0 foljer av detta att

N
E[Kvs(Residual)] ZE ZVar e)=o Z(l — hi;) = 0*(N — k),
=1

dér vi 1 sista ledet utnyttjade Z Lhi = k.

c¢) Prediktionsfelsvektorn kan skrivas som
Z—-p=A0+e¢— HY =A0+¢e¢— H(AO +¢e)=¢€— He.
Dess kovariansmatris &r

Var(Z — ) = Var(e — He) = Var(e) + Var(He) (4)
= o?In+0’HH" =o*>(Iy + H),

dér vi andra ledet utnyttjade att feltermsvektorerna & och € &r oberoende,
i femte ledet att Var(e) = Var(e) = o*Iy och i sista ledet att HH' = H.
Genom att identifiera diagonalelementen i hoger- och vénsterleden av (4),
ser vi att
N N
E[Kvs(Prediktion)] = > E[(Zi — ui)?] = 0® Y _(1+ hig) = o*(N + k).
i=1 i=1

d) Den predikterade kvadratsumman #r véntevirdersriktig

E[Kvs(Prediktion)] = E[Kvs(Residual)] + CE(62)
= 0%(N —k)+ Co?
= o%(N+k)
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enligt resultatet i ¢), om C' = 2k. Anta att vi anvénder K\TS(Prediktion) for
att vélja mellan olika modeller, genom att minimera detta uttryck. Vi tolkar
C6? = 2k6? som en term som bestraffar modeller med manga parametrar k
for att undvika 6veranpassning, eftersom Kvs(Residual) dr mindre ju stérre
en modeller é&r.



