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1. Vi behover att 21z — 15 = 57y for heltal y, sa vi vill 16sa den diofantiska ekvationen
21x — 57y = 15. Vi forkortar med SGD(21,57) = 3 och far 7z — 19y = 5. Vi borjar med
Euklides algoritm:

19=2-7+5
7=1-542
5=2-24+1.

Vi kan nu 16sa hjilpekvationen 7z — 19y = 1 genom att kora Euklides algoritm bakldnges:
1=5-2.2=5-2-(7—-1-5)=3-5—-2.7=3-(19-2-7)—2-7=3-19—-8-7. Vi far
att (z,y) = (=8, —3) dr en partikuldrlosning till hjilpekvationen. Multipliceras denna med
5 fas en partikuldrlosning till var ekvation. Eftersom SGD(7,19) = 1 sd édr den allménna
l6sningen

{”E:_w“gk for k € 7.

y=—15+7k
Eftersom —40 = 17 (mod 19) &r 16sningarna x = 17 + 19k for k € Z.
Den andra kongruensen motsvarar den diofantiska ekvationen 21z — 57y = 5 som saknar

16sning eftersom vénsterledet dr delbart med 3, men inte hogerledet.

2. (a) Viskall 16sa 20 = 64. Ansitter vi 16sningen pa polir form z = re? fas r6e%%% = 64¢%%.
Vi behover alltsé r® = 64 och 66 = 2mn fér n € Z. Vilket ger r = 2 och 0 = Fn. Sétter
viinn =1,2,3,4,5,6 fis losningarna z = £2, och z = +1 + /3.

(b) Vi skall vélja 4 siffror, ddr den forsta (fran vénster) inte far vara 0, och den fjérde
maste tillhora {1,3,7,9}, sd det blir 4-9-10 - 10 = 3600 olika mdojligheter.
I andra fallet, om man véljer siffrorna i ordningen 4:e, 1:a, 2:a, 3:e ser vi att det blir
4-8-8-7=1792 olika mojligheter.

3. Lat A vara ekvationssystemets koefficientmatris. Vi far

a 1 -1 4-1 1 a 1

4 3 s —l0o 4-a 2 :‘3:“ 31’
3 a + 0 3—a a-—1 a a
—a

Na—=1) =238 —a)=—(a—2)(a—5)

1
det(4) = |1
1

=4

s& det(A) = 0 f6r a = 2 eller @ = 5. For dessa a kan ckvationssystemet har ingen eller
odndligt manga l6sningar. Vi underséker nu dessa fall ndrmre. For a = 2 fas utdkade
koefficientmatrisen

—_ = =

2 1|1
4 313
3 2|2

vilket ger ett 16sbart ekvationssystem

—~

t.ex. (z,y,2) = (0,0,1)). For a = 5 fas

-1 q-1 1 5 1]1 1 5 1|1
J+ ~(0 -1 2|2 -2 ~ [0 =1 2| 2
+ 0 -2 4|1 J + 0 0 0]-3
s& 10sning saknas. Svar: Ingen 16sning f6r a = 5, odndligt manga losningar for a = 2, och
unik 16sning for alla andra a.
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4.

(a)
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Kvadreras villkoren far vi |i@|? = 4, |@]? + 2@+ 0+ |0|*> = 7 samt |@|*> — 2@ -7+ |7]? = 19.

Detta ger direkt @ - o = —3 och |72 = 9, s& |] = 3 och den sékta vinkeln 6 fis av
cosf = \3”11)1\ =53 = —1, vilket ger § = 27/3.

Efter kvadratkomplettering far vi den normaliserade ekvationen

(o417 (-1

92 1

Fran detta ser vi direkt att medelpunkten ar (—1,1), halvaxeln i a-led ar 2, och
halvaxeln i y-led ar 1. Vidare, om storaxeln ar a (= 2), lillaxeln ar b (= 1), och
avstdndet fran medelpunkten till brannpunkterna ar c giller a® = b2 + ¢2. Vi far
dirmed att ¢ = v/3, s& brannpunkterna dr (—1 4+ +/3,1). Nu kan vi skissa grafen.

Loser vi ekvationssystemet med planets ekvationer far vi att L ges av (z,y,2) =
(3,—1,0) + ¢(2,-1,1), for t € R. Alltsa ar @Q = (3,—1,0) en punkt pad L, och @ =
(2,—1,1) en riktningsvektor. Vektorerna @ och v = QP = (—2,2,1) ligger i planet, sa
vi far en normalvektor genom

2 =2 €
N=uUxv=|—-1 2 & :—351—4524-263:(—3,—4,2).
1 1 &5

Planets ekvationen &r darfor —4(x —1) —3(y—1)+2(z—1) =0, dvs 3z +4y — 2z = 5.

Den niarmaste punkten R bestdms, genom ortogonal projektion pa linjen, av

07— prsp - Dy B (105 9)

|2 6 66 6

sa WB Oﬁ + Cﬁ% ger att punkten R = (f7 —7, —%).

Planets normalvektor &r 7 = (1,1, —1). Geometriskt ser vi att projektionen P(?) av
en vektor ¥ = (x,y, 2) ges av

<y

. rty—z
R

P(¥) = 7 — Proj(7) = 7 —

Detta ger S(7) = %(Qx —y+z,—x+2y+z,x+y+2z), fran vilket vi far att .S har

2 -1 1 1 0 0
matrisen A = % —1 2 1]. Speglingen S har matrisen B= |0 -1 0 |.Vi
1 1 2 0o 0 -1
2 -1 1
far att 7' = S o P har matrisen C' = BA = % 1 -2 -1
-1 -1 =2

Om en linjdr avbildning 7" &r en projektion kommer 7' o T = T, men matrisen C' for
var avbildning 7" uppfyller inte C? = C s& T kan inte vara en projektion.



