Losningar till tentamen

Algebra, Matematikl,
191204.

a) Vi borjar med att 16sa ekvationen 13z+
23y = 1 med Euklides algoritm:

23 = 1-13+10
13 = 1-10+3
10 = 3-3+1,

vilket ger 1 =10—3-3 = 10—3(13—10) =
4-10—3-13=4-(23-13)—3-13 =4-23—
7 -13. En l6sning till 13x 4+ 23y = 1 ges
darfor av xp = —7,yo = 4. Den allménna
16sningen blir darmed

{:

1465z0+ 23n,

1465y0— 13n,
r = —10255+ 23n,
y = 5860— 13n.

Villkoret z > 0 ger n > 10255/23 = 445, . ..

och pssgery >0 att n < 5860/13 =
450, ..., dvs vi far mojliga varden for n
da 446 < n < 450. Dessa fem vérden ger,
insatta i den allménna lésningen, foljande
mojliga 16sningar:

(95,10), (72, 23), (49, 36), (26, 49), (3, 62).

b) Om (z,y) ar en mdjlig heltalslosning
till 1322 + 23y? = 1465 s& maste tydligen
(z?,y?) vara en lsning till ekvationen i
a). Men den enda av de fem losningarna
dar som bestar av tva kvadrater pa heltal
ar (49,36) = (72,6%). (7,6) ér alltsa den
entydiga 16sningen i detta fall.

2. Att undersoka skarningsméangden till

planen &ar ekvivalent med att losa ekva-
tionssystemet

T +y +az = 1,
ar -3y +4z = =2,
20—y 44z = a.

Vi beradknar forst determinanten

1 1 a
a -3 4 |=-d+ 2a,
2 -1 4

med de tva nollstédllena 0 och 2. Dessa ar
de enda mojliga viardena pa a.

Fallet a = 2:

1 1 2 1
2 -3 4
2 -1 4 2

1 1 2 1

0 -5 0 | -4

0 -3 0 0
De understa tva ekvationerna &r uppen-
barligen motstridiga, vilket ger att det sak-

nas skarningspunkter i detta fall.
Fallet a = 0:

1 1 0 1
0 -3 4 -2 ~
2 -1 4 0

1 1 0 1

0 -3 4 | -2

0 -3 4 | =2
De understa tva ekvationerna ar identiska,
varfor den undre kan strykas. Om vi sétter
z = t sa foljer att y = %t—l—% och z =
,%t + % Skarningsmangden &r alltsa lin-
jen (z,y,2) = (%7 %?O) + t(_%» %7 1).
3.a) Varje sadan triangel bestams entydigt
genom att valja ut en delméngd med tre
element ur méngden av de tolv hornen.
Detta kan goras pa

(%)

b) Varje sddan liksidig triangel bestiams
entydigt av ett val av ett av de tolv hornen.
Men bland dessa val kommer tre att ge
samma triangel sa det finns sammanlagt
12/3 = 4 sddana trianglar.

©)

12! 12-11-10

=30 2.3 2

satt.
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Det finns fem olika typer av likbenta tri-
anglar som kan konstrueras pa detta sétt,
varav en typ ar den liksidiga (se figur).




Var och en av de icke-liksidiga typerna
forekommer i tolv olika varianter (som fas
genom att rotera motsvarande typ-triangel
ett tolftedels varv i taget). Den liksidiga
typen finns bara i fyra varianter (enligt b).
Sammanlagt far vi alltsa

4-1244 =052 satt.

4. Polynomet p(x) = z* — 922 + 1224 10
har nollstéllet z = 2 4 7 och dérmed &r
dven z = 2 —1 ett nollstédlle. Det foljer att

p(z) &r delbart med (z —2—14)(z—2+1i) =
2% — 4z + 5. Polynomdivision ger att

p(z) = (2° — 42+ 5)(2° + 42 + 2).

De sista tva nollstéllena erhalles genom
att losa andragradsekvationen z2 + 4z +
2 =0, vilket ger z = —2 4+ /2.

5. Speglingen S; i planet  +y = 0 upp-
fyller Si(es) = —ey.S1(ey) = —eq, Si(ez)
e, vilket ger matrisen

0 -1 0
-1 0 0
0 0 1
Speglingen S5 i planet y 4+ z = 0 uppfyller
Sa(ez) = ez, S2(ey) = —ez, 52(ex) = —ey

vilket ger matrisen

1 0 0
A=(0 0 -1
0 -1 0

Speglingen Ss i planet z = x uppfyller
Ss(ez) = —e..S3(ey) = ey, S3(e.) = —es
vilket ger matrisen

0o 0 -1
Az=10 1 0
-1 0 0

b) Den sammantagna effekten av de
tre speglingarna (i den givna ordningen)
ges av matrisen

A= A3AA; =
0 0 —-1y1 O 0 0 -1 0
o 1 o0oJo 0O —-1]-1 0 O
-1 0 0OANO -1 O 0 0 1

-1 0 O

=10 0 -1

Denna matris avbildar punkten (z,y,z)
enligt

-1 0 O T —
0 0 -1 yl=1-21,
0 1 O z y
dvs (z,y,z) avbildas pd (—z,—z,y). Vi
ser vidare att
-1 0 0\° /1 0 0
A2=(0 0 -1] =0 -1 o0 ],
0 1 0 0o 0 -1

som avbildar (z, y, z) avbildas pa (z, —y, —z).
Detta svarar mot en spegling i x-axeln.
6.a) Produktlagen for determinanter ger:

n

1 1 —on

0 2

1 (11 2 (1 3
(o) = 3):
3 (1 7 4 (1 15

A_<0 8), A_<0 16),...

. n (1 271
Vi gissar att A" = (0 on .

¢) Vi formulerar induktionshypotesen

W (1 2" =1
b= () 7).

och ska visa att P, ar en sann utsaga for
varje heltal n > 1.

det(A™) = (det(A))" = ’

b)

Bassteget: Detta ar trivialt uppfyllt efter-
som vi just har valt formeln sa att den ska
gélla for n = 1,2, 3,4.

Induktionssteget: Antag nu att P, ar ett
sant pastaende. Da géller att (VL)p41 =

A" = AA™ = [en] induktionsantagandet]
/1 1\ (1 2" -1

—\0 2/)\0 2"
1 @ =1 +2™\ (1 2"t -1\
0 22" —\o0 2ttt )T
(HL)n+1, dvs vi har visat att P,4i1 &r

sant. Enligt induktionsprincipen féljer nu
att P, ar sant for alla n > 1.

/Martin Tamm /191204



