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Inga hjilpmedel tillatna. Varje uppgift dr viard 5 poidng och 15 poing ger garanterat betyg E.
Motivera alla 16sningar noggrant.

1. Berdkna gransvirdena
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Losningsforslag: For att berdkna det forsta gransvdardet utnyttjar vi att standardgrinsvdrdet lim,_q
1 medfér att uttrycket sin(n?)/n? dr begrinsat for alla n. Eftersom lim,, oo n~=2 =0 far vi nu
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Vi behandlar sedan det andra grinsvidet. Notera att
ze®® = (14 2z + 222 + O(2?)) = = + 22% + 22° + O(z*)

och .
sine =z — 6% +O(x*).

Vi sdtter in detta ¢ grinsvdrdesberdkningen och erhdller
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2. Undersok extremvirden, konvexitetsegenskaper och asymptoter till funktionen

23 + 62

fe) =T

Skissera dven grafen till f.

Losningsforslag: Vi noterar att ndmnaren i f dr positiv for alla x, vilket innebdr att f dr éverallt
deriverbar och att lodrita asymptoter saknas. Vidare dr f en udda funktion, varfér det ricker att
underséka funktionens forlopp for positiva x och sedan utnyttja denna symmetri.

For att finna eventuella punkter ddir f'(x) = 0 deriverar vi forst,

) = (322 +6)(1 + %) — (2® + 62)  2*—32? +6
= (1+22)? Tt

och observerar direfter, exempelvis genom kvadratkomplettering, att polynomet x* —3x2+6 saknar reella
nollstillen. Dé f'(0) > 0 dr derivatan till f dverallt positiv. Vi drar slutsatsen att lokala extremudrden
saknas och att f dr vdzande.



Fiér att underséka konvezitet hos f berdknar vi funktionens andraderivat. Vi har
2 _ 3)
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Vi ser nu att f"(0) = f"(£v3) = 0 och att f"(x) < 0 for 0 < x < /3 medan f"(zx) > 0 for x > /3.
Sdledes dr f konkav pi 0 < x < /3 och konvex for x > /3 och pi grund av symmetri, konvex pd
—V3 <z <0 och konkav for x < —/3.

Slutligen bildar vi differensen

3 + 6z _x3+6:v—x—:1:3 5x

1422 = 1+ 22 T 1 a2

och drar fran detta slutsatsen att

lim (f(2) - 2) =

rz—+o0

vilket betyder att y = x dr en sned asymptot.
. Bestdm volymen av den rotationskropp som erhalles da kurvan
y=x+x2, 0<x <4,

far rotera runt z-axeln.

Losningsforslag: Vi anvdnder skivformeln for rotationsvolymer och erhdller integralen
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Vi har nu
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vilket ar lika med W = % Den sokta volymen dr alltsé lika med 5312/157.

. Bestdm storsta och minsta vardet till funktionen

f(z,y) = ley[ =1
pa cirkelskivan
{(z,y) € R?: 2? 49 < 4}
och ange samtliga punkter dar dessa virden antas.
Losningsforslag:

Vi noterar att grafen till f dr symmetrisk med avseende pd spegling i bade x-azeln och y-azxeln, vilket
betyder att det ricker att underséka forsta kvadranten. Stérsta och minsta virden antas i stationdra
punkter, punkter dir [ ej ar deriverbar eller i randpunkter.

Fér x>0 och y >0 har vi

vilka bdada dr nollskilda for positiva vdrden pd x och y.

Daremot ar f ej deriverbar ndr x = 0 eller y = 0. Vi har hdar f(0,y) = f(x,0) = —1, vilket uppenbar-
ligen ar minsta vdrde for f.

Vi underséker nu randen till cirkelskivan i forsta kvadranten. Hdr kan vi parametrisera med hjilp av
x(t) = 2cost och y(t) = 2sint, 0 <t < 7/2. Vi ser att

f(z(t),y(t)) =4costsint —1 =2-2sintcost — 1 = 2sin(2¢) — 1.
Vi ser genast att f(x(t),y(t)) mazimeras for 0 <t <7w/2 av f(r/4,7/4)=2—-1=1.

Sdledes dr 1 storsta vdrde till f medan —1 dr funktionens minsta vdrde.



5. Berdkna dubbelintegralen
// xex2e_%dxdy
D

D={(z,y) eR*: 0 <z <4, —2* <y<2?}

dar

Losningsforslag:
Vi berdknar dubbelintegralen medelst upprepad integration,
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Vi har

Insdttning ger vidare att
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Vidare gdller enligt kedjeregeln att (e%)’ =3zez och (eé)' =3e
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6. Bestdm den 16sning till differentialekvationen
y' +y -2y =1

som uppfyller y(0) = —1 och y'(0) = 0.

Losningsforslag: Betrakta forst den homogena differentialekvationen
y' +y —2y=0.

Vi ansdtter y(x) = €"* och erhdller efter insdattning i differentialekvationen den karaktdristiska ekva-

tionen
rP4r—2=0
vilken har rotterna r1 = —2 och ro = 1. Ddrmed ges losningen till den homogena ekvationen av
yn(z) = Cre 2 + Coe®.
Nu soker vi en partikuliriosning. Genom att sdtta in ansatsen y, = A i ekvationen far vi att y, = —1/2.

Vi har sdiledes den allmdnna lésningen

1
y(z) = yn(z) + yp(x) = Cle_h + Che® — 5

Villkoret y(0) = —1 ger att C1 + C2 = 1/2 medan y'(0) = 0 ger att —2C1 + C2 = 0. Vi loser detta
ekvationssystem och far till slut
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