MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i

STOCKHOLMS UNIVERSITET Matematik I, Analys,
Avd. Matematik Problemlésning, 7.5 hp,
Examinator: Alan Sola 23 maj 2019.

Tillatna hjalpmedel: inga. Samtliga svar mdaste motiveras noggrant. 15 podng ger sikert minst
betyget E.

1. a) Beriikna foljande gransvérde:
2?2+ 3z—4
z—1 x2—1 '

Losning: Faktorisera:

(x—1)(xz+1) z+1 2

Alternativt byt koordinat till ¢ = x — 1 och fa ett gridnsvirde dér t — 0, som I6ses med att
identifiera dominerande faktor.

(x—1)(x+4) x+4_> 5

b) Berikna foljande gransvirde:
1
Jim 2+ 1)
=0  sinx

Losning: Med standardgréansvéirden:

1 1 1 1
n(a.6+):n(a:+).x 11—
sin r  sinz

Med Maclaurin: (x + O(22))/(z + O(z3)) = (1 + O(x))/(1 + O(z?)) — 1. L'Hopital kan ocksa
anvindas.

2. a) Nér man byter fran rektangulira koordinater (z,y) i planet till poldra koordinater (r,#) sa
skall dz dy i en dubbelintegral ersdttas med vad da? 1p

Losning: r dr df. Ingen motivering krévs.

b) Lat D = {(z,y) € R? |y >0, 1 < 2% + y? < 4}. Beriikna

// In(z? 4 4?) dx dy.
D

Losning: Byt till polira koordinater. Nytt omrade D = {(,0) | 1 <7 <2, 0< 60 <7}. Vi far

2
// In(r?)r dr df = 7T/ 2rlnrdr.
D 1

Primitiv hittas ldttast med partiell integration. Vi far
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3. Rita grafen till funktionen
3
f(x) =2+ — +4arctanz.
x

Undersok speciellt stationdra punkter, extremvirden, och asymptoter. Ange dven funktionens
vardeméngd. (Forsdkra dig om att du utreder allt som problemformuleringen efterfragar!) 6p

Loésning: Funktionen dr definierad i « = 0, dér den har en lodrét asymptot; lim,_,o+ f(x) = £o0.
De sneda asymptoterna y = x &+ 27 dd x — doo foljer av lim,_, 4 arctanx = £7/2.

Derivatan ar

3 4 zt 4+ 222 -3
/ =1 = = .
fz) x? +3!:2—1—1 x2(z?2 +1)

Téljaren kan faktoriseras till 22 — 1)(2? +3) = (z + 1)(x — 1)(2? + 3) s& enda stationiira punkterna
ar z = £1. Den faktoriserade presentationen av f’(x) gor det enkelt att gora en teckentabell, och
dra slutsatsen att f(—1) = —4 — 7 &r ett lokalt max, samt att f(1) =4 + 7 &r ett lokalt min.
Vérdeméangden dr {y e R | |[y| > 4+ 7}.

[Bifoga grafskiss hér.|

4. Bestim storsta och minsta virde till funktionen f(z,y) = 22 — y? i omradet D = {(z,y) € R? |
0<z<3,—x<y<xz} Angei vilka punkter dessa virden antas. 5p

Losning: Omrédet &r en triangel. Randen har tre komponenter, med respektive randrestriktion av

f(z,y):
Li: z€(0,3],y=—z, g1(z) = 0;
Ly: 2=3,y€[-3,3], 92(y) =9 — y%;
Lsy: z€][0,3],y =z, g3(x) = 0.

Viser att f(x,y) dr 0 pad L1 och Lg (sérskilt i de tre hornen av D) och att vi har ett lokalt maxvérde
f(3,0) =9 (= g2(0)) pa Lo.

De partiella derivatorna 0f/0x = 2z och 0f /0y = —2y &r bada definierade verallt, sd singulira
punkter saknas.

Den enda stationdra punkten dr origo, men den ligger ej i det inre av omradet.

Maxvérde dr 9 = f(3,0). Minsta virde ar 0 och det antas konstant p& randkomponenterna L; och
Ls.

5. Berikna den rotationsvolym som uppstar da funktionsgrafen

Y= 1 62 <z < e4
Valnz’ -
far rotera runt z-axeln. Svaret skall forenklas s langt som mdjligt. 4p

Losning: Enligt formel skall vi berdkna

64 1
V:ﬂ'/ dx.
2 rlnz

Satt u = Inx. Variabelbytet &r inverterbart med invers z = e pa hela integrationsintervallet. Vi
far

‘du

2 U

V=mn

:ﬂ[lnu]; :ﬂln% =7ln2.



6. a) Bestdm en 10sning x(¢) till
" — 22 +5x = —t
som uppfyller villkoren x(0) = 0 och 2/(0) = 0. 3p

Losning: Karaktiristiska polynomet r2 — 2r + 5 = (r — 1)? + 4 har komplexkonjugerade rétter
r =14 2i. Allm&n homogen 16sning &r darfor

zp(t) = e'(Acos(2t) + Bsin(2t)), A,B€R.

Ansitt som partikuldrlésning x,(t) = a+ bt, med konstanter a och b. Inséttning i diffekvationen
ger —2b+ 5(a + bt) = —t, vilket fordrar b = —1/5 och @ = —2/25. Vi har nu en allmén 16sning

2 1
z(t) = o5 gt + €' (Acos2t + Bsin2t).

Villkoret z(0) = 0 sager —2/25 4+ A =0, s& A = 2/25. Derivatan &r
1
7' (t) = —x + €' (Acos2t + Bsin2t) + e’ (—2Asin 2t + 2B cos 2t).

Insdttning t = 0 ger
1
2'(0) = £+ A+2B.

Villkoret z/(0) = 0 séiger alltsé B = —3/50. Slutlig 16sning &r

x(t) = —% - %t + et<225 cos 2t + 5% sin2t>.

b) En kula med massan 50 kg skjuts rakt upp med en initial hastighet pa 98 m/s. Antag att
luftmotstéandet vid tiden ¢ p& kulan &r 5v(t), dér v(t) betecknar kulans hastighet. Antag
vidare att gravitationskonstanten g = 9.8 m/s%. Efter hur manga sekunder nar kulan sin
hogsta punkt? Komplettera ditt exakta svar med ett ndrmevirde. (Newton tipsar: Kulans
rorelse uppfyller lagen mv'(t) = F(t), dar F(¢) &r den totala kraften pa kulan.) 3p

Losning: Newtons tips later oss stélla upp differentialekvationen mv’ = —5v — 9.8m, eller
v + 2y =9.8. 1 givna siffror:

1
"+ —v=-98.
v —|—10v

Till denna ekvation har vi initialvillkoret v(0) = 98. Ekvationen 16ses med integrerande faktor:
’U(t) = e—t/IO/et/IO(_9.8> dt = e—t/l()(_98et/10 + C) — Ce_t/lo _ 08,

Villkoret v(0) = 98 ger oss C' = 196. Kulan nar som hogst i 6gonblicket just d& den vénder, dvs
da hastigheten #r noll: v(t) = 0 &r ekvationen 196e~*/19 — 98 = 0, eller e~/10 = 1/2, vilket #r
ekvivalent med €/10 = 2, dvs t = 10In2. Nirmevirdet In2 ~ 7/10 ger ¢t ~ 7, dvs att kulan nar
sin hogsta punkt efter ungefir sju sekunder.



