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Inga hjilpmedel tillatna. Varje uppgift dr viard 5 poidng och 15 poing ger garanterat betyg E.
Motivera alla 16sningar noggrant.

1. Berdkna gransvirdena
In(1 + 222%) — 222

@) ilgb 3zt
b lim (22 4+ x)sinz
T—00 1‘3 + 1
och
r— %)sinz
c) lim %
z—=Z r2 — %
Losningsforslag:

a) Vi anvinder standardutveckligen
t2
In(l1+t)=t— 7+ o)
for att fa
In(1 + 22%) = 22 — 22* + O(2°).

Insatt i gransvdrdet ger oss detta

In(1 + 222) — 222 —2z 6 2
lim n(l+22°) < = lim < +O(m):_7.

z—0 3x4 z—0 3t 3

b) Funktionen f(x) = sinx uppfyller som bekant |f(x)| <1 for alla x € R. Vi har alltsd

(2% + z)sing| 2>+ 141

3 + 1| T4+l o+ L

for x > 0. Uttrycket till hoger gar mot noll nir x — oo, vilket i sin tur medfor att

2 .
lim (z* 4+ x)sinz

=0
T—00 x?’—f—l

eftersom ett uttryck har gransvdrde lika med O precis nar dess absolutbelopp har grinsvédrde 0.

c) Vi observerar att 2* — 7% /4 = (z — m/2)(x + 7/2) och vi far dirfér efter firkortning

. (z—%)sinx . sinzx sin(7/2) 1
lim ——*—— = lim — = ==
e=3  x? - I emsz+g w2472 0w

2. Undersok extremvirden, konvexitetsegenskaper och asymptoter till funktionen

2741
o221

f(z)



Skissera &ven grafen for f.
Losningsforslag:
Vi observerar forst att f(x) dr en symmetrisk funktion.

Eftersom 2?> — 1 = (x + 1)(x — 1) kan vi skriva

222 +1

)

Ndmmnaren i detta uttryck for f har nollstdllen i x = +1 och da tdljaren saknar reella nollstdillen
drar vi direkt slutsatsen att f har lodrita asymptoter i x = £1. Vi har lim,_, 1+ f(z) = 400 medan
lim,_,1-1 f(x) = —o0, och motsvarande gdiller for gransvirden i x = —1.

Vi har vidare lim,_,o f(z) = lim, % = 2. Av symmetriskal fas att lim,_, o f(z) = 2. Alltsd
har funktionen f en horisontell asymptot y = 2.

Vi underséker extremvdrden till f. Derivering ger

roN 6z
f(x) = —m

och vi har f'(x) =0 endast dé x = 0. Dd f'(z) > 0 for x <0 och f'(x) <0 for x > 0 har vi ett lokalt
mazimum i x = 0. Funktionsvirdet hdr dr f(0) = —1. Globalt mazimum och minimum saknas.

Slutligen undersoker vi konvexitet. Vi berdiknar funktionen f:s andraderivata till

vy 3a 41
! (x)*ﬁm-

Eftersom f" har en tdljare som dr positiv for alla x saknar andraderivatan nollstillen. Vi ser vidare
att " ar positiv for x < —1 och © > 1 och negativ pd intervallet (—1,1). Dirmed dr funktionen f
konvex for x < —1 och x > 1 och konkav da —1 < x < 1.

. Bestdm Taylorpolynomet av ordning fyra i punkten z = —x /2 till funktionen

flx) =zsinz.

Vi noterar forst att f(—m/2) = w/2. Ddrefter beriknar vi successiva derivator och evaluerar dem i
r=-—m/2:
f/(z) =sinxz +xcosz wilket ger f'(—7m/2) = —1,
f"(x) =2cosx —xsinz  vilket ger f"(—m/2) = —7/2,

1"

[ (z)=—3sinz —xcosz wilket ger f"(—m/2) =3,

samt
fW(z) = —4cosz+xsine  vilket ger [ (—n/2) =m/2.

Insdttning 1 Taylors formel

" " (4)
pale) = f(@) + f@)(e —a) + L0 a4 T o a4 LoD 0y
med valet a = —7/2 ger nu det sékta Taylorpolynomet

(@ 3)- T+ 3) 5 (e 3) g (e 3) =T (o 3) 45 (o4 5) g (o4 3)
o o)y \"Ty) Te\"Ty) T\ Ty) TP Ty) TP y) T\ Ty -



Figur 1: Grafen for f.

4. Bestadm storsta och minsta virdet till funktionen
fla,y) =a® + 22 +y°
pa kvadraten
{(z,y) eR?*: —2< <2, -2<y<2}
och ange i vilka punkter dessa virden antas.
Losningsforslag:

Vi observerar forst att den givna funktionen f ges av ett polynomiellt uttryck i tva variabler, och sdledes
ar godtyckligt manga gdanger deriverbar. Detta innebdr att funktionen kommer att anta en storsta och



ett minsta vdirde i det givna omradet, ndmligen i punkter ddr gradienten dr noll eller i punkter pa
randen.

Vi berdknar féorst
%(xay) =2x+4+2 och g—;(x,y) = 3y°.

Vi ser nu att g—i(m,y) = 0 om och endast om y = 0 medan %(m,y) = 0 precis nir x = —1. Punkten
(—1,0) ar en inre punkt, och vi har f(—1,0) = —1.
Vi underséker nu randen, vilken vi delar upp i fyra delar. Vi parametriserar dessa: forst betraktar vi
punkterna pé formen (t,2), —2 <t < 2. Detta ger oss

a(t) = f(t,2) =t*+2t +38.

Vi har g} (t) = 2t + 2 och darmed ¢'(—1) = 0. Vi far f(—1,2) = 7.

I ndsta steg betraktar vi punkter pd formen (2,t) och vi erhdller funktionen
ga(t) = 8+ 13

Vi har gh(t) = 3t? och denna derivata dr noll i t = 0. Vi beriknar f(2,0) = 8.

Sedan tar vi oss an den sida av kvadratens rand som beskrivs av (t,—2). Vi betraktar nu funktionen
g3(t) =t* +2t — 8.
Vi har g5(t) = 2t + 2 och far ett nollstille i t = —1. Vi evaluerar f i motsvarande randpunkt och far

f(_la _2) =-9.
Till slut betraktar vi den fjarde sidan, som vi kan parametrisera som (—2,t), —2 <t < 2. Vi har

ga(t) = f(=2,t) =t

Denna funktion har uppenbarligen en sadelpunkt i origo.

Slutligen har vi fyra hornpunkter att underséka. Vi har f(2,2) = 16, f(2,-2) =0, f(-2,-2) = -8
samt f(—2,2) = 8.

Genom att jimfira dessa virden inser vi att f antar ett storsta virde 16 i (2,2) och ett minsta virde
—9i (—1,-2).

. a) Avgor huruvida foljande generaliserade integral dr konvergent:

e dx
/1 (z+Dn(z+1)

b) Avgor huruvida foljande serie konvergerar:

(oo}

k*+k

3 2 _ 1"
= k3 + k% —1
Losningsforslag:

a) Eftersom kedjeregeln ger
1

(r+ 1) In(x+1)
s dr F(z) = Inln(x + 1) en primitiv funktion til f(xz) = 1/((x + 1)In(x + 1)). Vi har déirfér, for
R>1, att

% Inln(z +1) =

R
d
/1 WZM = [Inln(z +1))f = Inn(R + 1) — Inln 2.



Frin detta drar vi nu slutsatsen att

> dzx R dzx

S | —— = lim (Inl 1) —Inln2) = .
/1 (z+1)In(z +1) Rgnoo/l GrOmerDn A (nin(E+1)—nln2) = +oo

Sdledes dr den givna generaliserade integralen divergent.

b) Eftersom k® + k? — 1 < k3 + k? har vi 1/(k* + k*> — 1) > 1/(k® + k?). Detta i sin tur medfor att

k2 +k k2 4+ k k> +k 1

> = =,
B+k2—1"B+k k(2+k) k

Eftersom den harmoniska serien Y ;- k=* divergerar, divergerar dven Y o, (k* +k)/(k* + k* — 1) pd
grund av jamféorelsekriterium for serier.

6. Bestam den 16sning till differentialekvationen
y”—y’—2y=x2—1

som uppfyller y(0) = 0 och y'(0) = —3.
Losningsforslag:

Vi har att gora med en inhomogen andra ordningens linjir ordindr differentialekvation med konstanta
koefficienter.

Vi bestimmer forst en allmdn losning till den homogena differentialekvationen y"” — y' — 2y = 0.
Ansdttning av y = €™ ger oss den karaktdristiska ekvationen

r?—r—2=0.

Kuvadratkomplettering ger vid handen att denna ekvation har de reella rétterna r = —1 och r = 2. Ur
detta drar vi slutsatsen att den allmdnna lésningen till vir homogena differentialekvation ges av

yp(x) = Cre™ " + Cye?®

dir Cy,Cy dr reella konstanter.

Vi séker nu en partikulirlosning till y"' —y' — 2y = x® — 1. Vi ansitter y, = Az® + Bx + C. Derivering
ger
y, =24z + B och y, =2A.

Insdttning i differentialekvationen ger villkoret
—2A2% —~2(A+b)x— B—-20 =2% -1

vilket satisfieras av A= —1/2, B=1/2 och C = —1/4.
Den allméanna losningen till den givna inhomogena differentialekvationen ges alltsd av

1 1 1
y(r) = Cre™™" + Cae®® — 51‘2 + 2T~ 1
Begynnelsevillkoret y(0) = 0 ger oss att C1+Cs— + = 0 medan y'(0) = —3 medfir att —C1+2Co+ 5 =
—3. Loser vi detta linjira ekvationssystem far vi Co = —13/12 samt Cy = 4/3.

Den sokta losningen pa begynnelsevdrdesproblemet dr saledes
4 13, 15 1 1

—36 —126 —ix —|—§JE—Z.

Skrivningsaterlamning dger rum fredag 3 januari 2020 klockan 15:00 utanfér sal 15 i hus 5.
Dérefter kan skrivningen h&mtas pa studentexpeditionen i rum 204.



