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1. (a) Vi har Ve?" 423" = 8e ( (8) ), och eftersom 0 < % < 1 gar bada
faktorerna i exponenten mot 0, sa ar nlingo Ven 4 23n — 8¢l — §,

(b) Med standardutvecklingarna In(1 + t) = t — t2/2 + O(t3) och sin(t) = t —
t3/31+O(t%) da t — 0 far vi

2In(142°) —In(1422%)  2(2® — 2%/2 + +0(a%)) — (22° — 42°/2 + O(a?))

3sin(2?) —sin(3z2)  3(22 — 26/6 + O(x10)) — (322 — 2726/6 + O(x10))
X4+0%)  1+0@E%) 1
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da xz — 0.

2. Vihar att f(x) ar definierad och kontinuerlig pa hela R, sa de enda mojliga asymp-
toterna ar sneda. Nar x — oo véxer funktionen fortare 4n en exponentialfunktion,
sa asymptot saknas at det hallet. Vi far dock att
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lim 23" = [t = —z] = lim — =0,
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sd y = 0 4r en asymptot da x — —oo. Vi far vidare, efter férenkling, att
f'(x) = 2*(z + 3)e”, f(x) = z(z* + 62 + 6)e”,

s& f'(z) = 0 for x = 0 och for x = —3, och f”(z) = 0 for = 0 och d& x = —34+/3.
Vi gor en teckentabell

x -3-3 -3 -3-3 0

flz) | — - - 0 , T + + 0 +
@ [N N N =) s S
) | — 0 + o+ o+ 0 - 0+
flx) | ~ infl. — — — infl. ~ infl. —

Fran teckentabellen ser vi att funktionen har precis ett lokalt extremvarde, ett
lokalt minimum vid x = —3 som &ven &r globalt minimum. Globalt maximum
saknas eftersom funktionen ar obegriansad.

Vidare har vi 3 inflektionspunkter, och funktionen ar konvex pa intervallen [—3 —
V3, =3 + /3] och [0, 0o, samt konkav pa | — oo, —3 — v/3] och pa [-3 — 1/3,0].

Vi har nu tillracklig information for att kunna rita en skiss av grafen:




3. Funktionen ar kontinuerlig pa en kompakt méngd, samt partiellt deriverbar 6ver-
allt, sa enligt en kdnd sats finns globala maximum och minimum och dessa antas
i inre stationara punkter eller pa randen.

Vi borjar med att bestimma de stationdra punkterna. Vi far

)
{02 g% = 2(z +y) — 6y,
0= a—ch =2(x +y) — 12zxy.
Subtraherar vi ekvationerna fran varandra far vi 632 = 12xy, vilket ger att y = 0
eller y = 2x. Om y = 0 far vi direkt fran forsta ekvationen att x = 0, men
(z,y) = (0,0) &r ej en inre punkt till omradet. Om y = 2x far vi efter insdttning

6x — 2422 = 0, s& x = 0 eller x = 1/4. S& vi hittar en enda inre stationirpunkt
(1/4,1/2), som dérmed &r en kandidat.

Omradet ar en triangel, och vi undersoker nu om det finns stationdra punkter nér
funktionen restingeras till de tre linjestycken randen bestar av.

Léngs randen y = 0, 0 < o < 3 far vi hy(t) = f(¢,0) = t2. Vi har k) (t) > 0 for
0 <t < 3, sa inga stationdra punkter finns.

Léngs randen z = 0, 0 < y < 3 far vi ho(t) = £(0,t) = t2. Vi har hj(t) > 0 for
0 <t < 3, sa inga stationdra punkter finns heller hér.

Vi parametriserar den tredje sidan
=3—-1

v 0<t<3.

y=t
Satter vi in detta i funktionen far vi

ha(t) = f(3 —t,t) =9 — 6(3 — t)t* = 9 — 18> 4 6°.

Vi far hi(t) = 18t(t — 2) sa h/(t) = 0 om och endast om ¢ = 0 eller ¢t = 2, varav
bara den senare &r aktuell (uppfyller 0 < t < 3), sa vi far kantidatpunkten (1, 2).
Vi jamfér funktionsvéirdena i de tva funna punkterna, och de tre hérnen:

(z.y) | (0,0) (3,0) (0,3) (1,2) (1/4,1/2)
flxy) | 0 9 9 —15 3/16

sd minsta virdet ar f(1,2) = —15 och det storsta f(0,3) = f(3,0) = 9.

4. Om vi infoér de nya koordinaterna {u =Tty motsvaras omradet D av omra-
v=x—Yy
=u/2 2
det £ = {(u,v) | 0 < u <3, —1 < v < 1}. Vi far att r=u/2+v/ sa
y=u/2—v/2
variabelbytets funktionaldeterminant ar
Iz,y) |92 2%z1 11/2  1/2 1
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(a) Vi bérjar med att 16sa den homogena ekvationen y; — 3y; + 2yp = 0. Den
karakteristiska ekvationen &r 72 — 3r 4+ 2 = 0, med lésningar r = 1 och r = 2,
sa yp = Ae® + Be®*, for A, B € R.
Vi ansétter en partikuldrlosning pa formen y, = ze”, sa y]’D = (2/ + 2)e” och
Yy, = (2" +22' +2)e” sa vi far yy — 3y;, + 2y = (2" +22' +2)e” = 3(2' +2)e” +
2ze* = (2" —2')e” vilket skall vara lika med e”, vilket betyder att 2’ — 2’ = 1.
x

Vi ser direkt att z = —x &r en l6sning, s& y, = —xe”.

Den allménna 16sningen till differentialekvationen ar ddrmed
Y = yp+uyn = —xe” + Ae” + Be™.

Detta ger ¢/ = —(x + 1)e* + Ae® 4 2Be?*, s begynnelsevillkoren blir y(0) =
A+B=0o0chy(0)=-1+A+42B=0,s8& B=1och A= —1. Svaret ar
séledes att y(x) = —(z + 1) + e%*.

(b) Vi skriver om den linjira differentialekvationen som gy’ — %y = 2z, och far den
integrerande faktorn e=21n% = I% Multipliceras ekvationen med denna faktor
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< >/
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Integreras bada sidor for vi ym% =2In(z) + C, s& y = Cx? + 222 In z. Begyn-
nelsevillkoret (1) = 1 ger nu att C = 1, s& y(z) = 2> + 222 In x.

Vi siitter f(z) = 22 och g(z) = 2? — 4z + 5. Tangenten till grafen y = f(x) i en
punkt (a, f(a)) ges avy — f(a) = f'(a)(x — a) vilket efter férenkling blir
y = 2ax — a’.

Tangenten till grafen y = g(x) i en punkt (b,g(b)) ges av y — g(b) = ¢'(b)(z — b)
vilket efter forenkling blir

y=(20—4)x —b* +5.

Dessa tva tangenter sammanfaller om och endast om

20 =2b—4 a=b—-2 a=b-—2 a=1/4
= = =
—a?=-b*+5 a?=0b-5 b —4db+4=0b>-5 b=9/4.
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Det finns alltsa precis en gemensam tangent och den har ekvationen y = § — 1;.



