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Uppgifterna &r inte ordnade efter svarighetsgrad.
Varje korrekt 16st uppgift ger fyra podng. Lycka till!

1. For vilka av nedanstaende listor av tal gar det att konstruera en graf med fem noder, sadan att
graderna av de fem noderna &r precis de givna talen? Svara genom att rita en sadan graf, eller
argumentera varfér en sddan graf inte kan existera.

(i) 3,3,2,2,1

(ii) 4, 3, 3, 2, 2
(iii) 4, 4, 3,2, 1
Lésning. (i) Det &r kiint att i en graf G = (V, E) sa géller relationen ) i, 0(v) = 2|E|. Speciellt
dr summan av alla grader ett jamnt tal. Alltsd kan ingen sddan graf existera, eftersom summan
av graderna i detta fall &r 11.

(i) Ja, det &r mojligt:

(iii) Ingen sddan graf existerar. Vi har tva noder av grad 4, och dessa méaste dérfor vara granne
med varje annan nod. S& varje nod maste ha minst tva grannar, vilket sdger emot att vi ska ha
en nod av grad 1.

2. Hitta alla fem l6sningarna till ekvationen y? = 23 + 3 i ringen Z/5.

Lésning. Eftersom vi bara har 5 element att testa, kan vi ganska snabbt rékna ut alla virden
av de tva funktionerna z + x3 4+ 3 och y — 32

x| 2343 y | 32
03 00
114 1171
2|1 2|4
310 314
412 411

Fran dessa tabeller kan vi litt lisa av for vilka virden av (x,%) som vi har y? = 23+ 3. Vi finner
de fem losningarna

(x,y) = (3’0)7 (172)’ (173)7 (27 1)7 (274)'

3. Betrakta den fyrkantiga grafen som visas i bilden nedan. Lat p(n) vara antalet firgningar av
grafen med n farger (d.v.s. vi fargar de fyra noderna pa ett saddant sitt att tvad noder som
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forbinds av en kant inte har samma firg). Funktionen p(n) &r ett polynom — rékna ut detta
polynomet.

Losning. Vi anviander inklusion-exklusion. Numrera kanterna som 1,2, 3, 4. For varje delméngd
S C{1,2,3,4} 14t Ng vara antalet fargningar av hornen med n farger, sddana att noderna som
férbinds av kanter i S har fatt samma farg.

Om S = () betraktar vi godtyckliga firgningar av de fyra noderna, s Ny = n*.

Om |S| = 1 ska tvA givna noder firgas likadant, men de andra tva kan fargas godtyckligt. T
detta fallet har vi Ng = n3.

Om |S| = 2 har vi antingen ett par av noder som ska fiargas likadant, och ett annat par av
noder som ocksa ska firgas likadant. Eller sa forbinder de tva kanterna tre av noderna, s& att
dessa tre ska firgas likadant och den fjirde kan firgas godtyckligt. Oavsett ser vi att Ng = n?.

Om |S| = 3 ska noderna langs tre stycken kanter fargas likadant, och det &r klart att i detta
fall méaste faktiskt alla fyra noderna f4 samma férg. S& Ng = n i detta fall.

Om |S| = 4 méste ocksa alla fyra noderna fa samma férg, s& Ng = n.

Med inklusion-exklusionsprincipen ser vi ddrmed att svaret ges av

4 4 4 4
4 3 2 4 3 2
— + — + = —4n° + — 3n.
n <1>n <2>n <3>n <4>n n n 67”L 3n

Alternativ lésning. Numrera noderna medsols som A, B, C', D, s& att noderna A och C &r
mittemot varandra. Vi delar in i tva fall:

Fall 1: A och C har samma farg. I detta fall kan férgen till A och C véljas pa n sétt. Det enda
villkoret pa fargningen av B och D dr sedan att ingen av dem ska fa samma farg som den som
A och C fick, sa vi kan firga B och D pa tillsammans (n — 1)? siitt.

Fall 2: A och C har olika firg. I detta fall kan fargerna till A och C viljas pa n(n — 1) sitt. Det
enda villkoret pa fargningen av B och D &r sedan att ingen av dem ska fi samma firg som de
tva som A och C fick, si vi kan firga B och D pa tillsammans (n — 2)? sitt.

Totalt far vi ddrmed
n(n —1)24+n(n —1)(n —2)? = n? — 403 + 6n% — 3n
fargningar.

4. Lat G vara gruppen av inverterbara element i Z/8, och lat X C Z/8 vara méngden av icke-
inverterbara element. Gruppen G verkar pd X x X genom

9-(z,y) = (92, 9y)-

(i) Skriv ned antalet fixpunkter for varje element i gruppen.

(ii) Hur manga banor har denna verkan?
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Léosning. Vi har G = {1,3,5,7} och X = {0,2,4,8}. Viriknar ut alla produkterna gz, for g € G
och z € X:

~J Ot W =

o O O OO
AN O NN
N N NS
RN OO DN SO

Vi ser i tabellen att elementen 1,3 € G har fyra fixpunkter i X. Dérmed har de 4> = 16
fixpunkter i X x X. Elementen 3,7 € G har tva fixpunkter i X, och dirmed 22 = 4 fixpunkter
i X x X. Detta besvarar (i).

For (ii) anvénder vi Burnsides lemma. Vi ser att det finns

(16 + 4+ 16+ 4) = 10

> =

banor fér denna gruppverkan.

5. Lat X < {1,2,3,...,100} vara en delméngd med 51 element. Visa att X innehéller tva direkt
efterféljande element, d.v.s. att det finns ett tal n sddant att n € X och (n+1) € X.
Losning. Betrakta foljande partition av {1,2,...,100}:

{1,2} U{3,4}U...U{99,100}.

Detta &r en partition i exakt 50 stycken disjunkta delméngder. Eftersom X bestar av 51 element
méaste en av méingderna i partitionen innehélla tva element av X, enligt [adprincipen. Det f6ljer
att X innehaller tva direkt efterféljande element.

6. Lat G vara en dndlig grupp med n element, och tag a € Z med ged(a,n) = 1. Visa att g — g
ar en bijektion fran G till G. (Ledning: anvind att ¢g" = e, och att ekvationen az + ny = 1 har
en l6sning.)

Lésning. Lat x,y € Z l0sa ekvationen ax + ny = 1. Jag pastar att funktionen g — ¢* ar en
invers till funktionen g — g%, sa att bagge funktionerna ar bijektioner.

Vi har ndmligen att
() =g =9g""=g-9g"=9g-(4") V=09,

dér vi i sista steget anvinde att ¢g" = e. P& samma sétt ar sdklart (¢%)* = g.



