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Uppgifterna &r inte ordnade efter svarighetsgrad.
Varje korrekt 16st uppgift ger fyra poéng. Lycka till!

1. Lat H vara en n x m checkmatris, och 1at C vara koden {x € (Z/2)" : Hx = 0}. Lat v vara en
godtycklig vektor i (Z/2)™, och 14t C’ vara koden {x € (Z/2)"™ : Hx = Hv}. Visa att C och
C’ har samma antal element och samma minimumavstand.

Losning. Antag att x € C, d.v.s. Hx = 0. I s3 fall 4r x + v € (' eftersom
H(x+v)=Hx+Hv=0+Hv=Hv.

Omvint ser vi att om y € C’ s dr y — v € C. Funktionen x +— x + v &r alltsd en bijektion fran
C' till C’, s&4 C och C’" har samma antal element. Bijektionen bevarar ocksi avstind mellan tva
element, s koderna har samma minimumavstand.

2. Hur manga sexsiffriga tal (dvs. tal  med 100 000 < z < 999 999) finns det dar varje siffra
forekommer exakt tva ganger? Till exempel &r 188 717 och 267 726 saddana tal.

Lésning. Vi kan ténka att vi har sex “lador” som siffror ska placeras in i. Vi borjar med att dela
in de sex ladorna i tre stycken oordnade par. Detta kan goras pa
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Sedan véljer vi tre olika siffror att placera ut i de tre paren av lddor. Den forsta siffran i talet
far inte vara 0, sa dir har vi 9 olika siffror att vilja mellan. Nésta siffra far inte vara samma
som den forsta vi valde, s dir har vi ocksa 9 val. Den sista siffran fir inte vara samma som
nagon av de tva tidigare, s& dér har vi 8 val. Totalt finns alltsa

15-9-9 -8 = 9720 sddana sexsiffriga tal.

3. Visa att den symmetriska gruppen S, har element av ordning m for alla 1 < m < n. Visa ocksa
att .S, inte har ett element av ordning n+ 1, om n + 1 &r ett primtal.

Lésning. Lat 1 < m < n. En permutation som bestar av en cykel av langd m, och som fixerar
resterande element, kommer ha ordning m. S& t.ex. kommer permutationen (123...m) vara ett
exempel pa ett element i S, av ordning m.

Antag att n + 1 &r ett primtal. Om 7 € S, har ordning n + 1 s méaste n + 1 dela n! enligt
Lagranges sats. Men alla primtalsfaktorer till n! & mindre &n eller lika med n, si detta &r
omdjligt. Alternativt kan vi anvinda att ordningen av en permutation &r minsta gemensamma
multipeln av langderna pa cyklerna som ingar i permutationen. Men n 4 1 ar ett primtal, sa
det ar inte en multipel av nagot mindre tal.



Algebra och Kombinatorik Omtentamen 6 mars 2019

4. Ola drar fem kort fran en kortlek. Hur stor dr sannolikheten att han far minst tva kort med
samma valor? (En kortlek bestar av 52 kort i 13 olika valorer; det finns 4 stycken kort av varje
valor.)

Lésning. Vi rdknar forst ut sannolikheten att han drar fem kort utan att fa tva av samma valdr.
I sa fall kan forsta kortet dras godtyckligt. Andra kortet ska véljas bland 51 mdjliga, varav
52 — 4 = 48 inte har samma valor som det han redan dragit. Tredge kortet ska viljas bland 50
mojliga, varav 52 —4—4 = 44 kort inte har samma valor som de tva han dragit, och sa vidare. Vi
ser att sannolikheten att han drar fem kort utan att fa tvi av samma valor blir 1- 28 . 3440 36
Svaret blir alltsa att sannolikheten &r

51 50 49 48"
48 - 44 - 40 - 36
- — =~ 49.3%.
51-50-49-48 %
5. Definiera en relation ~ pa mingden Z av heltal enligt z ~y <= 2% =1 (mod 12). Visa att
~ &r en ekvivalensrelation, och ange exakt ett element ur varje ekvivalensklass.

Lésning. Alla tre egenskaperna for en ekvivalensrelation — reflexivitet, symmetri, och transiti-
vitet — dr uppenbart sanna. Vi ska nu hitta ett element ur varje ekvivalensklass. Vi berdknar
helt enkelt 3 for alla element x i Z/12. Vi finner féljande:
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Vi ser alltsd att en representant ur varje ekvivalensklass t.ex. kan ges av 0,1,2,3,4,5,7,9,11.

6. Los foljande system med tvé ekvationer och tvd obekanta i Z/16, eller visa att det saknar
16sningar.

r+y=3
T — 2y =2.

Lésning. Subtrahera den andra ekvationen fran den forsta for att fa 3y = 1. Detta siger oss
att elementet y ar inverterbart, och att y ges av den unika inversen till 3. Inversen kan t.ex.
hittas med Euklides algoritm, som gar valdigt snabbt i detta fall: vi finner att 16 = 3 -5 + 1,
s& 35 =—11Z/16 och 3-(=5) = 1. Vi ser alltsa att y = —5 = 11. Inséttning i den forsta
ekvationen ger sedan att x =3 — 11 = 8.



