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Inga hjalpmedel ar tilldtna. 15 poing (inrdknat eventuella bonuspodng) garan-
terar godkdnt betyg. Motivera losningarna noggrant. Problemen dr INTE sorter-
ade i svarighetsordning.

1. (a) Hur manga ord med 11 bokstdver kan bildas genom att ordna om

bokstédverna i ordet AUSTRALASIA? 2 poéng.

(b) Hur méanga ord med 5 bokstéiver kan bildas genom att anvinda!

bokstéver fran ordet AUSTRALASIA? 2 poing.
Losning:

(a) Det finns 11 bokstaver i AUSTRALASIA, 4 av dem &r A och 2 ar S.

Alltsé ar svaret
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(b) Vi har 5 platser som vi kan fylla med 4 A, 2 S och med bokstéverna
U, T, R, L, I. Vi delar in i flera olika fall:

Antal ord med hogst ett A och hogst ett S = (7) - 5! = 2,
eftersom vi ska vilja fem av sju bokstédver och sedan ordna dessa

fem bokstéver godtyckligt.

Antal ord med tva A och hogst ett S = (g) . (g) - 3!, eftersom vi
ska vélja tva platser for A, och sedan blir resten ett ord med tre

bokstdver av sex mojliga.

Antal ord med tre A och hogst ett S = (g) . (g) -2, enligt samma
princip som ovan.

Antal ord med fyra A och hogst ett S = (3)- (%) 1!, enligt samma
princip som ovan.

Antal ord med tva S och hégst ett A = (3) - (3) - 3!, enligt samma
princip som ovan.

Antal ord med tva A och tva S = (2 g 1) - b, eftersom vi ska

vélja tva platser for A, tva platser for S, och en av fem mdgjliga
bokstéver pa sista platsen.

Antal ord med tre A och tvd S = (253)

Antal ord med fyra A och tva S = 0.

Lésningen till problemet dr summan av alla antal!

2. (a) Vad &r det storsta antalet kanter som en graf med 5 noder kan ha?

1 poang.

(b) Ge exempel pa tva icke-isomorfa grafer med 5 noder och 8 kanter.
Forklara varfor de inte kan vara isomorfa med varandra. 2 poang.

ITill exempel &r SAAIT ett sddant ord, men inte SLLIT: ordet kan som mest innehalla ett

K



(c) Visa att varje graf med 5 noder och 8 kanter &r isomorf med en av
de tva graferna du konstruerade i del (b). 3 poéng.

Losning:

(a) Det storsta antalet &r (g) = 10.
(b) Betrakta foljande tva grafer:

Dessa har bada fem noder och atta kanter. Man kan t.ex. se att
graferna inte &r isomorfa eftersom den vénstra har en nod av grad
tva och den hogra inte har det.

(c) For att skapa en graf med fem noder och atta kanter kan man starta
fran den kompletta grafen K5, d.v.s. grafen med fem noder och dar
varje par av noder dr férbundna med en kant, och sedan ta bort
exakt tva av kanterna. Men upp till att numrera om noderna finns
det nu bara tva mdjligheter: antingen tar vi bort tva kanter som
mots i en nod, eller si tar vi bort tva kanter som inte mé6ts. Dessa
tva mojligheter ger upphov till de tva graferna ovan.

3. Betrakta permutationen o = (12345)(24567)(1872) i Ss.

(a) Skriv « som en produkt av disjunkta cykler, och hitta inversen till

Q. 2 poang.

(b) Vad &r ordningen av «? 2 poéng.

(c) Avgdr om « &r udda eller jaimn. 2 poéang.
Losning

(a) Man riiknar ut att o = (1834)(567), a~! = (576)(1438).

(b) Permutationen « &r en produkt av tva disjunkta cykler av lingd 3
och 4. Ordningen till « dr ddrmed lem(4,3) = 12.

(¢c) En k-cykel har tecknet (—1)*=1'. Alltsa &r sgn(a) = sgn(567) -
sgn(1438) = (—1)3~! . (—1)4~! = —1. Dirfor dr o udda.

4. Lat X, beteckna mingden av positiva delare till det positival heltalet n.
Givet tva positiva heltal n och m 1at f : X, x X, — X,,,,, definieras
genom f(a,b) = ab.

(a) Visa att f &r surjektiv. 2 poang.
(b) Visa att f inte &r injektiv om ged(m,n) > 1. 1 poéng.
(c) Visa att f &r injektiv om ged(m,n) = 1. 3 poang.

Lésning: Den enklaste delen av uppgiften dr del (b). Antag att d =
ged(m, n) > 1. I s4 fall kommer X,, x X,,, innehalla bada elementen (d, 1)
och (1,d). Men vi har f(d,1) = f(1,d) =d. Sa f &r inte injektiv.



Del (a) och (c) &r svarare och vi presenterar tvé olika losningsalternativ.

(Alternativ 1.) Antag att vi har primtalsfaktoriseringarna n = [, pj*
och m = [[,p", vilket alltsa ger nm = [[,p». Obs: hir tilliter vi
att vissa av talen a; och b; ar noll, s& vi antar alltsa inte att det dr exakt

samma primtal som delar bade n och m.

Ett tal s ligger i X,, om och endast om s = [[, pfi med 0 < d; < a; for
alla 7. Pa samma sitt &r varje ¢ € X,, unikt pa formen ¢ = [], p;* med
0 < e; < b;, och produkten st far primtalsfaktoriseringen st = Hipc-li+ei.

1

Tag ett element r € X,,, som alltsd kan skrivas som r = [, p;*, dér
0 < ¢ < a;+b; for alla i. Vi vill visa att f dr i bilden av f, d.v.s. att
vi kan skriva r = st dér s € X,, och t € X,,,. Men eftersom r = [], p;*
och st = Hip?ﬁe" ar detta samma sak som att skriva varje tal ¢; som en
summa d; + e;, dir 0 < d; < a; och 0 < e; < b;. Men det ar klart att om
¢; < a; +b; kan ¢; skrivas som en summa av tva tal som dr hogst lika med
a; respektive b;. Alltsa gar det att skriva r som en produkt av ett element
i X, och ett element i X,,, s& f ar surjektiv.

Antag nu dessutom att ged(n,m) = 1. T sa fall har n och m inga gemen-
samma, primtalsfaktorer, s& om a; > 0 ar b; = 0 och vice versa. Antag
t.ex. att a; = 0 och att vi ska vélja d; och e; som i foregaende paragraf.
Vifar da 0 < d; < 0, sda d; = 0, och om ¢; = d; + e; finns da endast
mojligheten e; = ¢;. Alltsa finns det endast en 16sning for d; och e;, sa
det finns exakt ett val av element (s,t) sidana att f(s,t) = r. Alltsa &r f
dven injektiv.

(Alternativ 2.) Tag r € X,,,,,. Lat s = ged(r,n) och t = r/ged(r,n).
Det dr klart att s-¢t =1 och att s € X,,, sa for att visa att f &r surjektiv
racker att visa att t € X,,,, d.v.s. att m =0 (mod t).

Notera att n/ ged(r,n) och r/ ged(r, n) saknar gemensamma delare, efter-
som om d vore en gemensam delare till dessa tal skulle d - ged(r,n) vara
en storre genemsam delare till 7 och n. S n/s dr en enhet modulo ¢.

)-m =0 (mod t).
(mod t) och f &r

Men vi har att st | nm, vilket ger ¢ | 2 - m, vilket ger
Eftersom % &r en enhet modulo ¢t méste da m =

dédrmed surjektiv.

Antag nu att f(s,t) = f(s',¢'), d.v.s. st = s't’. Vivill visa att s = s’ och
t =1t', det récker att visa att s | s'; genom att byta plats pa s och s’ far vi
delbarhet i andra riktningen och likadant med ¢. Vi har att ged(s,t') =1
eftersom en gemensam delare till s och ¢’ skulle vara en gemensam delare
till » och m. Men notera att st = s't' = 0 (mod s). Eftersom ¢ &r en
enhet modulo s foljer att s/ =0 (mod s), d.v.s. s | s’. Det foljer att f &r
injektiv.
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5. Betrakta foljande checkmatris (d.v.s. matris med koefficienter i Z/2):

100 1 11
H=1 01 0 1 0 1
001 011

(a) Lar C vara motsvarande kod (d.v.s. C' &r kiirnan till H, Ker H).



Avgor vilka av foljande ord tillhor C.

111001, 010100, 101100, 110111, 100001.

2 poang.

(b) Avgor vilka av orden i (a) som kan rittas genom att man dndrar

exakt en bit. Rétta dessa. 2 poang.
Losning:

(a) Vi berdknar att

H-(1,1,1,0,0,1)" = (0,0,0)*
H-(0,1,0,1,0,0)" = (1,0,0)"
H-(1,0,1,1,0,0)" = (0,1,1)*
H-(1,1,0,1,1,1)" = (0,1,0)*
H-(1,0,0,0,0,1)" = (0,1,1)".

Det enda ordet som ger (0,0,0)" & 111001, sa det #r det enda av
orden som tillhor koden.

(b) Om v har exakt ett fel, &r H-v en kolumn i H. Fran férra deluppgiften
ser vi att bara 010100 och 110111 har den egenskapen. Ordet 010100
rattas till 110100 och ordet 110111 réttas till 100111.

6. Betrakta polynomet p(x) = 2 + 223 + 322 + 42 + 21 (Z/5)[x].

(a) Hitta alla rotter till p(z) 1 Z/5. 2 poéng.

(b) Skriv p(z) som en produkt of polynom som &r irreducibla i (Z/5)[z].
2 poang.

Losning:

(a) Vihar p(0) =2 mod 5, p(1) =2 mod 5, p(2) =4 mod 5, p(3) =1
mod 5 och p(4) =0 mod 5, s& vi har bara en rot z = 4.

(b) Vi delar p(x) med z —4 =z + 1 och vi hittar
p(z) = (z + 1) (2% + 2% + 22 + 2).

Vi méste avgora om (22 + 22 + 2z + 2) ér irreducibelt. Eftersom det
har grad mindre &n 4, ar det tillrickligt att avgora om det har nagon
rot. Eftersom varje rot till 3 + 22 + 2z + 2 &r en rot till p, och det
enda nollstillet till p dr 4, sa &r x = 4 det enda potentiella nollstéllet.
Vi finner dock 43 +4%2 4+ 2.4+ 2 =0 mod 5, s polynomet &r inte
irreducibelt. Vi delar det med (x+1), och far p(z) = (v+1)%-(22+2).
Nu méste vi kontrollera att 22 4 2 saknar rotter. Igen ricker det att
kontrollera x = 4, men nu finner vi 42 +2 = 18 20 mod 5, si 12 +2
ir irreducibelt! Sa p(z) = (x + 1)%(2? + 2).



