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Tentamen i1 Algebra och Kombinatorik

Motivera dina svar noggrant. Inga hjilpmedel dr tillitna. Tentan har 6 fragor, virda 5 podng var.
Totalt 15 podng (med eventuella bonuspoing) garanterar godkint betyg. Problemen &r INTE ordnade
i svarighetsgrad.

Losningsforslag
1. (a) (1p) Los, i ringen Z17 (heltalen modulo 17), ekvationssystemet

b6z +y=3
10z 4 2y = 1.

(b) (1p) Bestém ett heltal k > 1 sidant att 11%¥ = 1 i Zy7.

(¢) (3p) Ett RSA-krypto har offentlig modulo n = 91 och offentlig krypteringsnyckel e = 31.
Bestdm dekrypteringsnyckeln d, och dekryptera meddelandet b = 10.

Losning (a) Eftersom Zi7 ar en kropp sé& kan vi 16sa systemet pa vilket som av de vanliga sétten. T.ex.
kan vi byta ut den andra ekvationen mot (2 - (férsta ekvationen) — andra ekvationen), dvs

2z = 5.
Inversen till 21 Z7 dr (17+1)/2 =9, s& denna ekvation &r ekvivalent (i Z17) med
r=9-5=45=11.
Den forsta ekvationen dr sedan ekvivalent med y = 3 — 66 = —63 = 5. S& 16sningen &r
(z,y) = (11,5).

(b) Enligt Fermats lilla sats géller detta for k = 16, eftersom 17 &r ett primtal.

(c) Vi kan faktorisera n = 91 = 7- 13, sa den privata modulon u ges av
u=(p—-1)(¢g—1)=6-12="72.

Dekrypteringsnyckeln d &r enligt definition den multiplikativa inversen till e modulo wu, dvs
16sningen till ed =1 (mod wu), vilket i vért fall ar

3ld=1 (mod 72).

Detta motsvarar heltalsekvationen 31d 4+ 72k = 1, som vi 16ser med hjilp av Euklides
algoritm:

72=2-31+10
31=3-10+1,

varifran

1=31-3-10=31-3-(712—-2-31)=7-31—-3-72.
Alltsd ar d = T7.



2.

Losning:

For att dekryptera b = 10 berdknar vi enligt kiind metod
a=b'=10" mod n.
Eftersom n = 91 har vi

10°=9 (mod 91)
102 =81=-10 (mod 91),
S&
10" =10-10%-10*=10-9- (—10) = (—1)(—10) =10 (mod 91).

Det dekrypterade meddelandet &r alltsa 10.
Svar: (d,a) = (7,10).

(5p) Hur manga omordningar av bokstéverna i MOROTSSOPPA innehaller inte nigra av delorden
ROT, MOS eller STORM? T.ex. dr STOROMOPPAS ett sddant ord, men inte MOPPSOROTAS (for detta ord
innehéller ROT). (Ditt svar far uttryckas med hjélp av heltal, plus, minus, génger, delat med och
fakulteter, och behover inte forenklas.)

Vi réknar forst det totala antalet omordningar, och sedan anvénder vi inklusion-exklusion for att
rikna bort de férbjudna orden.

Enligt 14rd sats om multinomialkoefficienter &r det totala antalet omordningar

11 1
3,2,2,1,1,1,1) 312120’

da det finns 30, 2P, 2 Soch 1 var av A, M, R, T.

Lat Frgr vara méngden av ord som innehaller ordet ROT, och liknande fér Fygs och Fsrgru. De
ord vi vill rékna bort &r precis dem 1 unionen Fror U Fugs U Fsrorw. Enligt principen om inklusion-
exklusion kan storleken pa denna union berdknas genom

| Fror U Fuos U Fsroru| = | Frot| + |Fuuos| + | Fsromm|
— | Fror N Fuos| — |Frot N Fsroru| — |Fuos N Fstorul
+ | Fror N Fups N Fstorul-

Storleken |Fgor| kan beréiknas pé ett enkelt sitt: méngden bestér av alla omordningar av de 9
symbolerna ROT, 0, 0, P, P, S, S, A, M, och det finns, precis som forut,

9 9!
F == =
| Fhor| (2,2,2, 1,1, 1) 21212
sadana omordningar. Pa samma sitt har vi
9 9!
F = = —
[Fios| <2,2, 1,1,1,1, 1) 212!
7 7!
F; = =
[Foton (2,2, 1,1, 1> 212!

Méngden Fror N Figs bestar av alla ord som &r omordningar av ROT, MOS, 0, P, P, S, A, varav det

finns - .
Fror N Fyos| = _r
[ Fhor 1 Fius| (2,1,1,1,1,1) 2!

Inga ord innehaller bade ROT och STORM, sa

| Frot N Fsroru| = 0 = [ Fror N Fuos N Fsrorul-



Till slut har vi mangden FygsN Fstoru- Eftersom det bara finns 1 M s maste alla ord som innehéller
bade MOS och STORM innehélla ordet STORMOS. Resterande symboler dr da 0, P, P, A, och vi far

\Fuos M Fozome| = (. 0 ) = 2
MOS STORM| — 271’1’1 — 2‘

Svar:
11! 9 9 7 71 Bl

(Detta kan &ven skrivas som 1528 440.)

3. Betrakta den symmetriska gruppen (Sg, o), som bestér av permutationer pA mangden {1,2,3,...,8},
och 14t o € Sg vara permutationen

123456738
o=+ 444
36587214

(a) (2p) Finns det en permutation 7 € Sg saddan att

odon Tl =07

Om det finns en sddan permutation m, skriv ned en. Férklara annars varfér inga saddana «
finns. (Permutationer far skrivas med valfri notation fran kursen.)

(b) (3p) Finns det en permutation 7 € Sg sadan att

2008 =0071??
Om det finns en sddan permutation 7, skriv ned en. Forklara annars varfor inga sddana 7
finns. (Permutationer far skrivas med valfri notation fran kursen.)

Losning (a) Vi bearbetar ekvationen, vilket vi kan gora med kancellerings- och inverslagarna fran grupp-
teori:

3 1 4 1

oom T =0 << W 1

=0 << =0 .

Alltsé finns det precis en sddan permutation, némligen
365 87 214 123 45 6 7 8

o= L Ll bbbl =Ll =0T53)26)48),
1 23 45 6 7 8 76 1 8 3 25 4

(b) Vi anvénder konceptet av jamna och udda permutationer, som beskriver partiteten av an-
talet 2-cykler som behévs for att skriva en permutation, men det finns manga sitt att 16sa
denna fraga. Oavsett vad 7 &r for permutation sa dr 72 en jimn permutation. Permutationen
o ar daremot en udda permutation, eftersom den kan skrivas som en produkt av ett udda
antal 2-cykler:

o=(13)(35)(57)(26)(48).

I ekvationen 72 0 0% = o o 72 83 #r vinsterledet alltsd en jimn permutation (som en sam-

manséttning av tva jimna permutationer), oavsett vad 7 faktiskt dr, medans hogerledet &r
en udda permutation, oavsett 7. Alltsd har ekvationen ingen l6sning.

4. (5p) Du har 10 olika bocker, och bland dessa ska du vélja ut 5 som du ska dela ut mellan
barnen Agnes, Bertil och Cecilia, s& att varje barn far atminstone en bok. Pa hur minga sitt kan
detta ske? (Ditt svar far innehélla kombinatorisk standardnotation fran kursen, som ej behover

berdknas eller férenklas, men maste motiveras tydligt. Om du vill kolla om ditt svar &r rimligt:
svaret ligger mellan 30000 och 40 000.)



Losning: Vi kan vélja ut de 5 bockerna pa (150) satt. For varje av dessa sitt finns det sedan S(5, 3) sétt att
partitionera béckerna in i 3 o-ordnade icke-tomma méngder, enligt definitionen av Stirlingtalen
av andra ordningen. For varje sddan partition finns det sedan 3! att ordna ut delarna bland de
3 barnen. Enligt multiplikationsprincipen blir alltsé svaret

d.

Lésning

Losning

(a)
(b)

(a)

(a)
(b)

10 10!
) 3= " .95.6= )
(5> 5(5,3) - 3 GiE 5.6 = 37800

(3p) Visa att om G &r en grupp, och H och K ar delgrupper till G, d& &r snittet H N K en
delgrupp till G.

(2p) Visa att om G ar en cyklisk grupp, och G = Hy U Hy U - -+ U Hy, f6r nagra delgrupper
Hi, H,, ..., Hg till G, d& maste H; = G for nagot i. Du kan fa delpodng om du lyckas visa
detta endast i fallet d& G = Z och operationen &r addition.

Det ricker, enligt delgruppstestet, att kolla

e att H N K ir en icke-tom delméngd till G och

e att
able HNK forallaa,be HNK.

Eftersom H C G och K C G, och bada innehaller identitetselementet, sa géller det forsta
kravet. For det andra kravet: eftersom a,b € H, si giller ab™' € H, eftersom H ir en
delgrupp. Pa samma sitt giller ab~! € K, eftersom a,b € K. Alltsa giller ab™' € HN K.

Enligt definitionen av termen ’cyklisk grupp’ s& finns det en generator x for G:
G = (x).

Om G = HiUHyU---U Hy, d& maste denna generator x ligga i nagot H; (for annars skulle
den inte finnas med i unionen). Men, eftersom H; &r en delgrupp si méste den dven da
innehélla (x), gruppen som genereras av x. Eftersom = genererar hela G, sa ér d& H; = G.
I specialfallet G = Z sd kan man ta x = 1 som generator: Om Z = H; U --- U Hy for
nagra delgrupper Hy,..., Hy C Z, da méiste talet 1 ligga i nagon H;. Men eftersom H; &r
en delgrupp och dédrmed sluten under + sa ligger 1 + 1, 1 + 1 + 1 osv ocksa i H;, samt 0,
samt —1, —1 — 1 osv. Med andra ord ar H; = Z.

(2p) Finn virden z,y € {0,1} siddana att

z 11111
oy 1000
H=10 00101

001011

dr en checkmatris for en linjar 1-felsrattande kod C. Forklara ditt val av « och y.

(3p) For en kod C som uppfyller kraven i (a): Bland de tre orden
000111, 011101, 100001

finns det ett som ligger i koden C| ett som kan rattas av koden, och ett som inte kan rattas
av koden. Bestdm, med motivering, vilka som ar vilka, samt ratta det ord som kan rittas.

Att koden &r 1-felsrittande motsvarar, enligt lird sats, att den inte har nadgon kolonn som
bestar enbart av 0:or, och att inga tva kolonner &r lika. Alltsd méste x = 1, och sedan y = 1.

Vi testar att multiplicera matrisen med orden.



e Forsta ordet:

0
0 o

H{7]=10]"
% 0

vilket dr matrisens forsta kolonn. Enligt 1drd metod s& gar detta ord alltsa att ritta,
och vi kan gora det genom att flippa ordets forsta bit (motsvarande att detta var den
forsta kolonnen): ordet rittas till

100111.

0
A

H|{l1|=(9).
0 0
1

Eftersom detta ar 0-vektorn si ligger ordet 011101 i koden C', per definition.

e Tredje ordet: ordet 100001 gar inte att rédtta: det har inte avstand 1 till nadgot kodord,
och det har avstand 2 till bada kodorden 100111 och 000000.

e Andra ordet:

Kom ihag att kolla att du inkluderat tydlig motivering i samtliga svar. Férklaringar dr vad matematik
mestadels handlar om, och de spelar ocksa stor roll i poangsittningen.



