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Tentamen i Algebra och Kombinatorik

Motivera dina svar noggrant. Inga hjéilpmedel &r tillatna. Tentan har 6 fragor, virda 5 podng var.
Totalt 15 podng (med eventuella bonuspoidng) garanterar godkint betyg.

Lésningsforslag

1. (a) Ange definitionen av den multiplikativa inversen till ett tal a i Z,, (heltalen modulo m), dér
en sadan invers finns.

(b) Bestdm den multiplikativa inversen till 5 i Zgs. Ange ditt svar bland {0,1,...,32}.

(c) Sats: Ett tal a € Z,, & multiplikativt inverterbart om och endast om sgd(a,m) = 1.
Forklara varfor detta &r sant. (Obs: det finns tvé riktningar att forklara. Du behover inte
ge ett formellt bevis, men samtliga huvudidéer maste finnas med for full poéng.)

Losning (a) Inversen av a € Zy, ar ett element = € Z,, sddant att ax = 1, om ett sddant x finns.
(b) Eftersom 20 -5 =100 =1 (mod 33) sa dr 5~! = 20 i Zs3.

(¢c) Endast om: om a &r inverterbart, da finns det ett element = € Z,, sddant att ax = 1. Per
definition av ringen Z,, motsvarar detta att az = 1+ my {or ndgot heltal y. Varje gemensam
delare till @ och m delar ocks& kombinationen ax — my = 1, och ddrmed &r sgd(a,m) = 1.
Om: Om sgd(a,m) = 1 s& finns det enligt den forlingda Euklidiska algoritmen/Euklides
algoritm ’baklinges’ heltal x,y sddana att

ax +my = 1.

Om vi reducerar detta modulo m sa far vi att ax = 11 Z,,, dvs att a &r inverterbart i Z,,.

2. I denna fraga far dina svar uttryckas med hjilp av heltal och operationerna plus, minus, ganger,
delat med och fakultet, och behdver inte forenklas.

(a) Fran en grupp med 20 studenter ska 12 véljas ut och delas upp i 4 lag: ett problemlésningslag
med 5 studenter, ett redovisningslag med 3 studenter, ett grafiklag med 3 studenter, samt
ett ledarlag med 1 student. P4 hur ménga sitt kan dessa lag formas?

(b) Sdg att Alice och Bob dr bland de 12 studenterna som valts ut. Pa hur manga sétt kan de
4 lagen formas fran dessa 12 studenter, om Alice och Bob viigrar vara i samma lag?

Losning  (a) Vi véljer forst de 12 studenterna och riknar sedan antalet sidtt att kombinera dem, och far
fram det slutliga svaret mha multiplikationsprincipen. Det finns (fg) satt att vilja de 12
studenterna pa, enligt definition av binomialkoefficienter. Fér varje av dessa sitt finns det

sedan
12 12
5,3,3,1) 5!3131!

sitt att dela upp dessa i de 4 lagen, per definition av multinomialkoefficienter samt sats for
deras utrikning. Enligt multiplikationsprincipen ér det totala antalet sitt

20! 2 20!
128! 51313111 8!5131311!°
Att svaret ar (8 5 230 3 1) kan ocksa ses direkt genom att tdnka pa ett femte “icke-deltagar’-lag.

Var god vind...



Losning

(b)

(a)

Vi rdknar antalet sdtt dar Alice och Bob hamnar i samma lag, och tar sedan bort detta fran
totalen (5 3123 1) utriknad ovan.

Om Alice och Bob ska vara i problemlésningslaget s& finns det (3 51% 1

de resterande 10 studenterna i lagen.

) siatt att dela upp

Om Alice och Bob ska vara i redovisningslaget s& finns det (5 1103 1) satt att dela upp de

resterande 10 studenterna i lagen.

10

5.3.1 1) sitt att dela upp de resterande

Om Alice och Bob ska vara i grafiklaget sa finns det (
10 studenterna i lagen.

Alice och Bob kan inte bada vara i ledarlaget.

Alltsa finns det
10 N 10 n 10
3,3,3,1 51,3, 1 53,1, 1

fordelningar dir Alice och Bob hamnar i samma lag.

Antalet férdelningar diar Alice och Bob inte hamnar i samma lag ar alltsa (5 3123 1) minus

detta, dvs
12! 10! 2-10!

513131 313131 513"

Avgér om (x + 1)1 (x +2)32 = (22 + 1)(2® — 222 + 2 + 4)' som polynom i Z;[z]. Motivera!

Faktorisera polynomet p(x) = 2°+11i Zy[z] i irreducibla faktorer. Forklara varfor faktorerna
du skrivit ned ar irreducibla.

Eftersom Z; &r en kropp sa vet vi att ringen Zr[z] har unik faktorisering in i irreducibla
faktorer. Polynomen « + 1 och x + 2 dr uppenbarligen irreducibla, eftersom de har grad 1.
Polynomet z? 4 1 dr ocksa irreducibelt: om det kan faktoriseras som

dér graden av bade f(z) och g(x) &r atminstone 1, s& maste graden av f(x) och g(z) vara
exakt 1. Dérfor skulle 22 + 1 ha en rot i Z7, men en snabb koll av de 7 olika mé&jligheterna
(0, £1, £2, £3) for = visar att det inte har nagon rot. Alltsa &r 22 + 1 irreducibel.
Eftersom HL:et har en irreducibel faktor som inte star med bland de irreducibla faktorerna
i VL:et sa ar polynomen ej lika.

Eftersom (f(z) +1)%2 = f(z)? + 11 Zs[z] sa &r

5 +1=(2®+1)>

Polynomet x4+ 1 har x = 1 som en rot, och #r alltsd delbart med x — 1. Polynomdivision
ger d&

B r1l=(x—-1)(*+z+1).
Den andra faktorn hir ar irreducibel, eftersom den har grad 2 och inte har nagon rot i Zs.
Alltsa ar

5 +1=(x—-1)>%@2+z+1)?

en faktorisering i irreducibla faktorer.



4. Betrakta den symmetriska gruppen (Sg, o), som bestér av permutationer pA mangden {1,2,3,...,8},
och 14t o, m € Sg vara permutationerna

Losning

(a)
(b)

(a)

123456738 123456738
e I I e e A A
2 43156738 2 4513786

Bestdm om ¢ &r en jamn eller udda permutation, och detsamma for 7.

2

Bestim ordningarna av permutationerna o, (o7)2, (o7)% och o~ !7.

I cykelnotation har vi
c=(124) och 7=(12 4)(3 5)(6 7 8).

Eftersom en cykel av ldngd 3 kan skrivas som en produkt av tva 2-cykler, t.ex. (1 2 4) =
(1 2)(2 4), s& kan o skrivas som en produkt av 2 2-cykler, och &r dédrmed jaimn, medans 7
kan skrivas som en produkt av 5 2-cykler och &r darmed udda.

Vi har att
or= (14 2)(3 5)(6 7 8).

Enligt sats fran kursen ges ordningen av en permutation, skriven som en produkt av disjunk-
ta cykler, av den minsta gemensamma multipeln av ordningen av cykellingderna; alltsa ar

ord(om) = lem(3,2,3) = 6.
Enligt sats fran gruppteori, eller via direkt berdkning, ar
ord((om)?) =6/2 =3

och
ord((om)3) = 6/3 = 2.

Slutligen har vi att
o lr=(35)(6 7 8)

har ordning 6, av samma anledning som forut.

5. Betrakta gruppen G = (Z190, +) av heltalen modulo 100 med operationen plus.

Losning

(a)
(b)

(a)

Bestdm en delgrupp H till G dir varje nollskilt element har ordning 5.

Lat H vara den delgrupp till G som innehéller bade elementen 25 och 8, men som annars
har si fa element som mdjligt. Bestdm hur manga element H har.

Ordningen av ett element g € G adr det minsta talet n sa att ng = id = 0. Elementen av
ordning 5 ar alltsa 20, 40, 60, 80. Tillsammans med 0 bildar dessa en delgrupp:

H = {0, 20,40, 60, 80}.

Eftersom delgruppen innehaller 8 och 25 och &r sluten under addition och att ta inverser,
sd maste den innehalla 25 — 8 — 8 — 8 = 1. Déarfor innehaller den ocksa alla multiplar av 1,
eftersom den &r sluten under addition. Darfér ar

H=¢G

och har 100 element.

3 Var god vind...



6.

Losning

(a)

(a)

For var och en av féljande talf6ljder, bestdm om det finns en graf med 5 noder med dessa
tal som grader. Om det finns det, rita en sddan graf; om det inte finns, forklara varfor.

(i) 2,3,3,4,4, (i) 2,3,4,4,4, (iii) 4,4, 4,4, 4.
Ange, for ndgon av graferna i del (a), en Eulervig i grafen. Skriv ditt svar som en foljd av

noder, dir nodnamnen star med i din ritning.

Om en graf har en Eulerkrets (dvs en sluten Eulervig) s maste varje nod i grafen ha jaimn
grad. Forklara varfor.

(i) Ja, (ii) Nej, (iii) Ja.

For (i) och (iii), se diagram. For (ii): summan av alla talen dr udda hér, medans for graderna
i en graf &r summan alltid jimn, enligt handskakningslemmat.

e

(i (iii)

For (i): tex.abecdacbd.

Lat v vara en godtycklig nod i grafen. Varje gang en kant leder in till noden v lings Eu-
lerkretsen sa finns det en unik kant som leder ut ldngs Eulerkretsen. Eftersom alla kanter
forekommer i Eulerkretsen (enligt definition av Eulerkrets) sa forekommer alla kanter intill
v 1 par av in- och ut-kanter, med inget Gverlapp mellan paren. Alltsd har varje nod jimn
grad.



