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Losningsforslag

1. Lat C vara koden som definieras av check-matrisen

Losning:

(d)

110100010
011110001
011010110
010011O0O0O0

(1p) Hur manga ord innehaller C?
(1p) Vilka av orden 011110100, 101100100, 111100000 och 111111111 tillhér C?
(

2p) Hur méanga fel réttar C? (Kom ihag att forklara varfor just detta antal fel kan réttas,
men inte fler.)

(Ip) Om nagra av orden i deluppgift (b) inte tillhoér C: Rétta de som kan rattas.

Matrisen har fyra rader och kan alltsd maximalt ha rang fyra. Vi kan se att den verkligen
har rang fyra, eftersom t. ex. kolonn 1, 6, 7 och 9 ar linjart oberoende. Eftersom vi har 9
kolonner blir dimensionen av koden 9 — 4 = 5 och koden har darfor 2° = 32 ord.
Alternativt kan vi tdnka sahar. Nar vi 16ser ekvationsystemet blir det fem fria variabler, och
var och en av dessa kan viljas som 0 eller 1. Alltsa finns 2° ord.

Orden 011110100, 101100100 tillhor koden, eftersom béda ger nollvektorn vid multiplikation
med checkmatrisen.

Eftersom matrisen inte har nagon kolonn med bara nollor, och inga kolonner &r lika réttar
koden minst ett fel. De tva ord som vi vet tillhor koden fran deluppgift (b) har avstand tre,
sa minimiavstandet i koden &ar hogst tre. Det betyder att koden réttar hogst ett fel. Vi kan
darfor dra slutsatsen att koden rattar precis ett fel.

Eftersom
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vilket inte &r lika med nagon kolonn i matrisen kan ordet 111100000 inte rattas. Daremot
ar
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lika med kolonn 5 i matrisen. Ordet 111111111 rattas darfor till 111101111.

2. Lat o vara permutationen

12345678
R 2 I
6 8742315

(a) (2p) Skriv o och o~! som produkter av transpositioner.
(b) (1p) Ar o3 jamn eller udda? Ar (¢=1)3 jamn eller udda?
(c) (2p) Finns det nagot k sa att o*(1) = 5? Ange i sa fall ett sadant k.

Losning: (a) Vi borjar med att skriva o som en produkt av disjunkta cykler, och dérefter som en produkt
av transpositioner. Det kan t. ex. se ut sahar

o= (1637)(285) = (16)(36)(37)(28)(58),

men kom ihag att samma permutation kan skrivas som en produkt av transpositioner pa

flera olika sitt. Genom att séitta transpositionerna i omvind ordning far vi ¢~! som

o1 =(58)(28)(37)(36)(16).

(b) Eftersom o kan skrivas som en produkt av fem transpositioner kan o2 skivas som en produkt
av 3-5 = 15 transpositioner, och #ir dirfér udda. PA samma siitt ser vi att #ven (0~1)% kan
skrivas som en produkt av 15 transpositioner, och darfor ar udda.

(c) Eftersom 1 och 5 sitter i olika cykler i ¢ = (1637)(285) finns det inget k sa att o*(1) = 5.

3. Lat G vara gruppen (U(Zg), ), dar U(Z1¢) star for méngden av inverterbara element i Zg.

(a) (1p) Lista alla element i G.
(b) (1p) Ar G cyklisk?

(c¢) (3p) Vilka mojliga storlekar finns det for en delgrupp av G? Ge exempel pa delgrupper av
varje mojlig storlek.

Losning: (a) De inverterbara elementen i Zjg representeras av de tal mellan 0 och 15 som &r relativt
prima till 16. Alltsa ar
U(Z16) ={1,3,5,7,9,11,13,15}.

(b) Vi gar igenom elementen och berdknar

32=9 3=11, 3t =1,

52=9, 5'=92=(3%2=31=1,
72 =1,

92 =1,

112 =(=5)2=9, 11" =9% =1,
152 = (—-1)? = 1.

Det finns alltsa inget element som genererar hela G, och ddrmed &r G inte cyklisk.

(c) Enligt Lagranges sats ska storleken pa en delgrupp dela |G| = 8. Mojliga storlekar pa
delgrupper ar déarfor 1, 2, 4 och 8. Av storlek 1 har vi delgruppen {1}, och av storlek 8
har vi G sjélv. Baserat pa berdkningen i l6sningen av (b) kan vi se att det finns cykliska
delgrupper av storlek 2 och 4. Till exempel har delgruppen (7) = {1,7} storlek 2, och
delgruppen (3) = {1,3,9,11} storlek 4.



4.

Losning:

Losning;:

(5p) Hur méanga ord med nio bokstédver kan vi bilda med hjalp av de tio bokstaverna
AAABDNNRSTU om orden inte far innehalla delorden BANAN eller ANANAS? (Svaret far
uttryckas med hjilp av addition, subtraktion, multiplikation, division och fakultet.)

Vi anvénder oss av principen for inklusion och exklusion for att 16sa problemet.

Lat oss borja med att berdkna det totala antalet ord med nio bokstéver. Eftersom det finns tio
bokstéaver att tillga blir det alltsa en bokstav Gver nér vi bildar ett ord. Vi tdnker oss att vi stéller
denna bokstav till hoger om ordet. Pa sa sétt far vi ett ord av tio bokstéver. Notera att alla ord
av tio bokstaver kan fas pa detta satt. Vi kan ocksa fa tillbaka vart ord med nio bokstéaver genom
att ta bort bokstaven langst till hoger. Alltsa ar antalet ord med nio bokstéaver lika med antalet
ord med tio bokstdver. Eftersom vi har tre A, tvA N, och en var av B, R, S, T, U far vi att

antalet ord ar 0 L0
- —-9.5.6.7-8-9.10.
(3,2,1,1,1,1,1) 312! 5:6-7-8-9-10

Lat oss nu berdkna antalet ord som innehéaller delordet BANAN. Vi ska bilda ord som innehéller
enheten BANAN och fyra av bokstdverna A, R, S, T, U. Vi véljer forst bort en av de fem bok-
stdverna. Déarefter kan vi bilda ett ord av BANAN och de fyra kvarvarande bokstéverna pa 5! olika
satt. Antalet ord som innehéaller BANAN ar déarfor 5 - 5!

Vidare ska vi berdkna antalet ord som innehaller delordet ANANAS. Dessa bildas av enheten
ANANAS och tre av bokstdverna B, R, T, U. P4 samma sdtt som i BANANfallet véljer vi forst bort
en bokstav, och bildar darefter ett ord av fyra olika symboler. Detta ger att antalet ord som
innehaller ANANAS &r 4 - 4!

Vi behdver ocksa berdkna antalet ord som innehéaller bada delorden BANAN och ANANAS. Detta
ar precis de ord som innehaller delordet BANANAS. Dessa bildas av enheten BANANAS och tva av
bokstdverna R, T, U. Samma resonemang som tidigare ger 3 - 3! ord.

Sammantaget dr antalet ord med nio bokstédver som inte innehaller delorden BANAN eller ANANAS

2:5:6-7-8:9-10-5-5!—4-4143-3.

(5p) En karusell med atta siten ska malas om. Fyra av sétena ska malas svarta och fyra vita. Pa
hur manga sétt kan vi mala karusellen? Tva méalningar betraktas som samma, om vi kan fa den
ena fran den andra genom att snurra pé karusellen.

Lat X vara méngden av malade fixerade karuseller, dér vi inte réknar tva malningar som lika om
vi kan fa den ena fran den andra genom att snurra pa karusellen. Eftersom det finns atta platser
varav fyra ska méalas svarta, och 6vriga fyra vita ar | X| = (i) = 170.

Lat o vara transformationen som roterar karusellen en attondels varv. Da ar of = id, alltsa
transformationen som later karusellen sta stilla. Vi later G vara den cykliska gruppen (). Att
en malad karusell i X kan fas fran en annan &r samma sak som att de tva ligger i samma bana
nér vi later G verka pa X. Vi vill darfor rékna ut antalet banor, och det gor vi med hjélp av
Burnsides lemma.

Om en malad karusell ska vara fix under o maste varje sidte ha samma farg som det framfér. Men
da maste alla siten ha samma férg, vilket inte gar d& vi ska ha fyra svarta och fyra vita. Alltsa
ar fixpunktsméngden F'(«) for o tom.

For en malad karusell som ar fix under o maste varje site ha samma firg som det tva steg
framfor. Det finns dérfor tva malningar som #r fixa under o2, namligen de dir vartannat séte ér
svart och vartannat vitt.

For en malad karusell som #r fix under o® maste var tredje site ha samma firg. Detta leder till
att alla siiten maste ha samma firg, sa F(a?) = 0.

Det finns sex stycken malade karuseller som #r fixa under o, nimligen



6.

Losning:

L

P4 liknande sitt bestdmmer vi fixpunktsméngderna for o, a8 och o, och far

och

|[F(a)] = [F(e?)| = [F(a®)| = |[F(aT)] = 0, |F(a®)] = |F(a®)| = 2, |F(a)| = 6

|F(id)| = |X]| = 70.

Enligt Burnsides lemma ar antalet banor, och darmed antalet sétt att mala karusellen, lika med

(a)

(b)
(a)

24246470

10.
8

(2p) Finns det ett ¢ € Z7 sa att
(z+c)(z+ Dz +2)(z+3)(2?+1)= (23 -2 -3z - D@3 +z+1) iZ[z]?
(3p) Finns det ett ¢ € Z19 sa att (z +c)(z +2) = (v — 4)% 1 Zo[2]?

Eftersom Z7 &r en kropp har vi unik faktorisering i Z7[x]. Faktorn 23 4+ 2 + 1 &r irreducibel,
och férekommer i hogerledet men inte i vansterledet. Darfér kan likheten inte gélla fér nagot
c. Hur vet vi da att 23+z+1 ar irreducibelt? Om det var reducibelt skulle det ha en faktor av
grad 1, vilket skulle betyda att det finns ett nollstdlle. Men prévning av x = 0,1,2,3,4,5,6
visar att 2® + = + 1 inte har nagot nollstélle i Z.

Alternativt kan vi 16sa uppgiften genom att jamfora koefficienter. Vansterledet har kon-
stanttermen 6¢c = —c¢, och hogerledet har konstanttermen —1, sa vi maste ha ¢ = 1 for
att det ska stimma. Dérefter kan vi till exempel kolla pa koefficientern for 2°. Da far vi
¢+ 6 = c— 11 vinsterled, och —1 i hogerled. For att detta ska stimma méste ¢ = 0 vilket
motsiger ¢ = 1. Det finns alltsa inget ¢ sa att likheten ar uppfylld.

Eftersom Z1o inte ar en kropp géller inte resonemanget om unik faktorisering som i delupp-
gift (a). Utvecklar vi vénsterled och hogerled far vi

(x+c)(z+2) =2+ (2+c)x + 2

och
(x—4)? =2° — 8 +16 = 2 + 4o + 4.

Vi ser att dessa tva polynom ar lika om vi sétter ¢ = 2.



