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Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

1. Betrakta funktionen

(@ y) = { zy exp(()wffyu Ex,y) i (0,0)

déir som vanligt exp(t) = et.

(a) Ar funktionen g kontinuerlig i origo? 2p
(b) Ar funktionen g partiellt deriverbar i origo? Bestim derivatorna i sd fall. 2p
(c) Ar funktionen g differentierbar i origo? 1p

Motivera dina svar!

_1_
2x2

= oo (som oegentligt gransviarde). Dvs g kan inte vara

(a) Vi betraktar g(z,z) = x?exp(5%z) och ser att g(z,x) dr obegrinsad da x — 0, ty

. 1

= lim lez’
t—o0

kontinuerlig i origo.

H 2 1
lim 2% exp(7)

(b) Antingen ser vi direkt att g(z,0) = 0 for alla . Dérmed &r g &ven i origo partiellt
deriverbar med avseende pa x och derivatan &r lika med 0. Samma argument fungerar
aven for den partiella derivatan med avseende pa y.

Eller sa kan man anvénder sig av definitionen direkt, dvs berékna i detta fall
g(0,h) — g(0,0) . O'hexp(ozo_;’_ihm)_o 0 /

it h ~ iy =0T 900

(¢) Nej, enligt (a) ar ¢ ej kontinuerlig, och darmed kan den inte vara differentierbar.

Svar: (a) Nej, ej kontinuerlig (b) Ja, g;,(0,0) = g,,(0,0) =0 (c) Nej, ej differentierbar.

2. (a) Bestam alla stationdra punkter till funktionen 5p
1
H(w,y,2) =2 497 + 2~ (o —y+ 2)

och avgor deras karaktir. Antar H ett stérsta och/eller minsta virde i R®? Vi betraktar

ekvationssystemet
! 2 3
HY = 29:—§(xfy+z) =0
2
H, = 2y+§(xfy+z)3:0
2
H, = 2z—§(m—y+z)3:0

Subtraktion av den forsta och den andra ekvationen, samt den andre och den tredje
leder till
z+y=0 och y+z2z=0

, dvs x = —y och z = —y. Inséttning i t.ex. den andra ekvationen ger da
y(1— (3y)*) =0,

vilket ger oss tre l6sningar for y, ndmligen y = 0 och y = :i:%. Darmed har vi tre
stationédra punkter, namligen (0,0,0) och ($%, i%, ¥%)



For att bestamma deras karaktar berdknar vi dven de andra partiella derivatorna:

H::cl:c = H;/y = H;,z = 272(1371]4*2)2 Hg’c,y = Hgl;/z = 2(I7y+z)2 Ha/c/z = —2(x7y+z)2.

For punkten (0,0,0) &r den kvadratiska formen
Qo(h, k, £) = 2h% + 2k* 4 2(*

positivt definit och punkten &r dirmed en lokal minimipunkt. I punkterna (1,44, F1)
giller (x —y + 2)? = 1 och dirmed har bada punkterna samma kvadratiska fom

Q(h, k,£) = Ahk — 4h + AkL.

Den &r indefinit, ty t.ex.Q(h,k,0) = 4hk antar bade positiva och negativa vérden.
Punkterna ar darmed sadelpunkter.

H ir bade nedat och uppat obegrinsad, ty H(z,7,0) = 22 — oo, dd # — oo och
H(z,0,0) = 2% — 22* = 2%(1 — §2?) = —o0, dé z — 0.

Svar: (0,0,0) ar en lokal minimipunkt och (313%7 :I:%, :F%) ar sadelpunkter.

Varken minsta eller storsta varde antas.

(b) Ldt G vara en C3-funktion som har Taylorutvecklingen 1p
Glz,y) = (& —1) +y + (@ = 1>+ 4" + (@ = 1)* +4*)**B(z,y)

kring (1,0). Ar (1,0) en lokal minimipunkt for G2 Motivera ditt svar!
Fran Taylorutvecklingen kan vi avldsa G7,(1,0) = 1 (och dven G (1,0) = 1). Alltsa &r
(1,0) inte en stationdr punkt och kan darmed (ty G differentierbar) inte vara en lokal ex-
trempunkt.

. Avgdr om funktionen 6p

hw,y) = (z +y — 1) +0)

antar stérsta och minsta virde i D = {(x,y),x > 0,y > 0,2% +y* < 2} och bestim dessa i
sa fall.

Vi borjar med att konstatera att funktionen h dr kontinuerlig (faktiskt i hela R?). Omradet
D ir den delen av den 6ppna cirkelskivan med radie v/2 och medelpunkt i origo, som ligger
i den slutna forsta kvadranten. D &r alltsa begrdnsad, men inte sluten, dvs inte kompakt.

Vi ser dock att funktionen &r noll ldngs linjen ¥y = 1 —  och &r negativ i den kompakta
triangeln D_ := D = {(x,y),z > 0,y > 0,y < 1 — 2}, medan den &r positiv i resterande
delen av omradet D\ D_. Darmed antar h ett minsta virde i D_ som &ven ar minsta vérde
iD.

For att undersoka om h antar dven storsta varde kan vi anvanda oss av polara koordinater
och uppskatta

h(r cos @, rsin @) = (r(cos go—i—singo)—l)e?rz =(r QSin(a,o—i—Z)—l)e%2 < (\/i\/ﬁ—l)e%2 <et

dir vi ocksa vet att olikheten &r strikt, ty 7 < /2. I uppskattningens forsta steg har vi sett

att (for givet r blir funktionen storst ldngs linjen ¢ + 7, dvs o = y. Alltsa kollar vi h lings

denna linje mot randen av cirkelskivan, dvs lim h(z,z) = lim (22 — 1)e**” = ¢*. Da vet vi
r— r—r

4

att h antar virden godtyckligt nira e*, men & andra sidan har vi sett att h(x,y) < e*i D.

Alltsa finns inget storsta vérde.

Det aterstar nu att berdkna det minsta vardet. Vi borjar med att kolla stationdra punkter,
dvs ekvationssystemet

n, = )14 dp(r+y—1)=0
1o g2yt —
hy, = I+ dy(z+y—1)) =0.



Vi far = y och inséttning i t.ex. den forsta ekvationen ger ingen l6sning, dvs det finns inga
stationéira punkter. Sedan kollar vi randen av triangeln D_. Léngs linjestycket (¢, 0) for 0 <
t <1 far man (efter lite rdkning) en majlig inre punkt, ndmligen (%, 0) och av symmetriskél
dven (0, %) pa linjestycket pa y-axeln. Langs triangelns hypotenus &r funktionen 0. Vi masta
alltsa jamfora foljande varden

1 1 e

Minsta virdet ar da —1.

Svar: Minsta varde: -1, storsta virde saknas.

. Undersék om funktionen f(x,y) = x> +y? antar ett stérsta och/eller minsta virde lings den
givna kurvan.

(a) 2* +ay +y* =1 1p
(b) 2% + 122y +y* = 1. 1p
(¢) Vélj EN kurva, dvs antingen (a) eller (b), och ange for denna kurva stérsta och/eller

minsta varde (i fall de finns). 3p

Motiwera dina svar! Funktionen f &r kontinuerlig. En mojlighet ar att konstatera att bada
kurvor faktiskt ar kegelsnitt, antingen ellipser eller hyperbler. Genom kvadratkomplettering
kan vi avgora vilket fall intraffar.

(a) 2% + xy + y?> = 1 kan skrivas som 22 + xy +y? = (z + %)2 + %y2 = 1. Alltsa ar
kurvan en ellips, dvs sluten och begransad, och f antar bade storsta och minsta vérde
pa kurvan. (OBS i fall man inte kdnner igen att det handlar sig om en ellips ser man fran
kvadratkompletteringen i alla fall att kurvan &r begrdnsad, ty man far begrénsningar
3y2<loch(z+%)2<1)

(b) 22 + 12xy + y? = 1. kan skrivas som 22 + 12zy + y? = (z + 6y)? — 35y% = 1. Alltsa
ar kurvan en hyperbel. Eftersom den &r obegrinsad kommer f anta godtyckligt stora
véarden (f méter ju avstandet till origo i kvadrat) och inget storsta varde antas. Minsta
vardet antas dock, ty vi kan vélja en stor sluten cirkelskiva, da antar f minsta vardet
pa den slutna méngden som utgors av kurvan som ligger innanfor cirkelskivan. Detta
ar aven minsta virdet pa hela kurvan, ty funktionsviarden utanfér &r sikert storre an
cirkelskivans radie i kvadrat. (OBS: Aven hir kan man argumentera utan att kinna
igen hyperbeln, t.ex. genom att visa att for varje = finns det ett y, sadan att punkten
(x,y) ligger pa kurvan, dvs den &r obegréansad.)

Lp
(¢) For att berdkna minsta/storsta virdet kan vi anvénda oss av tva metoder, for omvéxlings
skull ange jag hér den ena for (a) och den andra for (b):

(a) Vi anviinder oss av Lagrangemultiplikatormetoden, dér alltsa f(z,y) = 22 + y* och
g(z,y) = 2% + 2y + y? — 1. Vi borjar med att kolla om det finns en singular punkt
pa kurvan. Den enda l6sningen till gradg = (22 + y, 2 + 2y) = (0,0) ar (0,0), men
9(0,0) # 0, dvs punkten ligger inte pa kurvan. Hjdlpfunktionen &r nu

H(z,y; \) =2 + 9> = ANa® +ay+y° — 1)
och vi far ekvationssystemet
H, = 2x—X2zx+y)=0
H?'/ = 2y—A2z+y)=0
samt
H,=—(*+ay+y?>—1).=0

Elimination av A ger (efter lite rdkning!) = = zy. I forsta fallet ger bivillkoret att

2% = % och dérmed funktionsvérdet %, medan det andra fallet ger 22 = 1 och déirmed

funktionsvirdet 2. Minsta vardet ar alltsa % och storsta vardet 2.



(b) Ett alternativ ar att anvéanda det nodvéandiga villkoret att gradf och gradg ska vara
parallella direkt med hjalp av determinanten, dvs vi har ekvationen

! !
A A 2z 2y -
det( q. g; = det 2%ty 2wty =0

Vi far igen 2% = 42, men nu leder enbart z = y till en 16sning, némligen 22 = -, medan
r = —y inte ger nagon l6sning. Minsta virdet ar alltsa %.
Svar: (a) Bade storsta och minsta virde antas (b) Endast minsta vérde antas

(¢) I (a) ér minsta vérde 2 och stérsta viirde 2. I (b) dr minsta virde 3.

5. Lés for x,y > 0 den partiella differentialekvationen 4p
oF oF
m% + ya—y =x
t.ex. genom att anvinda variabelbytet s = xy och t = %
Vi anvander de nya koordinaterna for att fa en differentialekvation for F (s,t) := F(x,y).

Att rékna om partiella derivatorna i de nya koordinaterna ger

- ~ 1
F, = F_-y+F -
Y

~ ~ —T

Differerentialekvationen blir da (efter lite rdkning)
1/t

oLt
S 2V s

Integration leder till

F(s,t) = Vst + ¢(t)

och darmed

x
dér ¢ ar en tillrdckligt manga ganger deriverbar funktion.

Svar: allménna 16sning F(z,y) = 2 + ¢(})
6. (a) Undersok om foljande serier dr konvergenta: 2p
1 n — 1
o Rz
Saetoy SISl Sy
n=1 n=1 n=1
(b) Undersck om den generaliserade integralen 2p

ooarctangc2d
- dx
o Tz

ar konvergent.

1
(a) Observera lim <=L =1.
n—r 00 n

For forsta serien ser vi dirfor att termerna n(ew — 1) — 1 da n — oo, dvs termerna gar
inte mot 0 och serien kan inte vara konvergent. For den andra och tredje serien kan vi
anvinda jamforelsekriteriet IT och jamfora med den konvergenta serien Y - ; # I bada fall
blir gransvéirdet 1 och serierna &r konvergenta. (OBS: For en fullstindig 16sning ska dessa
gransvérden beriknas!)



(b) Integralen &r generaliserad bade i © = 0 och vid oo och vi delar darfor integralen upp i
tva delar som understks var for sig:

/1 arctan z? d +/°° arctan x> d

——Fdx ——Fdx.

0 1‘2\/5 1 .'172\/.%

Maclaurinutvecklingen av arctanz? leder oss till att anvinda jaimforelsekriteriet IT och vi
beréknar

arctan >
2
lim Y — =1
—0 ——=
T + \/5

Eftersom den generaliserade integralen fol %dm ar konvergent ar enligt jamforelsesatsen
dven fol % dx konvergent.

I den andra integralen dr diremot —;'~ dominerande. Ty lim arctanz? = Z och igen
z2.\/x 2300 2

jamforelsekriteriet IT ger att d&ven den andra integralen ar konvergent, ty fol ﬁ dx ar kon-
vergent.

Svar: (a) divergetn, konvergent, konvergent (b) konvergent




