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Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

1.

sin(zy)

Besta ansvdardet i l 2 tt det int . 1
(a) Bestim gransvirde ﬁﬂljr};C>O 2y eller visa att det inte finns D
s
(b) Bestim gransvdirdet — lim 1211(ny eller visa att det inte finns. 1p
(z,y)=(0,0) T2 + ¥
(02
(¢) Bestim grdansvirdet M eller visa att det inte finns. 1p
(z,9)—(0,0) T2+ ¥y
(d) Fér vilket vdrde pa ¢ dar funktionen
sin(z%y)
— 0,0
g(@,y) = a2 442 (9) #
c z,y) = (0,0
kontinuerlig? 1p

Motivera dina svar!
sin(zy)
(a)

P sin(xy) - o ar en begrinsad funktion (nidmligen sin(ry)) ganger en
funktion som gar mot 0 (nimligen ———) da 22 +y? — oo. Alltsd &r  lim sin(zy) —0
x? +y? ' o2 4y? o0 T2 + 42
(2
(b) Om vi sétter z = y far vi Sl;(f - % da z — 0,
x
=in(0) sin(ay)

= 0. Alltsa kan lim inte finnas.

y? (2.9)~(0,0) 22 + 1
(¢) Om vi nu forsoker pa samma sétt som i (b) skulle vi fa samma grénsvérde i bada fall. Vi
sin(z2y) S (1"3 cos? psin gp)
kollar déarfér med poléra koordinater och far = som for bada
22 + 12 2
cos = 0 eller sin ¢ = 0 &r lika med noll. Annars kan vi forlanga och far

men om vi satter x = 0 sa far vi

i 3 2 i . .
sin (r cos? psin go) sin (3 cos? p sin ) .,
5 = - - cos” psinp - 7.
73 cos2 psin @

r

Nér r — 07 gar forsta faktorn mot 1 och ar darmed som andra faktorn begrinsad, medan
c (2
tredje faktorn, ndmligen r, gar mot 0, alltsa ar grénsvéardet i alla fall ~ lim M =0
(z,9)—(0,0) = +y
(d) ¢ =0, eftersom endast da galler  lim  g(z,y) = ¢(0,0).
(2,y)—(0,0)

Svar: (a) 0 (b) existerar ej (¢)0 (d) c=0.

. Bestdm alla stationdra punkter till funktionen 6p

F(z,y) = 32" — 62%y + 24> + 7

och avgor deras karaktdr.

Vi betraktar ekvationssystemet
F, =...= 12z(2>—y)=0
F, =...= 6(-2"+y*) =0

Den forsta ekvationen har tva olika fall, antingen z = 0 eller 22 = y. I forsta fallet, 2 = 0
ger den andra ekvationen dven y = 0. I andra fallet, 2 = y, blir den andra ekvationen



y> —y = 0. Det ger oss y = 1 och y = 0. Och dérmed har vi hittat tre stationira punkter,
namligen (0,0) och (£1,1).

For att bestamma deras karaktar berdknar vi dven de andra partiella derivatorna:
F), =362 —12y  F) =-12z  F, =12y
For punkten (1, 1) ar den kvadratiska formen
Q(h, k) = ... = 24h* — 24hk + 12k* = 24(h — k/2)* + 6k?,
medan for punkten (—1,1) dr den kvadratiska formen
Q(h, k) = ... = 24h* + 24hk + 12k* = 24(h + k/2)* + 6K2.

Bada kvadratiska former &r alltsd positivt definit och punkterna &ar darmed lokala min-
imipunkter.

I punkten (0,0) ddremot &r den kvadratiska formen identisk noll, dvs semidefinit och den
avgor inte karaktaren hos den stationidra punkten. Men om vi betraktar funktionen F' langs
y-axeln sa ser vi att F(0,y) = 2y® + 7 antar bade viirden som &r storre och viirden som #r
mindre dn 7 = F'(0,0). Punkten &r dédrmed en sadelpunkt.

Svar: (0,0) &r en sadelpunkt och (£1,1) &r lokala minimipunkter.

. Avgdr om funktionen 5p

Sy, ) = (1= a® = 2" = 3a%)er T H=
antar storsta och/eller minsta virde i R3 och bestim dessa i sd fall.

Vi observerar forst att f(x,0,0) = (1*1‘2)612 — —ooda x — oo, dvs. f ir ej nedat begrinsad
och saknar darmed minsta véarde.

Vidare kan vi konstatera att f(x,y,z) > 0 for alla punkter (x,y, z) som ligger i ellipsoiden
E :={(z,y,2) : 22 + 2y? + 322 < 1}. Eftersom E ir kompakt och f dr kontiniuerlig antar f
ett storsta virde pa E, som dven dr storsta virde av f i R3 ty f(x,vy,2) < 0 utanfor E.

Eftersom f &r noll pa randen av E antas storsta vérdet i det inre av F, ndrmare bestdmd i
en stationar punkt av f.

Vi betraktar alltsa ekvationssystemet

fLo=...= 2z(—2*—2y° - 32%)e” t T =
f,o=..= 2y(-1-2a"—2* - 3z2)e$2+y2+22 =0
o= = 2(—2—a2— 22 —322)e” TV =

Den andre och den tredje ekvationen implicerar direkt att y = O respektive z = 0. Da ger
férsta ekvationen att d&ven x = 0. Alltsa finns bara en stationdr punkt, ndmligen origo, som
dessutom ligger i E och storsta vardet ar f(0,0,0) = 1.

Svar: storsta viarde 1, minsta varde saknas.

. Undersék om funktionen h(x,y) = arctan(z? + y2) antar ett stérsta och/eller minsta véirde
lings kurvan 3 + y3 = % Bestam dem i forekommande fall. 5p

Kurvan &r obegrénsad, ty for varje zp € R finns det yo sadan att punkten (z yo) ligger pa
kurvan.

Funktionen h(z,y) = arctan(z?+y?) beror endast pa r = \/x2 + y2, dvs. avstandet till origo.
Dessutom é#r arctan(r?) en strikt viixande funktion (i variablen 7).

Om vi betraktar den slutna cirkelskivan B := {(x,y) : 22 + % < 1}, sa finns det sikert
punkter av kurvan i den. Skdrningen av kurvan med den slutna cirkelskivan &r alltsa icke-
tom och dessutom kompakt (ty kurvan &r sluten) och dérmed antar h ett minsta varde dér.



Pga. monotonin ar funktionsvéirdena inom B sidkert mindre &n utanfor B och minsta vardet
inom B ar alltsa minsta vardet pa hela kurvan.

Daremot finns inte storsta varde. Eftersom kurvan &r obegradnsad finns sdkert punkter
(Tnsyn) P& kurvan sadana att z7 + y2 — oo och darmed h(zy,yn) — 5, men for ingen
punkt (i hela planet) géller att h(z,y) = 7.

For att hitta minsta viardet undersoker vi punkterna dar grad h och grad g ar parallella (hér

betecknar g funktionen som beskriver bivillkoret, dvs g(z,y) = 2% + 3% — %)

2x 2
e
2y

= 0.
e W

Med lite omskrivning blir ekvationen

ry(y —z) =

Da far vi tre punkter pa kurvan (0, 211/6), (21%,0) och (%,%) Jamforelse av funk-

tionsvardena ger

™}

1 1 1
h(O, m) = h(m,o) = arctan(m)
h(L L) = arctan(1)
v2' V2l '

Eftersom arctan &r en strikt vixande funktion &r = arctan(zll/s) < arctan(1) och dérmed &r

minsta vardet arctan(zl%).

Svar: minsta varde arctan(zll/g ), storsta virde saknas.

. o g . s Pf L L
(a) Visa att for en C*-funktion f skrivs uttrycket x 922 + Qxyaxay +y a—yz 1 poldra
koordi d = = rsi 20°1
oordinater (dvs x = rcosp, y =rsingp) somr 52 3p
Tips: Det kan vara bra att borja med att berdkna derivatorna med avseende pa r.
(b) Lds (for r > 0) den partiella differentialekvationen 2p
0% f 0% f 0% f
2 2 2 2
2 = .
¥ o2 + xyaxﬁy +y oy? (@ +y)f

(a) Vi betraktar funktionen f(r,¢) := f(z,y) och beriiknar (enligt tipset) f..

o= fox 4 fy -y = fr-cosp+ f, -sing

/

fli = (fiy-cosg+ fl, -sing)cosp+ (fl, - cosp+ fl, -sing)sing
= fg/cx'COSZ<P+2f;y-singacos<p+f;y-sin2gp

Alltsa ar
2 62f 2 ¢l / 2 p1

(b) Differerentialekvationen blir da

32

P,

or?
som &r en linjar ekvation av andra ordningen med konstanta koefficienter. Den karakteristiska
ekvationen dr A\ — 1 = 0 med I6sningar A = £1. Och déirmed 4r den allminna lésningen

f(r,p) = A(p)e” + B(p)e™"



dér "konstanterna” A och B beror pa den andra variablen ¢. I de ursprungliga variablerna
x och y kan 16sningen skrivas som

o) = O(Z)e/F 4 p(E) 7,
Y Y
dar C och D ér tillrackligt manga ganger deriverbara funktioner. (OBS: % = cot ¢ och beror
alltsa endast pa ).

Svar: allménna l6sning f(z,y) = C’(%) eV@ty’ L D (%) e~ Vrity?
a) Undersok om foljande serier dr konvergenta: 3p
(a)
i (n!)? i Vn+1 i n — 50 (1)
2 2
n=1 (271)' n=1 n n=1 n
(b) For vilka virden pa « dr den generaliserade integralen 20p

/1 5 + arctan
——dx
0

./L:OL
konvergent? Motivera ditt svar!

(a) Den forsta serien ar konvergent enligt kvotkriteriet:

B (n+1)2 1
T @2n+2)(@2n+1) vy

Ap+41
Qn

For den andra serien kan vi anvanda ett av jamforelsekriterierna, t.ex. jamforelsekriteriet I:

\/n;&—l < \/2271:\/5_ ;l
n3/2

n n

0<

(oo} [ee]
. .. e . N
Eftersom serien ) —b= #r konvergent ér fiven den andra serien ) ¥ konvergent.

n=1 n=1 n’
Den tredje serien ar alternerande och vi forsoker anvanda Leibniz-kriteriet. Vi ser direkt
a, = ";—250 — 0 da n — oco. Dock kan vi konstatera att a,, > 0 endast for n > 50 och det

ar inte tydligt om f6ljden 4r monoton (som ocksa ar forutsittningar i Leibniz-kriteriet). En
mojlighet ar att undersoka differensen

n? +n — 50

n2(n+ 1)’

Ap —Ap41 = ... =

som &r alltsa positiv for tillrackligt stora n (Vi behover inte berdkna for vilka n). Da im-
plicerar Leibniz-kriteriet att dven den tredje serien ar konvergent.

(b) Den generaliserade integralen ar generaliserad endast i 0. Vi anvéander jamforelsekriteriet 1T

S5tarctanz
T _
—5— =5

T

lim
z—0t

for att konstatera att den generaliserade integralen i fraga &r konvergent precis om den
generaliserade integralen fol I% dx ar konvergent, vilket ar fallet precis om a < 1.

Svar: (a) konvergent, konvergent, konvergent (b) konvergent for v < 1, annars divergent




