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Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

1. Berakta funktionen f:R? — R:

2
y*(z —1)

55 (xy)# (1,0

Sy ={ G-rry CVELY

0 (z,y) = (1,0)
(a) Visa alt funktionen f dr kontinuerlig i hela sin definitionsmdngd. 2p
(b) I vilka punkter f dr partiellt deriverbar? 2p
(c¢) I vilka punkter f dr differentierbar? 1p

Till att borja med kan vi konstatera att funktionen ar en sammanséttning av differentierbara
funktioner utom i punkten (1,0) och &r differentierbar (och ddrmed &ven kontinuerlig och
partiellt deriverbar) i R\ (1,0). Vi behover alltsa endast undersoka (1, 0).

(a) Vi anvander poléara koordinater med center (1,0), dvs z = 1 + rcosp, y = rsing och
far
r2sin’ - rcos @

flz,y) = =rsin® pcosp — 0, da (z,y) = (1,0),

ty sin® ¢ cos ¢ Ar begrinsat och r — 0. Alltsa har vi fatt att

lim z,y) =0= f(1,0),
(m,y)q(l,o)f( y) f(1,0)

r2

dvs f &ar kontinuerlig &ven i (1,0).
(b) Vi ser direkt att f(1,y) = 0 for alla y och f(x,0) = 0 {or alla x. Alltsa finns de partiella
derivatorna i (1,0) och &ar lika med 0.

(¢) For att undersoka pa differentierbarhet kollar vi

F(L+hk) k2h
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Om vi sitter t.ex. h =k, ser vi att uttrycket vidare ar lika med 35 och dérmed inte
gar mot 0.

Svar: a) se ovan b) partiellt deriverbar i hela R ¢) differentierbar i R\ (1, 0).

2. (a) Avgor om funktionen [ fran uppgift ovan antar storsta och minsta virde i omradet 3 p

D = {(z,y) : lyl < V3a}.

(b) Bestim dessa extremvdrden i forekommande fall. 20p
22 (o .
(a) Vi ser forst att f(z,z) = (;7%2262 = 290‘"”23;_2‘211 vixer over alla grianser da x — oo.

(OBS: linjen (x,x) for « > 0 ligger i omradet D.) Déarmed finns inget storsta vérde.

Sen betraktar vi omradet D_ := {(z,y) € D, x < 1}. Omradet ar kompakt, funktionen
f ér kontinuerlig paA D_ (ty den ér kontinuerlig i hela R? enligt 1.(a)) . Dérfor antar f
minsta varde i D_. Men f pa D_ antar bara icke-positiva varden, medan pa D\ D_
ar vardena icke-negative. Alltsa &r minsta virdet pa D_ &ven minsta virde pa hela D.



(b) For att bestimma minsta virdet av f i D maste vi bestimma minsta vérdet av f i det
kompakta omradet D_. Vi borjar med att undersoka om det finns stationéra punkter
i det inre av D_. (OBS: Det inre av D_ innehaller inte punkten (1,0) och ddrmed &r
h differentierbar i det inre av D_.)
Vi far ekvationssystemet

2 Y —(z—1)°
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folz,y) = ...:WZO

Andra ekvationen ar uppfylld endast om antingen z = 1 eller y = 0. Forsta fallet kan
inte intréffa i det inre av D_, ty da a&r x < 1. Om y = 0 sa ar &ven forsta ekvationen
uppfylld och alla punkter pa stricken (z,0) med 0 < z < 1 &r stationfira punkter. I
dessa punkter dr dock h(z,0) = 0.

Det aterstar att kolla randen, som bestar av
i. striickan (1,y) for |y| < /3
ii. strickorna (z,4+/3z) for 0 <z < 1.
Léngs strackan (1,y) ar h(1,y) = 0.
Lings striickorna (x, £+/3x) underséker vi hjilpfunktionen

folz,y) =

3(x3 —a?) .
Derivatan blir H'(z) = ... = M%(le?’ — 422 + 5z — 2). Vikan gissa ett nollstiille
T = % och polynomdivision visar att det inte finns andra nollstallen i intervallet. Efter-
som H(%) =...= —% ar sammanlagt minsta virdet av f i D_, och ddrmed &ven i D,
lika med —32.
Svar: a) inget storsta virde, men minsta virde b) minsta varde ar —%.
. Bestam for varje virde pa o € R alla stationdra punkter till funktionen 5p
g(x,y) =10+ 2° +y° — 3axy
och avgor deras karaktdr.
Vi betraktar ekvationssystemet
(I) g, = ...=3@x*-ay)=0
(II1) g, = ...=301"—ay) =0

I fall att a # 0 kan vi 16sa ut y ur forsta ekvationen y = %2 Andra ekvationen blir da - efter
lite omskrivning - z(2® — @®) = 0. Den har lésningarna x = 0 och z = . Dvs vi har fatt
stationéra punkterna (0,0) och (a,«). For att bestimma deras karaktéar berdknar vi dven

de andra partiella derivatorna:

9ow =62 gy, =gy, =-3a g, =6y

I punkten (0,0) &r den kvadratiska formen Q(h, k) = —6ahk och alltsa indefinit (ty a # 0).
Dérmed ar (0,0) en sadelpunkt.

Fér punkten (o, a) ér den kvadratiska formen Q(h, k) = ... = 6a((h — 3k)* + %2k*. For
a > 0 &ar den positivt definit och punkten &r dérmed en lokal minimipunkt, medan for for
a < 0 ar den negativt definit och punkten darmed en lokal maximipunkt.

I fall att o =0 far vi bara en enda stationdr punkt, ndmligen (0,0). Alla andra derivator
forsvinner och darmed &ar den kvadratiska formen bara semidefinit och avgor inte punktens
karaktir. Men vi kan observera att g(0,0) = 10 medan g(¢,0) = 10 + t> antar bade virden




som &r storre och som ar mindre &n 10 (i varje omgivning av ¢t = 0). Déarmed ar (0,0) en
sadelpunkt.

Svar: (0,0) &r alltid en saddelpunkt.
I fall @ > 0 finns dessutom den lokala minimipunkten (o, ) och i fall & < 0 &r (o, ) en lokal maximipunkt.

. Motivera varfor funktionen h(w,y,z) = 2% — y? + z antar ett storsta och ett minsta virde pd
ytan 2 + y% + 22 = 4 samt bestim dessa. 5p

Eftersom sfiren 22 + y? + 22 = 4 &r kompakt och funktionen h ar kontinuerlig, si antar h
storsta och minsta vérde pa sfaren. Vi anvéinder methoden med Langrange-multiplikator och
infor hjalpfunktionen

F(z,y,z:\) =2 —y? + 2 = MNa? + > + 22 — 4).

Partiell derivering ger foljande ekvationssystem

20 — 22\ =
—2y—2y\ =
1—-2z\ =

samt
2?2+ P 422 =4

Eller pa ekvivalent form
z(1-=X) =

y(1+A)
1—-2z2\ =

I
o o o

samt fortfarande
22+ P 422 =4
Fran den forsta ekvationen for vi antingen z = 0 eller A = 1.

Ifall z =0 &r (i den andra ekvationen) antingen y = 0 och dédrmed (fran bivillkoret) z = £2
eller A = —1 och dérmed frén tredje ekvationen z = —3 och (fran bivillkoret) y* = 12.
Motsvarande funktionsvarden &r 2 och —1?7.

Ifall A\ =1 far viy = 0 och z = % och (fran bivillkoret) 2? = 13, dar funktionsvéirdet blir 1T.

Svar: Minsta véarde —1?7 och storsta varde 1?7.
. Los foljande partiella differentialekvation for funktionen F(x,y) op
OF OF
— +2z— =F
or oy
t.ex. genom variabelbytet
u = x
v o= y—a?

Bestam dven losningen som uppfyller F(x,0) = et for alla x € R.
Vi anvinder de nya koordinaterna fér att fa en differentialekvation for F(u,v) := F(z,y).
Att rdkna om partiella derivatorna i de nya koordinaterna ger

F, = F -1+F)-(—2x)

F; = FY.1

Differerentialekvationen blir da

F =F.



Detta #r en linjar forsta ordningsdifferentialekvation (i variablen u), som har 16sningen

F(u,v) = C(v) - e*, dér ”konstanten” C' &r en tillrdckligt manga ganger deriverbar funk-
tion i den andra variablen v. Dérmed far vi den allménna l6sningen
F(z,y) = C(y —*) - €".
For den speciella 16sningen géaller da
F(2,0) = C(—2%)-e” = et
och darmed C(t) = e~ .

Svar: Den allminna losningen ér F(x,y) = C(y — 22) - €®.

Losningen som aven uppfyller det ytterligare villkoret dr F(x,y) = eyt +a,

6. (a) i. For vilka virden pa 8 > 0 dr serien 2p
B
=P+ 3
konvergent?
ii. Ar serien 1p
o 2
2
St
— n?+3
konvergent?
(b) Ar foljande generaliserade integral konvergent eller divergent? 20p

1 —cosz
/ ————dx
o 25/2

(a) 1. Serien dr en positiv serie och vi anvander jamforelsekriteriet 1T

nz+2 +2
3 2 o
L AP i~ — 1, dan — oo.
n- 1 2
nB nB
[ee] 2 (oo} 1
o Lo . n?
Alltsa har serien i fraga samma konvergensbeteende som serien 21 = Zl Pl
n—= n—=

Den &r konvergent precis om exponenten g — 2 > 1.

n n242
n243

o0
ii. Termerna i serien »_ (—1)
n=1

(b) Integralen &r generaliserad bade i £ = 0 och vid oo och vi delar darfér upp integralen i

3 s}
1—cosx 1—cosx
/0 2 dr + /3 5z dx.

For det forsta integral utvecklar vi integranden

gar inte mot 0, alltsa kan serien ej konvergera.

1—cosz 1—(1—§+O(m4)) 1
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+0(2%/?).

Genom att anvénda jamforelsekriteriet II och t.ex. funktionen %%/2 ser vi att den forsta
generaliserade integralen dr konvergent, ty f03 230%/2 dx ar konvergent.
For den andra integralen kan vi t.ex. uppskatta integranden

2
= 5/2°

1—cosx
25/2

Eftersom f3°° # dx ar konvergent ar enligt jamforelsekriteriet I &ven den andra inte-
gralen ovan konvergent.

Svar: (a) i. konvergent for 5 > 3. ii. divergent. (b) konvergent




