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Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

1. Betrakta funktionen g :R? — R:
3

7y
— (x,y 0,0
gay) =1 B (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)
(a) Visa att grinsvirdet — lim  g(x,y) inte finns. 1p
(2,y)—(0,0)
(b) Ar g partiellt deriverbar i origo? 20p
(¢c) Tillhér g klassen C(R?)? 2p
Motivera dina svar!
(a) Vi ser att t.ex. g(t,0) =0 for alla ¢, medan g(¢t,t%) = ... = 1 for alla t # 0, alltsé kan

gransvirdet inte finnas.

(b) Vikollar direkt definitionen. Da ser vi att lim M = 0 och lim M =0
h—0 h—0

och dérmed &r g partiellt deriverbar i origo.

(c) Eftersom gransvérdet i (a) inte existerar kan funktionen g inte vara kontinuerlig i origo.
vilket dven innebér att g inte tillhér klassen C(R?).

Svar: a) se ovan b) ja c) nej.

2. Avgor om F(z,y) = % antar storsta och/eller minsta virde i mangden D och
bestam dessa extremuvdrden i f??)'rekommande fall.
(a) D={(x,y) : 2* +y* > 1} 3p
(b) D =R*\{(0,0)} 2p

2+ 1

Vi konstaterar forst att F(x,y) > 0 samt att t.ex. lim F(z,0) = lim = 0. Alltsa
Tr—r0o0 Tr—r00

ar alla funktionsvarden strikt storre dn noll, men det finns funktionsviarden godtyckligt nara
noll. Dvs F' har i bada fall inget minsta vérde.

Nér vi tittar pa funktionen sa verkar det som att i fallet (a) &r funktionen begrénsad och blir
liten for punkter langt bort fran origo, medan i (b) verkar den vara obegrédnsad. Pga denna
férmodan blir strategin att understka angaende maximum olika i (a) respektive (b).

(a) Vi borjar med att berdkna lim F(x,y). Det kan vi gora pa olika sétt, t.ex. med

(z,y)—o0
poléara koordinater
2 1 1 1 1
1 L+L L +4
0 < F(rcosg,rsingp) = 1 Z + — T = ... = T21 .T; §T21T4%0.
r4(cos? ¢ + sin® @) 1 — 5sin”2p 5

Alltsa har vi h)m F(z,y) = 0 och darmed finns till varje € > 0 ett tal R sadan att
(x,y)—o0
F(xz,y) < e for alla (z,y) med /22 + y? > R. For att kunna gora ett lampligt val av e
kollar vi stationéira punkter i D samt funktionsvérden pa randen 22 +y? = 1. Vi borjar
med stationéra punkter. Vi far ekvationssystemet
2 4 4 2 2 1)4 3
Flloy) = z(x +y)4(x +y* + )4z _o.
(z* +y*)?

4 .4
+y) — ( +y +1)4y°
F! _ Wl =0.




Multiplikation av den forsta ekvationen med y och den andra med x samt subtraktion
leder till
(¢ +y* + 1)’y — day’) =0,

och diarmed xy(x? — y?) = 0. Insiittning i t.ex. den forsta ekvationen visar att x = 0
skulle leda till y = 0, liksom y = 0 till x = 0. Men eftersom (0,0) inte ligger i
definitionsomradet ger det ingen l6sning. Men dven 2 = y? leder till samma punkt
(maste visas!) och ddrmed finns inga stationdra punkter.

2

— i Derivering ger
Cos* @ +sIn” @

Pa randen har vi h(y) := F(cos ¢, sinp) =

W)= ... = 8singocos @(sin? ¢ — cos? )

(cos? @ 4 sin® )2

I punkterna dér derivatan forsvinner far vi féljande funktionsvéirden: Om sin p = 0 eller
cos ¢ = 0 blir funktionsviirdet 2, om diiremot sin® ¢ = cos? ¢ s ir sin® ¢ = cos? p = %
och dirmed funktionsvirdet 4.

Om vi nu t.ex. viljer e = 1 s& vet vi enligt ovan att det finns R sadan att F(z,y) < %

i omradet z2 + y? > R%. Men omradet 1 < 22 4+ y2 < R? &r kompakt och darfor antar
den kontinuerliga funktionen F' sékert ett storsta viarde dér. Detta vérde &r (enligt vara
berdkningar ovan) lika med 4, som dérmed &r storsta virdet i hela D.

(b) Om D = R%\ {(0,0)} sa ligger t.ex. punkterna (0,t) for t # 0 inom D. Eftersom
F(0,t) = tiirl vixer over alla grinser da ¢t — 0 &r F obegrinsad och saknar storsta
varde.

Svar: a) minsta virde saknas, storsta varde 4  b) storsta och minsta vérde saknas.

. Bestdm for varje varde pa o € R alla stationdra punkter till funktionen op
f(z,y) = 223 — 602y + 3a3y*

och avgor deras karaktar.

Vi betraktar ekvationssystemet

() f. = ...=6(x*—-a**) =0
11 f, = ...=12%y(-z+ay’) =0

I andra ekvationen har vi tre fall: o = 0, y = 0 eller x = ay?.

a = 0 ger i forsta ekvationen x = 0 och dérmed &r alla punkter (0,¢) for ¢ € R stationéra
punkter.

y = 0 implicerar d&ven x = 0 och dérmed &ar (0,0) en stationir punkt for alla a.

x = ay? leder till y?(y? — 1) = 0. Eftersom y = 0 redan diskuterades kan vi dra slutsatsen
att y = +1. I bada fall far vi da = . Vi far tva stationéra punkter (o, £1).

For att bestdmma karaktar hos de stationdra punkterna berdknar vi &ven de andra partiella
derivatorna:

Gl =12¢ Gy, =G, =-12"y G, =—-120z+3-12a°)>.

I punkten (0,0) forsvinner alla andra derivator, och ddrmed &r den kvadratiska formen bara
semidefinit och avgor inte punktens karaktir. Men vi kan observera att G(0,0) = 0 och att
G(t,0) = 2t3 antar bade virden som &r storre och som #ar mindre &n 0 (i varje omgivning av
t = 0). Déarmed &r for alla varden pa « punkten (0,0) en sadelpunkt.

Fér punkten (o, +) dr den kvadratiska formen Q(h, k) = ... = 12a((h £ ak)? + o?k?). For
a > 0 ar den positivt definit och punkterna ar ddrmed en lokala minimipunkter, medan for
for v < 0 &r den negativt definit och punkterna darmed lokala maximipunkter.



4.

o.

I fall att @ =0 far vi en hel linje av stationira punkter, namligen (0,¢). I en sddan punkt
ar funktionsviirdet G(0,t) = 0 men G(z,t) = 223 kan antar positiva virden for & > 0 och
negativa for £ < 0 och dérmed &r alla dessa punkter saddelpunkter.

Svar: (0,0) ar alltid en saddelpunkt.
Om « > 0 finns dessutom de lokala minimipunkter (o, +1)

om « < 0 dr de lokala maximipunkter (o, £1).

om « = 0 bestar hela y-axeln av sadelpunkter.

(a) Avgor om funktionen h(w,y) = xy pd kurvan 2 + 2xy + 4y? = 3 med y > 0 har storsta
och/eller minsta virde, och bestim dessa i sa fall. 4p

(b) Vilka virden antar funktionen H(x,y) = arctan(zy) pd kurvan z% + 2zy + 4y® = 3 med
y > 02 Anvand dina resultat fran deluppgift (a) och motivera ditt svar ordentligt! 1 p

(a) Kurvan ér en sluten méngd, genom kvadratkomplettering ser vi att kurvan kan skrivas
pa formen (z + y)? + 3y?> = 3, dvs kurvan ir begriinsad, och dirmed kompakt. Da
funktionen A &r kontinuerlig, sa antar h storsta och minsta varde pa kurvan . Eftersom
funktionen #r kontinuerlig i R? och #ven bivillkoret #r given av en kontinuerlig funk-
tion med Oppen definitionsméngd, sa maste extrempunkterna uppfylla det nédvéandiga
villkoret att gradienten av i och gradienten av funktionen som ger bivillkoret &r linjért
beroende i dessa punkter eller sa ar de randpunkter till kurvan. Forst betraktar vi alltsa
ekvationssystemet

y 2r+42y\ 2 9,2 —
det(x 2x—|—8y>_0 samt (x +y)° + 3y° = 3.

Berikning av determinanten ger 4y? — 22 = 0, dvs = £2y. Insittning i bivillkoret ger
(obs hér hoppar jag over berdkningen!) tva punkter:

(-v3 7). .y

som ger funktionsvirdena —% och % Dartill kommer kurvans randpunkter dar y = 0.

Dessa #r (£v/3,0) som ger funktionsvirdet 0.

(b) Kurvan ar bagvis sammanhéngande och funktionen &r kontinuerlig, alltsa antar funktio-

nen h i (a) alla véirden mellan sitt minsta véirde och sitt storsta vérde, dvs virdeméangden
&r intervallet [—2, 2]. Eftersom arctan ér kontinuerlig och viixande antar da H pa kur-

van alla viirden i intervallet [— arctan(2), arctan(3)].

Svar: (a) Minsta virde —3, storsta viirde 5. (b) intervallet [— arctan(2), arctan(4)].

(a) Lat funktionen G € C3(R?) vara en funktion som har foljande Taylorutveckling kring
punkten (1,—2)

3
2

G(z,y) = 7—|—2(x—1)+3(y+2)+% (—8(1:—1)2—12(5c—1)(y+2)+(y+2)2)+((x—1)2+(y+2)2) B(z,y),

dar B dr begransad i en omgivning av (1,—2). 3p
i. Ange G(1,-2) och G',(1,-2).
ii. Ange tangentplanet till grafen till G ¢ punkten (1,—2,G(1,—2)). Gar tangentplanet
genom origo?
iii. I vilken riktningen vdzer funktionen snabbast i punkten (1,—2)?
w. Rdcker informationen ovan for att ange funktionsvirdet av G i punkten (%, —%) 7
Om ja, ange det! Om nej, forklara varfor inte.
(b) Ange en méingd M C R? som har foljande egenskaper: M dr varken dppen eller sluten,
M dr obegrdnsad och ej bagvis sammanhdngande. Forklara dven varfér din mdangd har
dessa egenskaper! 2p



(a) i. Vikan lésa av funktionsvéirdet och den partiella derivatan fran Taylorutvecklingen:
G(1,-2) =T och G/,(1,-2) = 2.

ii. Tangentplanet till grafen till G i punkten (1,—2,G(1,—2)) har ekvationen z =

T+2(x—1)+3(y+2). Origo ligger dock inte pa planet, ty 0 # 7+2(0—1)+3(0+2).

iii. Funktionen véxer snabbast i grandientens riktning, vilken i punkt (1, —2) ar (2, 3).

iv. Nej, formationen ovan racker inte for att ange funktionsvardet av G i punkten
(15, —2%)? Vi bara vet att B ér begrénsad, men vi vet inte hur stor den &r i

punkten i fraga.

(b) Ett exempel pa en sddan méngd ar M := {(x,y) : « > 2} U {(0,8)}. Méangden bestar
av alla punkter som ligger hoger om linjen x = 2 samt den enskilde punkten (0,8).
Hela linjen = = 2 bestar av randpunkter som dock inte tillhor méngden, alltsa ar den
ej sluten. Punkten (0, 8) &r ocksa en randpunkt, den tillhér méngden, som dédrmed inte
heller 4r 6ppen. M &r obegrdnsad, ty t.ex. alla punkter av formen (¢,0) med ¢ > 2
tillhér mangden, dvs punkter med godtyckligt stor avstand till origo. Mangden &ar ej
bagvis sammanhéngande, ty det inte gar att binda samman punkten (0,8) med nagon
av de andra punkterna med en kurva som helt ligger i M.

6. (a) Awvgor for var och en av foljande serier om den dr absolutkonvergent, betingat konvergent
eller divergent:
[ele] ’fln
7. —
n=1 n!
00 (_

)n
n=1 (1 + %)nz

X (=)
114 n{:l 2100
00 —1)"
(b) Nagon sdger: Jag pastar att serien Yy sin (( 2) > dar konvergent eftersom
n=1 n
sin ((_1) )
: n?
i gy = b
n2

Ar det korrekt? Om ja, fortydliga argumentet, dvs ange vilken sats eller vilka satser
som anvdinds. Om nej, gor ett korrekt resonemang.

(n+1)(”+1)
a) 1. Genom att anvanda kvotkriteriet ser vi a %:...zl—i—l”—>e>1
G tt da kvotkriteriet ot | —t D 1
nl

och darmed att serien ar divergent.

n" n!
Alternativt kunde vi t.ex. genom uppskattningen — > - = 1 kunnat se att

n n

termerna inte gar mot noll och dven sa kunnat konstatera att serien &r divergent.

il. Vi amnar anvanda rotkriteriet och kollar darfor

(="
(1+ L)

= 1 —>1<1
S+ e T

n

Alltsa ar serien absolut konvergent.

iii. Vi kollar forutsattningarna for Leibniz-kriterium. Termerna ﬁ gar mot 0,
n

men vi ser inte direkt om f6ljden dr monoton. Darfor infor vi hjalpfunktionen

t
h(t) = ———
®) t2 4+ 100



och deriverar den med avseende pa t. Da far vi h/'(t) = ... = %. For ¢t > 10

ar alltsa h, och ddarmed &ven foljden i fraga, strangt avtagande. Detta ar tillrackligt
for att kunna anviénda Leibnitzkriteriet och vi far att serien ar konvergent. For

o0
att kolla om den &ven &r absolut konvergent undersoker vi > " Viser
n=1 n? + 100
n
n? + 100 . . R I
dock t.ex. 1 1 och da har serien, enligt jamforelsekriteriet II samma
n

> 1
konvergensbeteende som serien Y. —, dvs den &ar divergent.
n=1

(b) Argumentet ar inte korrekt, ty jamforelsekriterierna far anvindas enbart f6r positiva

LS 1 > 1
serier. I detta fall kan man istéllet jamfora serien ) sin <2> med serien ) —, dvs
n n

n=1 n=1
. 1
' Sin ﬁ
o — =1L
n?

-nH" 1
Men eftersom sin (( 2) ) = (—1)"sin (2> far vi sa att den ursprungliga serien &r
n n

absolut konvergent.
Svar: (a) divergent, absolut konvergent, betingat konvergent (b) se ovan.




