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Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!
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1. Betrakta funktionen g : R?\ {(0,0)} — R : g(z,y) = arctan 5p

(a) Undersdk om gransvirdet ( %im(o O)g(:c,y) finns och bestdm det i forekommande fall.
I7y - 9

(b) Undersck om grinsvdrdet lim  g(z,y) finns och bestam det i forekommande fall.
z24+y%—o0

(¢) Ange en kurva, sadan att funktionen g ar konstant lings kurvan (med enda eventuella
undantag att funktionen inte dr definierad i origo).

Vi borjar med att skriva om funktionen i polara koordinater

. 1 .
g(rcosp,rsing) = ... = arctan (= (cos ¢ + sin ¢))
r
(a) Om r — 0 ser vi fran omskrivningen ovan att grénsvirdet beror pa riktningen ¢.
Speciellt ser vi t.ex.

1 0
I — i ST —t) =i -
IH1%1+g(0, t) Jm arctan = lim g(t,—t) im arctan0 = 0,
dvs lim T finns inte.
" =007 (=.9) 1
Kommentar: tliI(I)l g(0,t) = limy_,0— arctan% = —7 skulle ge dnnu ett annat vérde.
o

(b) T omskrivningen ovan ar cos ¢ + sin ¢ begrinsad och darmed lim  g(z,y) = 0, ty
z2+y2—o0

% — 0, funktionen arctan ar kontinuerlig och arctan 0 = 0.

(¢) Vi ser direkt att funktionen g &r konstant lika med 0 ldngs den rita linjen x + y = 0.
Om vi vill &ven se andra kurvor satter vi % = C. Om C = 0 ar det precis linjen
€T )

2

innan, annars far vi x* — %w +y? - %y = 0. Genom kvadratkompletteringen far vi

Lo Lo 1

dvs cirklar med medelpunkt pa forsta medianen och som gar genom origo. OBS gransfallet
da radien véaxer over alla granser utgors av den rita linjen z 4+ y = 0.

Svar: a) gransvirdet existerar ej b) 0 c) tex. y = —ux.
22 4+y? —4
2. Avgor om funktionen G(z,y) = m antar storsta och/eller minsta virde i mdngden
D :={(x,y) : |y| < 1} och bestim dessa extremvdrden i forekommande fall. 5p

Vi ser direkt att funktionen &r begransad, ty

4yt -4 2?4541

G(z,y) = < =
() x2+5y24+1 22452 +1
: . - .’ —4 . ,
Vi har alltsa G(z,y) < 1 men ocksa lim G(x,0) = lim — = 1. Dérmed antar G inte

nagot storsta virde.

Vi konstaterar att funktion G &r noll lings den delen av cirkellinjen 22 + y? = 4 som ligger
innanfor remsan |y| < 1. Pa omradet D_ := {(z,y) : |y| < 1, 2% + y?® < 4} &r funktionen
icke-positiv, och utanfér D_ positiv. Funktionen &ar kontinuerlig och antar darfér ett minsta



varde pa det kompakta omradet D_, som dr mindre dn noll och darmed dven minsta vardet
av G pa hela omradet D.

For att bestdmma minsta vardet borjar vi med att kolla eventuella stationdra punkter i det
inre av D_. Vi far ekvationssystemet

, B o 2z(4y*+5)
Gi(z,y) = '”7—(&724—5?]2—1—1)270

2y(—422 4 21
G oy = .. =yt +2)
Y (x2 4+ 5y2 +1)2
Fran den forsta ekvationen ser vi direkt att © = 0 och darmed pga den andra ekvationen
aven y = 0. Den enda stationéra punkten &r alltsa origo.

Randen av D_ bestar av tva cirkelbagar, samt tva striackor med y = £1. Léngs cirkelbagarna
ar funktionen noll. Vi kollar alltsa langs strickorna (¢, 4+1) da grianserna for ¢ fas genom att
beriikna skirningspunkterna mellan cirkeln 22 + y? = 4 och linjen y = 1 (for y = —1 blir det
samma grinser). Vi far da 2 = 4+v/3. Alltsa betraktar vi hjialpfunktionen

z? -3 9
h(t) := +1) = =1- —-V3<t< V3.
(t) = gle, £1) = "5 oy V3<t<V3
. . 1e gy 9-2x . . . ..
Derivatan blir da h/(t) = ————5, och den &r noll precis om z = 0. For att far minsta
(o2 + )2
vardet maste vi alltsa jamfora
1
9(0,0)=~4  h(0) =3 h(+V3,+1) = 0.
Svar: minsta virde —4 storsta virde finns ej.
. Betrakta funktionen op

flzyy,2) = ln(x2 +9% + 222) + xy.

Bestam alla stationdra punkter till f och avgor deras karaktir.

Vi konstaterar att funktionen f &r definierad for alla punkter i R® utom origo (0,0, 0) och
betraktar ekvationssystemet

2x

! p— ———————————————— =

fa: - $2+y2+222+y 0
2y

/ p— —————————————— P

fy = x2+y2+222+x 0
4z

!

i A—
fz x2+y2+222

Fran den tredje ekvationen ser vi direkt att z = 0, da blir de forsta tva ekvationer

2x
) ——— = 0
() x2+y2+y

2y
17 = 0.

Om vi multiplicera den forsta ekvationen med y och den andre med —x och addera dessa tva
far vi

2
dvs y = x eller y = —x. I forsta fallet ger den forsta ekvationen 2—562 +x=0eller 1 +22=0
x

som inte har nagra (reella) 16sningar. I andra fallet ddremot far vi 1 + 2% = 0, dvs z = £1.
Vi har alltsa tva stationdra punkter (1,—1,0) och (—1,1,0).



For att bestdmma karaktar hos de stationdra punkterna berdknar vi dven de andra partiella
derivatorna:

—z2 4% 4222 —4x —8xz
fro=-..=2 2 éj 2)2 fﬂgy: 2 2 z 5z T 1 fiz = 2 2 22

(22 +y? + 222) (22 + y? + 222) (22 + y? + 222)
b 2t —yP 222 - —8yz v a4yt —222
yy = IV v = T3 5 o 33 ==

(22 +y? +222)2 (22 +y? + 222)2 (22 + 92 +222)%

For bada stationdra punkter dr da den kvadratiska formen
Qh,k,l)=0-h>+0-k>40-£242-2-hk+0-hl +0-kl = 4hk + 202,

som ir indefinit. Det ser man t.ex. genom att titta pa Q(¢,t,0) = 4t> och Q(t, —t,0) = —4t?,
dvs @ antar bade positiva och negativa virden.

Svar: De stationéra punkterna (1,—1,0) och (—1,1,0) &r bade sadelpunkter.

. Betrakta funktionen h(z,y) = x* + y*. 5p

(a) Avgor om funktionen h antar pd kurvan x® + 6xy + y> = 2 storsta och/eller minsta
varde, och bestam dessa i forekommande fall.

(b) For vilka virden pd o € R dr funktionen h pd kurvan 2? + 2axy + y* = 2 begrinsad?

(a) Kurvan kan skrivas pa formen (z + 3y)? — 8y? = 2 (ses genom kvadratkomplettering)
och ar darmed obegrédnsad (den &r en hyperbel, eller sa ser man att for varje godtyckligt
stor virde pa y kan man losa ut z, dvs kurven innehaller punkter med godtyckligt stor y-
koordinat). Dérfor #r dven funktionen h(z,y) = x* + y* obegrinsad pa kurvan och antar
dérmed inget storsta viarde. Daremot antar funktionen ett minsta varde, ty vi kan inskrénka
oss pa t.ex. en kompakt cirkelskiva med tillrackligt stor radie. Snittet med kurvan &r en
kompakt méngd och ty h dr kontinuerlig antar den ett minsta varde dar. Om vi véljer radien
tillréckligt stor blir det &ven minsta virdet for A pa hela kurvan.

For att berdkna vérdet kollar vi det nddvéandiga villkoret:

2z +6y 4%\

Faktorisering (efter lite rdkning) ger ekvationen
8(y — z)(y + 2)(32% + 3y* + xy) = 0

Vi har antingen y = z eller y = —x. Den sista faktorn ar lika med 3(z + %)2 + %y% den ar
noll precis om y = och z = 0, men origo ligger inte pa kurvan. Alltsa har vi tva fall:

Fall 1: y = x Genom att stoppa in det i kurvans ekvationen far vi (efter lite rdkning) tva
méjliga minimi-punkter (3, —3) och (-1, 1).
Fall 2: y = —x Det finns inga punkter som uppfyller kurvans ekvation (om man stopp in far
man —2x2 = 1, som inte har en reell 16sning).

Eftersom h(3,—3) = h(—3, %) = § dr detta alltsé minsta vérdet.

(b) Vi skriver kurvans ekvation om till (z +ay)?+ (1 —a?)y? = 2 (med hjilp av kvadratkom-
plettering) och har olika fall:

Fér a? < 1 &r kurvan begrinsad (en ellips), och dirmed kompakt, den kontinuerliga funk-
tionen h antar ddrmed storsta och minsta véarde och &r alltsa begrénsad.

Fér o? > 1 innehéller kurvan som i (a) punkter med godtyckligt stora y-koordinater och
darmed &r h obegransad.

For a® = 1 bestar kurvan av tva parallella linjer som &ven i detta fall innehaller punkter
med godtyckligt stora koordinater och darfor &r h ej begransad.

Svar: (a) Minsta viirde 3, storsta viirde finns ¢j.  (b) =1 < < 1.




5. Bestim alla C?-funktioner F som uppfyller differentialekvationen op

0*F 1 0°F 1 OF 5
e 1
o0x2  4y? 0y?  4y3 Oy

i omrddet y > 0, t.ex. genom att inféra de nya variablerna s = x +y* och t = x — y>.

Vi anvénder de nya koordinaterna for att fa en differentialekvation for F (s,t) := F(z,y).
Att rékna om partiella derivatorna i de nya koordinaterna ger

Fl, = Fl+2F,+F
F = 2 F — 2yF/
F), = 2F,—2F +4y*(F, - 2F!, + F};).

Differerentialekvationen blir da 4F”; = 16y* och diirmed
F, ’; = 2s — 2.

Integration leder till B
F(s,t) = s* — st> + h(z + y*) + g(t)

och darmed
F(z,y) =2y*(2" — y") + h(z + 4°) + g(z — v°),

dér h och g ar tillrdackligt manga ganger deriverbara funktioner.

6. (a) Avgér for var och en av foljande serier om den dr absolutkonvergent, betingat konvergent

eller divergent: 3p
oo oo
z:: n2 + 400 z:: n4 + 400
(b) Avgor for var och en av foljande generaliserade integraler om den dr konvergent eller
divergent: 2p
® sin x ® sin x
t t
arctan(es"®) i arctan(e )dx.

Vi@ + 1) J Ve =)

(a) Vi kollar forst med hjélp av jamforelsekriteriet IT om den forsta serien &r absolut konver-
gent. Eftersom

n
2
K +1400—>17 dan— oo
n

n > 1
—— — samma konvergensbeteende som —, dvs den ar divergent. Vi
n? 1 400 8 Zin ®

kollar om serien ar betingat konvergent med hjalp av Leibniz-kriteriet. Termerna

har serien Z

n
n? + 400
gar mot 0, men vi ser inte direkt om f6ljden &r monoton. Darfor infor vi hjalpfunktionen

4
h(t) = —
®) 2 + 400
och deriverar den med avseende pa ¢. Da far vi h/(t) = ... = %. For ¢ > 20 ar alltsa

h, och darmed &ven foljden i fraga, strangt avtagande. Detta &r tillrackligt for att kunna
anvénda Leibnitzkriteriet och vi far att serien &r konvergent.



n
. . . . . nd + 400 . .
For den andra serien anvéander vi igen JFK II och da -1 1 &r serien absolut
nd
konvergent.

(b) Den forsta integralen &r generaliserad i 0 och co. Vi delar darfor upp integralen som

1 _ oo .
arctan(e™?®) arctan(e®"?)

-~ 7 —  ~  Jdx

) Ve T Va@ )
arctan(es" %)
VA2 )

N
11

konvergent enligt jamforelsekriteriet II, ty integralen [ —=dx &r konvergent. For den hoger

o vV

t sin x 1
ar\cf?nQ(e—i_l)) < g—Q och ser darmed
z(x T

o0

For den vanster integralen ser vi lim

= arctan(e) > 0 och den &r dérmed
t—0+

integralen uppskattar vi integranden for x > 1 med 0 <

att integralen &r konvergent enligt JFK I, ty integralen [ —dz ar konvergent.
1 x

1
Den andre integralen ar dven generaliserad i * = 1. Dér beter sig integranden som po—
T —
och dérmed (enligt JFK II) 4r integralen divergent.

Svar: a) betingat konvergent, absolut konvergent b) konvergent, divergent.




