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Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

1. (a) Ange ett virde pa konstanten ¢ sadant att funktionen 3p

fi o, | TRE ) @) #(00)

c (z,y) = (0,0)

ar kontinuerlig. I vilka punkter dr funktionen differentierbar? Motivera dina svar!
(b) Avgor om funktionen 2p
1 1
hay) = 2OFD g o0
x

har ett grinsvarde da (x,y) — (0,0) (med z > 0).
(a) Om gransvardet ( %Hn( : f(z,y) existerar och vi sétter ¢ lika med gransvérdet, sa ar f
z,y)—(0,0
kontinuerlig. Vi anvander poldra koordinater och betraktar

f(recosp,rsing) =...=2cosp-rlnr,
som gar mot 0 da (z,y) — (0,0), ty den forsta faktorn ar begrénsad och den andra faktorn

rinr — 0, da r — 0. Alltsa &r ¢ = 0.

Funktionen f #r i R?\ {(0,0)} en sammansittning av differentierbara funktioner och dirmed
sjalv differentierbar dér. I origo maste vi underséka ndrmare. Men vi ser att f inte &r partiellt
deriverbar med avseende pa x i origo, ty

lim M — lim In k2
h—0 h h—0

existerar inte. Darmed kan f inte vara differentierbar i origo.

(b) Vi betraktar h(z,z) = 22t — 1 did 2 — 0, men h(z,0) = 0. Dirmed existerar
gransvardet inte.

Svar: a) ¢ =0, och f ir differentierbar i R? \ {(0,0)} b) nej, gransvirdet existerar inte.

2. Betrakta funktionen G(z,y) = xy ey, 5p

(a) Undersék om funktionen G antar stérsta och/eller minsta vdrde i méangden

A={(z,y): |z -yl <1}

och bestim dessa extremuvdrden i forekommande fall.

(b) Vilka virden antar funktionen G i mdingden
B={(zy):|r -yl <1}?

Vi konstaterar forst att mangden A ar en sluten, men obegrénsad remsa kring férsta medi-
anen, och B ir dess inre. Ingen av mingderna #r kompakt. Vi noterar att G(x,z) = 22 - €°

ar obegriansad da x — oo, dvs G har inget storsta varde, varken i A eller B.

(a) Sen konstaterar vi att G(x,y) > 0 for (z,y) i forsta och tredje kvadranten, samt G(z,y) <
0 for (x,y) i andra och fjirde kvadranten. Eftersom skirningen av de sistndmnda med
méngden A ar begrdnsad vet vi att den kontinuerliga funktionen G antar ett minsta vérde
pa den kompakta mingden D := {(z,y) € A,z -y < 0}. Detta viarde maste vara negativt
och ddrmed &ven minsta varde for G i A.



For att berikna minsta varde betraktar vi forst ev. stationédra punkter i det inre av D.
Redan den forsta ekvationen G’ (z,y) = ye® =¥ (1 + 222) = 0 har dock inga lésningar som
kan ligga i det inre, ty y = 0. Alltsa fortsétter vi med randen av D. Léngs koordinataxlarna
forsvinner funktionen och det aterstar att underséka G langs linjerna (t,t — 1) for ¢ € [0,1]
samt (t,t + 1) for t € [—1,0]. Av symmetriskal racker det dock att underséka bara en av
dessa, vi valjer den forsta, dvs

h(t) := G(t,t —1) = (> —t)e*™ 1 te]0,1].

Derivation ger h/(t) = ... = (2t> — 1)e?~! som har bara ett relevant nollstiillen, nimligen

t= % Déarmed far vi som minsta varde h(%) = #e‘/ﬁfl.

(b) T (a) har vi sett att G antar sitt minsta virde b := 1_7‘/56\/5_1 pa randen av méngden
A (och endast dér), dvs i en punkt som &r en randpunkt till mdngden B men som inte ligger i
B. Dérmed vet vi att G(z,y) > b for (x,y) € B, samt att G antar virden som ar godtyckligt
néra b. Dessutom har vi sett att G &r uppat obegriansad i B. Eftersom G ar kontinuerlig och
definitionsméngden B &r bagvis sammanhé&ngande har alltsa G egenskap av mellanliggande
vérden och antar ddrmed alla virden i det 6ppna intervallet (b, co).

Svar: a) minsta virde 15¥2¢V2~1 storsta virde saknas  b) G antar i B alla viirden storre fin 15¥2eV2-1,

. Betrakta funktionen g(x,y) = (x + y)® + B(3z% + y?) med parametern 3 € R. 5p

(a) Bestdm for varje vdrde pa B # 0 alla stationdra punkter till g och avgdr deras karaktdr.

(b) Bestim for =0 alla stationdra punkter till g och avgor deras karaktdr.

Vi betraktar ekvationssystemet

(I) ¢, = 3(x+y)?+68z=0
(I1) g, = 3(x+y)*+28y=0.

(a) I fall 8 # 0 leder subtraktion till y = 3z. Om man stoppar in det i den forsta ekvationen

far man 6z(8x + §) = 0. Dvs vi far tva stationdra punkter (0,0) och (—g, —%).

For att bestamma deras karaktar berdknar vi dven de andra partiella derivatorna:
Jie =6(x+y) +68  giy =gy =6(x+y) gy, =06(z+y)+25.

I punkten (0,0) #r den kvadratiska formen Q(h, k) = 63h% +28k%. For 8 > 0 ir den positivt
definit och origo ar dédrmed en lokal minimipunkt, medan for for 5 < 0 &r den negativt definit
och origo dérmed en lokal maximipunkt.

For punkten (—2, —32) ar den kvadratiska formen Q(h, k) = ... = 38((h — k)? — 48k? som
ar indefinit for varje viarde pa 8 # 0 och ddrmed &r punkten en sadelpunkt.

(b) I fall att 8 = 0 far vi en hel linje av stationdra punkter, namligen (¢, —t) for ¢ € R. Alla
andra derivator forsvinner och didrmed ar varje kvadratisk form bara semidefinit och avgor
inte punktens karaktir. Men vi kan observera att g(¢, —t) = 0 medan g(t + h, —t) = h® antar
bade virden som &r storre och som dr mindre &n 0 (i varje omgivning av h = 0). Darmed &r
varje punkt pa linjen en sadelpunkt.

Svar: (a) (—g, —%) ar alltid en saddelpunkt.

I fall 8 > 0 &r origo en lokala minimipunkt och i fall 5 < 0 &r origo en lokal maximipunkt.

(b) Varje punkt pa linjen y = —z &r en sadelpunkt.




4. Avgér om funktionen f(x,y,z) = xyz har stérsta och/eller minsta virde under bivillkoren
t4+y+2=0 och x*4+y>+22=1.

Bestdm dessa i sa fall. 5p

Forsta bivillkoret beskriver ett plan i R? och andra bivillkoret enhetsfiren. Funktionens
definitionsomrade &r alltsa ett cirkel i rummet, och darmed kompakt. Eftersom f &r kon-
tinuerlig, sa antas bade storsta och minsta virde pa denna méangd. Vi konstaterar att det
inte finns singuldra punkter (pa ytorna som ges av bivillkoren) och anvinder metoden av
Lagrangemultiplikatorer, dvs vi betraktar hjalpfunktionen

H(z,y,z;\ p) = ayz + Mz +y 4+ 2) + plz? + o> + 22— 1).
Partiell derivering ger féljande ekvationssystem

yz+A+2zp = 0
rz+ A+ 2yu =
Ty +A+2yp =
samt
t+y+2z=0 och 2+ +22=1

Subtraktion av den forsta och andra ekvationen samt den andra och den tredje ger - efter
lite omskrivning -

(y—z)(z=2p) = 0

(z—y)l@—2p) = 0.
Fran den forsta ekvation har vi antingen y = z eller z = 2u. Om vi stoppar in y = z i
bivillkoren far vi tva intressanta punkter (:I:%, :I:%, I%) (OBS den andra ekvationen &r

du uppfylld med ldmplig p men vérdet pa det ar ej relevant for l6sningen). I andra fallet
z = 2u ger den andra ekvationen antingen z = y eller z = 2u, vilket betyder z = z. 1

dessa tva fall ger insédttning i bivillkoren 4 punkter till, ndmligen (:I:%,:F%,:I:%) och

1
2 1 1 . . . . . o . . . .
($%, 75 :I:%). Om vi sétter in dessa i funktionen far vi att storsta vardet &r ——= och

36

nsta virdet & 1
minsta vardet ar ———.
36
5. Los den partiella differentialekvationen 5p

aFy, — 42°F), — F; = 162°

for > 0, till exempel med hjilp av de nya variablerna s = 22 — y och t = 22 + y.

Vi anvéander de nya koordinaterna for att fa en differentialekvation for F (s,t) := F(z,y).
Att rékna om partiella derivatorna i de nya koordinaterna ger

F' = 22F +22F]
F! = 42°F" 4+ 8x*F" + 42°F) + 2F' + 2F]
Fy, = Fl—2F+F

Differerentialekvationen blir da B
Fli=1.

Integration leder till

F(s,t) = st+ p(t) + ¥(s)

och darmed
Fla,y) = (2® —y)(@® +y) + o(@® +y) + ¥(a® —y),

dér ¢ och v ar tillrackligt manga ganger deriverbara funktioner.



6. (a) Avgor for var och en av foljande serier om den dr absolutkonvergent, betingat konvergent
eller divergent: 5p

o 5 ()

> cos(nm)

]

(="

n=1 n

[e.e]
(b) For vilka x € R dr serien >, e~ dr konvergent, for vilka divergent?
n=0

(a) i. Vi anvénder kvotkriteriet och far

n+1 6 B _(2n—|—2)(2n+1)_>2 A& m— oo
= 3 .

By |y

Eftersom gransvardet % < 1 ar serien absolut konvergent.

ii. Eftersom cos(nm) = (—1)" sa &r serien lika med
> cos(n) =1
1" = -
Lo R

dvs. den harmoniska serien, som ar alltsa divergent.

(b) Vi anvénder rotkriteriet och far

i = e

For x < 0 ar e™® > 1 och serien darmed divergent, for > 0 4r e™® < 1 och serien darmed
konvergent. I fallet 2 = 0 maste vi kolla direkt. Eftersom e*™ = 1 inte gar mot 0 da n — oo,
sa ar serien inte konvergent.

Svar: (a)i. konvergent, ii. divergent (b) Fér « > 0 ar serien konvergent, for < 0 &r serien divergent.




